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Глава 1

Пленарные доклады: А.Н. Колмогоров и математика XX столетия

К 100-летию со дня рождения Константина Алексеевича Рыбникова

С.С. Демидов, Т.А. Ласковая, А.К. Рыбников, К.К. Рыбников

1. Константин Алексеевич Рыбников родился 18 августа 1913 г. в станице Луганской тогдашней
Области войска Донского (ныне является частью г. Луганска на Украине). Его родители были
учителями начальной школы.

Отец, Алексей Фёдорович (1984-1960) – сын небогатого казака хутора Дубровского станицы
Мигулинской, несмотря на сильную тягу к знаниям, не имел возможности (в силу более чем
скромного материального положения семьи) обучаться в гимназии или в реальном училище.
После окончания так называемого высшего начального училища (нечто вроде неполной средней
школы) он поступил в учительскую семинарию (не следует путать с духовными семинариями,
готовившими священников) - светское учебное заведение, готовившее учителей начальной школы.
В 16 лет Алексей Фёдорович стал учителем.

Не довелось Алексею Фёдоровичу продолжить своё образование, был он всегда самоучкой. Но
был он человеком образованным, разносторонне эрудированным. Сам добывал знания, независи-
мо судил о них. Не восходил он и по служебной лестнице выше должности директора начальной
школы; но это была всегда образцовая школа. Имел он почётное звание Заслуженного учителя
школы РСФСР. Был он всегда авторитетен для всех без исключения, кто его знал.

Мама, Вера Константиновна (1891-1958) тоже была учительницей. По свидетельству Кон-
стантина Алексеевича характер его мамы был “небойцовский”, но она была “неизменно добра,
деликатна и при этом обладала стойкостью и самоотверженностью”. Её уважали и любили
все – дети, ученики, их родители.

Родители Константина Алексеевича всегда были вместе, всегда работали в одной школе. Их
уважали люди. Честный и самоотверженный труд каждого из них был отмечен высокими награ-
дами – орденами Ленина (у отца их было два) и Трудового Красного Знамени.

В 1914 г. началась война. Дальнейшее развитие событий (военные действия в ходе разгораю-
щейся гражданской войны) вынудило семью в 1918 г. переехать из станицы Луганской на хутор
Верхне-Таловский, в 12 км. к югу от железно-дорожной станции Миллерово. Родители стали ра-
ботать в хуторской школе. Учительская квартира, в которой поселилась семья, располагалась в
помещении школы.

В семье Алексея Фёдоровича и Веры Константиновны было 5 детей: 4 сына и дочь. Начальное
обучение Константин Алексеевич, его братья и сестра получили в начальной школе под руковод-
ством родителей-учителей. Но задачу получения среднего образования на хуторе решить было
невозможно. Средняя школа была в городе Миллерово (статус города он получил в 1926 г.) –
даже две школы. Пришлось Алексею Фёдоровичу снимать для подрастающих детей комнатку в
городе.

Возможность переезда в город возникла в начале 1927 г. в связи с тем, что население быстро
росло, а двух школ уже не хватало. Алексея Фёдоровича назначили директором вновь созданной
начальной школы № 4 в г. Миллерово. Семья стала жить во флигеле во дворе школы.

Влечение к математике возникло у Константина Алексеевича в значительной степени под
влиянием школьного учителя математики Богомолова, который приехал в Миллерово из Луган-
ска, где окончил педагогический институт. В гражданскую войну он был бойцом в 1-ой Конной
армии Будённого. Ученики его очень уважали и за прошлую службу в красной коннице, и за ма-
неру вести уроки ясно, чётко, просто. Богомолов старался увлечь своих учеников математикой и
занимался дополнительно с теми,кого ему удавалось заинтересовать.
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2. В 1929 г. после окончания средней школы Константин Алексеевич попытался поступить в
Ростовский университет, но в приёмной комиссии ему сразу же разъяснили, что никаких шансов
быть принятым у него нет, что: “В первую очередь им предписано принимать детей рабочих
и крестьян. Их уже достаточно, а он – сын интеллигентов”. Пришлось вернуться домой и
устраиваться на работу. Притом срочно, так как материальное положение семьи к этому времени
стало очень тяжёлым. На следующий день он пошёл на кирпичный завод. Был зачислен в бригаду
по формовке сырого кирпича и отправке его на обжиг. Стал работать.

Однако, уже через несколько дней его вызвали в горком комсомола и объявили, что принято
решение, учитывая его отличную учёбу, рекомендовать его на работу учителем начальной шко-
лы. Тут же выдали выписку из приказа окружного отдела народного образования о назначении
учителем начальной школы в слободе Позднеевка.

В тот период в административном округе с центром в г. Миллерово была острая нехват-
ка учительских кадров. В такой обстановке состоялось назначение Константина Алексеевича в
сельскую школу в 40 км. к востоку от г. Миллерово.

В те годы в малых городах и в сельской местности учитель был очень уважаемым челове-
ком (несмотря на небольшую зарплату). Назначение молодого человека, только что окончившего
школу, на должность учителя было знаком большого доверия, которое предстояло оправдать (да-
же если это было назначение в отдалённый населённый пункт, с которым не было регулярного
сообщения).

Через год Константина Алексеевича перевели на работу в г. Миллерово. Первое полугодие
1930-1931 учебного года он работал в начальной школе, а с января 1931 г. до лета 1933 г. – в
средней школе.

3. Желание учиться, изучать математику в университете Константина Алексеевича не остав-
ляло, и в сентябре 1932 г. он написал письмо ректору Московского университета, в котором
спрашивал о возможности учиться в МГУ заочно. Вскоре пришёл ответ. Помощник ректора по
заочному обучению Борис Владимирович Ульпи сообщил Константину Алексеевичу, что он за-
числен студентом-заочником отделения математики.

В этот период в МГУ шла реорганизация. Завершилась она весной 1933 г. приказом Нарком-
проса от 5 апреля 1933 г. Взамен прежнего физико-математического факультета был организован
ряд новых факультетов и, в частности, механико-математический факультет. Ещё до завершения
реорганизации был сформирован заочный сектор. Константин Алексеевич стал одним из первых
студентов-заочников (возможно, самым первым).

Весной 1933 г. Константин Алексеевич получил вызов на зачётно- экзаменационную сессию.
После успешной сдачи экзаменов за 1-ый курс он был переведён на очное отделение. Весной
1934 г. он закончил 2-ой курс, а в 1934-1935 учебном году успешно прошёл за один год про-
грамму сразу двух курсов: 3-го и 4-го. В 1935-1936 учебном году ему предстояла учёба на 5-ом
курсе. Встал вопрос о теме будущей дипломной работы. Но прежде, чем выбрать конкретную
тему, необходимо было определиться с направлением будущих исследований. Константин Алек-
сеевич остановил свой выбор на истории математики. Перед историком математики (как и лю-
бой науки) встаёт вопрос о том, как возникли новые научные направления, новые понятия и
как они развивались (а также, как они, возможно, будут развиваться в будущем). Он должен
быть специалистом в изучаемой области математики и одновременно хорошо знать культурную
и общественно-политическую обстановку той эпохи, в которой эти идеи возникали.

Дипломная работа Константина Алексеевича “Алгебра в трудах Омара Хайяма” (научный ру-
ководитель профессор Яновская Софья Александровна) была посвящена исследованию алгебра-
ического трактата этого средневекового учёного. В трактате рассматривается проблема решения
алгебраических уравнений до 3-ей степени включительно. Трактат Омара Хайяма представляет
собой первое систематическое изложение этого вопроса.

Дипломная работа получила высокую оценку. Была получена рекомендация в аспирантуру.
Однако, поступлению в аспирантуру сразу после окончания университета помешали обстоя-

тельства. В связи с уходом Б.В. Ульпи на пенсию Константину Алексеевичу было предложено
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возглавить заочное отделение. Обучение в аспирантуре пришлось на время отложить. Помощни-
ком ректора по заочному обучению Константин Алексеевич работал с 1936 г. по 1938 г.

В аспирантуру механико-математического факультета Константин Алексеевич поступил в
1938 г. Кандидатскую диссертацию “К истории вариационного исчисления” (научный руководи-
тель профессор С.А. Яновская) он защитил 25 июня 1941 г. (на третий день после начала Великой
Отечественной войны).

4. Через несколько дней после защиты диссертации в комсомольском эшелоне Константин
Алексеевич убыл на строительство оборонительных сооружений на восточном берегу Днепра в
районе Смоленска. Осенью, когда враг вплотную подошёл к Москве, военно-строительное управ-
ление, в котором Константин Алексеевич работал, было расформировано, и почти весь личный
состав был призван в Красную Армию. Константин Алексеевич и ещё несколько человек с выс-
шим образованием были отправлены в Ленинградское Высшее военно-инженерное училище, ко-
торое в тот момент находилось в Костроме. На исходе зимы 1941-1942 гг. его и некоторых других
курсантов перевели на Центральные курсы минных заграждений, которые размещались близ
станции Болшево под Москвой. Из них сформировали роту особой техники (официальное назва-
ние ТОС – техника особой секретности), т.е. техники радиоуправляемых взрывов. К маю 1942 г.
Константину Алексеевичу было присвоено офицерское звание – лейтенант, и он был назначен
командиром взвода курсантов.

В зиму 1942-1943 гг. Константин Алексеевич участвовал в боях на Калининском фронте.
Командовал диверсионной группой курсантов. На различных участках линии Ржев – Великие
Луки их группа скрытно минировала железно-дорожные пути и при проходе вражеских эшелонов
осуществляла радиоуправляемый взрыв.

Осенью 1943 г. началось присоединение Курсов минных заграждений к Высшему военно-
инженерному училищу и возвращение училища в Ленинград из Костромы. Константин Алексе-
евич отправился в Ленинград к новому месту службы в должности преподавателя ТОС. Весной
1944 г. он подал рапорт о направлении на фронт, мотивируя свою просьбу желанием применять
особую технику в боевых условиях. Просьба была удовлетворена.

В штабе инженерных войск его направили на 1-ый Белорусский фронт в специальную инже-
нерную бригаду командиром группы особой техники. Константин Алексеевич прибыл в бригаду
в тот момент, когда войска 1-го Белорусского фронта перешли в наступление (это было нача-
ло операции “Багратион”). Первый бой – форсирование Березины и освобождение Бобруйска.
Далее боевой путь бригады прошёл от Бобруйска через Старые Дороги, Слуцк, Барановичи, Лу-
нинец, Пинск, Кобрин, Брест. Затем их путь проходил по территории Польши. За лето дошли
через Люблин и Пулавы до расположенного на восточном берегу Вислы предместья Варшавы
под названием Прага.

В условиях непрерывного наступления техника взрывов на расстоянии не пригодилась (тем
не менее, её держали в постоянной боевой готовности). Всем подразделениям бригады пришлось
беспрерывно работать на минных полях - ставить свои минные поля или разминировать враже-
ские.

Незадолго до начала боёв за освобождение Варшавы пришёл приказ – следовать обратно
в Ленинград к месту службы. По возвращении в училище в ноябре 1944 года на партийном
собрании его приняли в члены ВКП(б).

В мае 1945 г. пришла Победа. Константин Алексеевич подал рапорт об увольнении с военной
службы.

5. В 1945 г. Константин Алексеевич демобилизовался. Начал работать на кафедре математики
физического факультета МГУ, которой заведовал выдающийся учёный член-корреспондент АН
СССР (с 1966 г. – академик) Андрей Николаевич Тихонов.

Для начала А.Н. Тихонов поручил Константину Алексеевичу вести упражнения в двух груп-
пах 1-го курса, читать лекции Андрей Николаевич взялся сам. С этим студенческим контин-
гентом Константин Алексеевич работал последовательно на последующих курсах по программе
всего курса высшей математики для физиков (2,5 года). Из них 10 человек Константин Алексе-
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евич рекомендовал в аспирантуру по кафедре математики и посодействовал их принятию сверх
установленных цифр приёма. Все они успешно прошли аспирантуру и защитили кандидатские
диссертации. Некоторые из них в дальнейшем стали докторами наук.

Той же осенью 1945 г. коммунисты физического факультета избрали Константина Алексееви-
ча секретарём партийной организации и в дальнейшем переизбирали снова и снова. Все три года
с 1945 г. по 1948 г., в течение которых Константин Алексеевич работал на физическом факульте-
те, он наряду с преподавательской работой на кафедре математики вёл большую общественную
работу секретаря одной из самых многочисленных первичных (факультетских) партийных ор-
ганизаций и члена бюро партийного комитета МГУ. Было очень трудно, но отказываться было
нельзя. Партийная дисциплина в те годы была очень строгой. Таково было время. Люди старше-
го поколения хорошо это знают. Но более молодым людям зачастую бывает трудно представить
себе обстановку тех лет и мироощущение людей, живших и работавших в ту эпоху.

В 1948 году по решению секретариата ЦК КПСС Константин Алексеевич был направлен
на работу в ЦК. Для него это было неожиданно. Очень не хотелось ему уходить из МГУ, но
пришлось подчиниться. Сначала он был инструктором в отделе науки и высших учебных за-
ведений. В дальнейшем его направили в специальную криптографическую службу, которая в
те годы подчинялась непосредственно ЦК КПСС. Работая там, он заинтересовался проблемами
комбинаторного анализа, роль которого в XX столетии чрезвычайно возросла. Комбинаторные
задачи встречаются в самых различных областях математики и её приложений (не только в крип-
тографии). При этом, несмотря на заманчивую простоту постановки, комбинаторные задачи в
большинстве очень трудны; многие из них не поддаются решению до сих пор. В дальнейшем
Константин Алексеевич, наряду с научной работой в области истории математики, начал работу
по построению общей теории комбинаторного анализа (которой к середине XX века всё ещё не
существовало).

В период с 1948 г. по 1953 г. Константин Алексеевич и С.А. Яновская продолжили нача-
тое ранее Софьей Александровной изучение математических рукописей Карла Маркса. Среди
них можно встретить серьёзные и оригинальные исследования в области философии матема-
тики (хотя сам К. Маркс не стремился издавать их). Некоторые из рукописей С.А. Яновская
опубликовала с пояснительной статьёй. Однако, основная масса рукописей в то время оставалась
неизученной (полностью математические рукописи К. Маркса были опубликованы в 1968 г. изда-
тельством “Наука” в книге “К. Маркс. Математические рукописи” ). Исследования, посвящённые
математическим рукописям К. Маркса, вызвали большой интерес в широких кругах математи-
ков, историков и философов.

В 1953 г. после кончины И.В. Сталина в руководстве партии и государства произошли зна-
чительные преобразования, которые повлекли многочисленные кадровые перестановки. В этой
ситуации Константину Алексеевичу удалось получить разрешение возвратиться в МГУ.

6. В мае 1953 г. Константин Алексеевич возвратился в МГУ и стал работать на механико-
математическом факультете в должности доцента кафедры математического анализа. В знамена-
тельный день 25 июня 1954 г., ровно через 13 лет после защиты кандидатской диссертации, день
в день, он защитил докторскую диссертацию “Исследование математических рукописей Маркса”
(А.Н. Колмогоров оценил её весьма положительно). В 1956 г. стал профессором, в 1957 г. стал
заведующим кабинетом истории и методологии математики и механики.

По-прежнему параллельно с научной и педагогической работой Константину Алексеевичу
приходилось заниматься общественной и административной деятельностью: его не раз избира-
ли членом парткома механико-математического факультета; членом парткома МГУ; некоторое
время он был заместителем декана механико-математического факультета. С августа 1959 г. по
август 1960 г. был членом коллегии Минвуза РСФСР, начальником Главного управления уни-
верситетов, экономических и юридических вузов. С июня 1966 г. по август 1969 г. он находился
в длительной заграничной командировке, во время которой работал в ЮНЕСКО директором
высшего образования (именно так именовалась его должность), имея дипломатический ранг по-
сланника. За работу в ЮНЕСКО он был награждён орденом “Знак Почёта”. При этом Константин
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Алексеевич никогда не терял связь с Московским университетом. Для него работа в университете
всегда имела приоритет по сравнению с другими видами деятельности.

Наука и преподавание всегда были главным делом для Константина Алексеевича. Однако,
ему постоянно приходилось параллельно с основной работой выполнять то партийные, то адми-
нистративные, то даже дипломатические поручения. Он никогда не стремился к деятельности
такого рода, но избегать её ему не удавалось. Причина в том, что его уважали, ему доверяли, а
он считал своим долгом оправдывать доверие.

Двумя основными направлениями научной работы Константина Алексеевича стали: 1) исто-
рия и методология математики, 2) комбинаторный анализ.

Главной задачей исследований в области истории математики Константин Алексеевич счи-
тал создание научно обоснованной, цельной системы знаний о путях развития математической
науки вплоть до времён, как можно более близких к современности. Реализуя этот замысел, он
создал учебник “История математики” для студентов математических специальностей универси-
тетов и педагогических институтов, а также для широких кругов математиков-специалистов. Это
первый фундаментальный университетский учебник, посвящённый данной дисциплине (и пока
единственный). Первое его издание вышло в двух томах: т. 1 (1960 г.) ; т. 2 (1963 г.). В последу-
ющих изданиях оба тома были сведены в один. При переизданиях текст в ряде мест подвергался
переработке и в книгу добавлялись новые главы. Последнее издание вышло в 1994 г. [1].

Решению аналогичных задач в области методологии математики была посвящена вышедшая
в 1979 г. книга Константина Алексеевича “Введение в методологию математики” [2]. Позднее она
была существенным образом переработана и издана (к сожалению очень малым тиражом – всего
200 экземпляров) под названием “Введение в методологию математики (тезисы лекций)” [3]. В
ней, в частности, появились разделы “История и современность в математике и в жизни” и “О
формировании достойной научной и гражданской позиции”. Вместе с учебником “История мате-
матики” эти тезисы образуют единое учебное пособие к курсу лекций по истории и методологии
математики на механико-математическом факультете МГУ.

В период с 1996 г. по 2004 г. Константин Алексеевич издал в качестве дополнений к основно-
му курсу 9 учебных пособий. Была начата работа над 10-ым пособием “Войны за просвещение.
Математическое образование в СССР и России и Болонский процесс” [4], работу над которым
Константин Алексеевич закончить не успел. Завершил её младший сын Константин Констан-
тинович. Книга получилась страстной, отчасти даже резкой в своих оценках. Иначе и быть не
могло. К началу XXI века деградация отечественного образования, в том числе математического,
стала очевидным фактом.

Регулярную научную работу в области комбинаторного анализа Константин Алексеевич на-
чал в 1960-е годы. Поразительно много областей математики и её приложений содержит задачи
или группы задач комбинаторного характера Для этой совокупности разнообразных задач к се-
редине XX столетия всё ещё не существовало единой теории или единого метода. Вместе с тем
существование целой сети взаимных интерпретаций приводило к мысли о наличии их общей
основы.

В 1972 г. Константин Алексеевич издал книгу “Введение в комбинаторный анализ”, в кото-
рой изложил основы общей теории комбинаторного анализа. В 1985 г. вышло второе, расширен-
ное издание этой книги [5]. На механико-математическом факультете он организовал научно-
исследовательский семинар по комбинаторному анализу, который вскоре стал признанным цен-
тром научных исследований в этом направлении. В 1979 г. в издательстве МГУ вышел сбор-
ник “Комбинаторный анализ: задачи и упражнения”, составленный участниками семинара под
общей редакцией Константина Алексеевича. В 1982 г. в издательстве “Наука” вышло расширен-
ное и дополненное издание этого сборника [6]. С 1971 г. по 1989 г. издательством Московского
университета регулярно публиковался сборник научных работ “Комбинаторный анализ” (вышло
8 выпусков). После 1989 г. в МГУ стали регулярно проводиться международные семинары по
дискретной математике и её приложениям и публиковаться труды семинаров. Работу одной из
секций – секции комбинаторного анализа – неизменно (пока был жив) возглавлял Константин
Алексеевич.
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Много внимания Константин Алексеевич уделял вопросам преподавания математики в сред-
ней школе. Им написан ряд статей для журнала “Математика в школе”, книга для учителей
“Возникновение и развитие математической науки” (1987 г.) [7] и книга для школьников “Про-
фессия – математик” (1989 г.) [8].

Константин Алексеевич внёс значительный вклад в дело подготовки научных кадров высшей
квалификации: 23 его ученика подготовили и защитили кандидатские диссертации, 2 из них стали
впоследствии докторами наук. Он был членом нескольких учёных советов в МГУ и РАН.

Константин Алексеевич вёл также большую редакционно-издательскую работу. Он был од-
ним из основателей, а затем бессменным членом редколлегии систематически выходившего в
МГУ сборника “История и методология естественных наук” (из 36 вышедших при его жизни вы-
пусков сборника 11 посвящено математике и механике), членом редколлегий журналов “Вестник
Московского университета. Сер. 1. Математика. Механика” и “Дискретная математика”, а также
членом редсовета сборника “Историко-математические исследования”.

Заслуги Константина Алексеевича были отмечены тремя орденами СССР (орден Отечествен-
ной войны II степени и два ордена “Знак Почёта”) и одиннадцатью медалями (“За оборону Моск-
вы”, “За победу над Германией в Великой Отечественной войне 1941-1945 гг.”, “За трудовую доб-
лесть” и др.). В 1974 г. ему было присвоено звание заслуженного деятеля науки РСФСР, в 1994 г.
– звание заслуженного профессора МГУ.

Все, кто знал Константина Алексеевича, помнят его не только как выдающегося учёного и
педагога, но и как человека высокой культуры, твёрдых нравственных принципов, исключительно
порядочного и доброжелательного.
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Об изменении статуса доказательства в математике в условиях компьютеризации
общества

В.А. Тестов

В последнее время в математической картине мира произошли большие изменения, во многом
связанные с компьютеризацией всех сторон общества. Безусловно, эти изменения не могут не
сказаться и на содержании школьной математики. Одно из таких изменений – переоценка статуса
доказательства в математике.

Н. Бурбаки свой трактат открывает фразой: “Со времён греков говорить „математика“ – зна-
чит говорить „доказательство“”. Таким образом, “математика” и “доказательство” – эти два слова
объявлялись почти синонимами.
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Однако само понимание того, что является, а что не является доказательством, меняется
со временем. Если вдуматься, ничего удивительного в этом нет. Ведь понятие доказательства
основано на представлении об убедительности, а это представление исторически обусловлено.
Для математических текстов средневековой Индии, например, были характерны такие (возмож-
но, восходящие к более древним временам) способы доказывания геометрических утверждений:
предлагался чертёж, под которым было всего одно слово: “Cмотри!”.

Вопрос об изменении статуса доказательства последнее время стал все чаще обсуждаться, что
связано с сомнениями в надежности доказательств, выполненных с помощью компьютера, а так-
же в надежности исключительно длинных и сложных доказательств. Так полное доказательство
классификации простых конечных групп занимает 15 тысяч страниц текста.

Однако, как отмечает известный петербургский математик Н.А. Вавилов, статус трудных со-
временных результатов и их доказательств мало отличается от статуса трудных математических
результатов предшествующих веков. Классические работы, как и публикуемые сегодня, полны
заблуждений, ошибок и пробелов разной степени серьезности. Многочисленные исторические
примеры показывают, что фактические математические доказательства никогда – со времен гре-
ков – не удовлетворяли декларируемым стандартам. Что гораздо хуже, часто эти заблуждения и
ошибки из поколения в поколение воспроизводятся в монографиях и учебниках, и их обнаружение
в некоторых случаях потребовало многих десятилетий. Нужно честно признать, что математика
является человеческой деятельностью, целью и результатом которой является понимание, и мало
отличается в смысле своей надежности от других видов человеческой деятельности. Достовер-
ность математического доказательства и его убедительность относится к области психологии и
социологии, а не логики [1].

По мнению М. Клайна понятие доказательства, сколь ни преувеличивали его значение обще-
ственное мнение и публикации математиков, не играло той роли, которая ему обычно отводилась.
Возникновение противоборствующих философий математики, каждая из которых отстаивала
свои мерки строгости доказательства, вызывало скептическую переоценку важности доказатель-
ства. Критические нападки на понятие доказательства начались еще до того, как успели сформи-
роваться различные течения в основаниях математики и их взаимно исключающие точки зрения
получили сколько-нибудь широкое распространение. Еще в 1928 г. Г. Харди утверждал с прису-
щей ему прямотой: “строго говоря, того, что принято называть математическим доказательством,
не существует”. Г. Харди считал доказательства скорее фасадом, чем несущими опорами здания
математики. Выдающийся американский математик Р. Уайлер в 1944 г. утверждал, что доказа-
тельство есть не что иное, как проверка продуктов нашей интуиции, самое разумное, пожалуй
признать, что, как правило, в математике не существует абсолютно истинного доказательства.

По мнению Н.А. Вавилова, в отличие от любых доказательств, математическое знание как
таковое обладает чрезвычайно высокой степенью надежности. Эта надежность, как и надежность
естественно-научного и технического знания, гарантируется отнюдь не доказательствами индиви-
дуальных результатов, а общей когерентностью математической и естественно-научной картины
мира, индивидуальным и коллективным пониманием и прямым контактом с миром идей, которое
формируется в процессе работы у каждого квалифицированного и понимающего специалиста [1].

По строгим меркам весь “анализ бесконечно малых” из семнадцатого столетия – не что иное,
как сомнительные мечтания. Позднее его стали называть дифференциальным и интегральным
исчислением; в серьезную науку он превратился два столетия спустя, когда Коши дотронулся
до него волшебной палочкой. Но тот же самый Коши преградил дорогу другой мечте – мечте
Эвариста Галуа, что говорит об обратной стороне строгости доказательств. Изгнать мечту из
математики – значит перекрыть источник новых идей. “Когда дорога выводит тебя на высокое
место, так что перед глазами разворачивается новое видение, и взгляд уже охватывает обширные
математические пейзажи, тогда тебе легко наметить дальнейший путь. И это восхождение, эта
проясняющаяся перспектива, это понимание, приходящее шаг за шагом, всегда предшествует
доказательству. Подсказывая методы доказательства, оно в то же время придает ему смысл” [2].

В наше время представления о доказательствах изменились вновь под влиянием вычислитель-
ной техники. Сегодня компьютерная техника является незаменимым средством проведения мате-
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матических доказательств. Она позволяет производить на свет доказательства, которые требуют
перебора столь большого числа вариантов, что этот перебор становится недоступным человеку, а
компьютеру доступен; либо же требуемые вычисления чересчур сложны, чтобы делать их вруч-
ную. Первым, но не единственным примером такого доказательства стало решение знаменитой
проблемы четырех красок. К использованию компьютерных средств для проведения математиче-
ских доказательств все чаще стали прибегать математики-исследователи. Иногда компьютерный
эксперимент оказывается единственно доступным способом подтверждения истинности матема-
тических утверждений.

Появляющаяся ныне компьютерная составляющая стала довольно часто рассматриваться как
необходимый первый этап исследований особо сложных научных задач. Как показывает анализ
научных публикаций, в последнее время существенно вырос процент “компьютерно угаданных”,
а потом строго математически доказанных теорем.

Термин “компьютерное доказательство” стал использоваться в двух смыслах. В первом слу-
чае, о котором говорилось выше, компьютерная программа помогает в формулировании гипотезы
и планировании доказательства, что не вызывает ни у кого возражений.

Во втором случае программа подтверждает на многочисленных частных примерах общее
утверждение, что некоторыми учеными и рассматривается в качестве доказательства. Экспе-
риментальные действия при изучении математики поощрялись издавна, ибо несомненна их роль
в формировании учебной, исследовательской и критической деятельности. Например, рекомен-
довалось организовать проверку (на листе бумаги с помощью транспортира) теоремы о сумме
углов треугольника. Правда реально у детей в таком “бумажном” эксперименте точно 180 граду-
сов почти никогда не получается.

Компьютерный эксперимент в геометрии, основанный на динамической иллюстрации, пси-
хологически убедителен. Например, компьютер показывает, что “как ни гоняй” треугольник по
экрану, меняя его вид, три его медианы всегда имеют общую точку. Но можно ли этот результат,
проверенный таким образом с помощью компьютера, считать доказанным? Ответ на этот вопрос
упирается, прежде всего, в толкование термина “доказательство”.

Доказательство – это рассуждение, которое убеждает того, кто его воспринял, настолько, что
он делается готовым убеждать других с помощью этого же рассуждения. Понятие математи-
ческого доказательства отличается от понятия доказательства, принятого в других науках и в
повседневной жизни. Это отличие, отмечает В.А. Успенский, состоит в том, что в математике по-
рог убедительности значительно выше. Можно сказать, что математические и нематематические
доказательства имеют разные амбиции. Нематематические доказательства претендуют на то,
чтобы убедить в следующем: доказываемое утверждение имеет место с подавляющей вероятно-
стью, а предположение, что это не так, невероятно. Математические доказательства претендуют
на то, чтобы убедить в следующем: доказываемое утверждение имеет место с необходимостью, а
предположение, что это не так, невозможно [4].

Сторонники выше рассмотренного “компьютерного доказательства” утверждают, что раз про-
грамма в принципе позволяет проверить полученный результат в любом частном случае, то нет
сомнений в истинности результата и его можно считать доказанным. Но это именно “компьютер-
ное доказательство”, а не “математическое” или “логическое”.

Предлагаются и специальные договорённости, в каком случае результат манипуляций с ком-
пьютером считать доказанным. Именно, если:

– результат получен сначала в частном случае;
– обобщение сформулировано на основе полученного результата;
– последовательность шагов при доказательстве общего утверждения такая же, как при до-

казательстве частного утверждения;
– ситуация, смоделированная в программе, адекватно отражает условия, которые содержатся

в общем утверждении;
– использование программы на континуальном (психологически) уровне [3].
По нашему мнению, ученые имеют право на разные точки зрения относительно статуса до-

казательства и понимания этого термина. Однако наличие в школьном курсе математики двух
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различных трактовок понятия “доказательство” может только запутать учащихся. Поэтому во
втором рассмотренном случае результат, полученный с помощью компьютерной программы, не
производящей полного перебора всех возможных случаев, вряд ли стоит называть доказанным.
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Квалиметрические и содержательные характеристики требований к написанию
учебной литературы нового поколения

Е.И. Смирнов

В настоящее время система высшего образования переживает период активного развития и ре-
формирования. Новые задачи, связанные с развитием высшего образования, порождают и потреб-
ность в новых средствах обучения, ведущее место среди которых отводится учебной литературе, в
том числе учебникам и учебным пособиям. Какие требования предъявляются к учебникам нового
поколения, которые базируются на инновационной технологии фундирования базовых учебных
элементов школьной математики в реализации содержания математического образования буду-
щих учителей математики в педвузах?

В [1] авторы теоретически обосновали и технологически проработали концепцию фундиро-
вания применительно к системе высшего педагогического образования по специальности “Мате-
матика”. При этом структура глобального фундирования разворачивается по 7 базовым учеб-
ным предметам сквозного характера (в течение всех лет обучения): математический анализ, ал-
гебра и теория чисел, геометрия, алгоритмика, стохастика, элементарная математика, техноло-
гии профессионально-математической деятельности, которые продолжают и углубляют 7 содер-
жательных линий школьной математики: числовую, функциональную, геометрическую, тожде-
ственных преобразований, уравнений и неравенств, стохастическую и информационно-алгорит-
мическую. Каждая содержательная линия определяет базовые знания, умения, навыки и методы
вузовской математики, распределенные по оптимальному набору учебных предметов и дисци-
плин. Другой срез структуры образуют 3 слоя фундирования:

– профессиональный (I-III семестры), предназначенный для формирования ближайшего
видового обобщения методом наглядного моделирования базовых учебных элементов школьной
математики;

– фундирования (IV-VI семестры), предназначенный для освоения глубокого теоретическо-
го обобщения и развития БУЭШМ;

– технологический (VII-X семестры), предназначенный для освоения технологических при-
емов профессиональной деятельности и методического обоснования изучения БУЭШМ.

В основе инновационного подхода к оценке учебной литературы нового поколения, базиру-
ющегося на концепции фундирования, лежат методические приемы, разработанные в рамках
концепций системогенеза, фундирования, наглядного моделирования и творческой активности
для усиления профессионализации и личностно-ориентированного подхода в процессе предмет-
ной подготовки будущих учителей математики. Это, прежде всего: таксономии учебных целей
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и уровней усвоения, диагностируемое целеполагание, комплексы модельных эвристических за-
дач, приемы антиципации, аннотированные учебные программы, интегративные экзаменацион-
ные программы, опорные таблицы кодировки базовых учебных элементов, спирали фундирова-
ния базовых учебных элементов школьной математики и т.п.

В основе определения характеристик для требований к содержанию ВПО по специальности
“Математика” лежат:

а) диагностируемое целеполагание учебной деятельности будущего специалиста на основе кон-
цепции системогенеза фундирования, наглядного моделирования, профессионализации и творче-
ской активности,

б) концепция, компоненты, структура и функции учебно-педагогических комплексов по внед-
рению дидактических инноваций.

Опираясь на общие и специальные критерии оценки учебной литературы, соответствие тре-
бованиям Федерального Государственного образовательного стандарта третьего поколения, кон-
цепцию фундирования опыта личности [2], учета закономерностей профессионального развития
и положений профессионального стандарта педагогической деятельности В.Д.Шадрикова [3] бы-
ли разработаны следующие ниже требования и критерии оценки учебной литературы нового
поколения.

Требования и критерии оценки учебной литературы на основе концепции фундирования

Требования Критерии проявления

(T1–T9) Целостное Пц

ij Частичное Пч
ij Слабое Пс

ij

1. Преем-
ственность
содержатель-
ных линий
школьной и
вузовской ма-
тематики
(знания, уме-
ния, навыки,
математиче-
ские методы,
идеи и про-
цедуры –
ЗУНМА) (Т 1)

• (11) Развертывание 5-6 ос-
новных структур математики:
топологических, алгебраи-
ческих, порядковых, веро-
ятностных, геометрических,
функциональных;
• (12) Банки задач и историко-
методическое оснащение 5-6 ос-
новных структур математики;
• (13) Целостное выделение
базисных учебных элементов
(БУЭ) содержательных линий;
(14) Определение иерархий
БУЭ, свертывание и развер-
тывание ориентировочной
основы, комплексы модельных
и эвристических задач;

• (11) Развертывание
3-4 основных структур
математики;
• (12) Банки задач и
историко-методическое
оснащение 3-4 основных
структур математики;
• (13) Частичное вы-
деление БУЭ содержа-
тельных линий, опре-
деление их иерархий,
фрагменты свертыва-
ния и развертывания
ориентировочной осно-
вы

• (11) Развертывание
1-2 основных струк-
тур математики;
• (12) Банки за-
дач и историко-
методическое осна-
щение 1-2 основных
структур математи-
ки;
• (13) Отсутствие ак-
цента на выделение
БУЭ содержательных
линий, их иерархий,
частичное свертыва-
ние и развертывание
ориентировочной ос-
новы;

2. Соот-
ветствие
содержания
учебной лите-
ратуры обра-
зовательным
стандартам
(школьным и
вузовским),
учебным про-
граммам
школы и вуза
(Т 2)

• (21) Полностью соответству-
ет (представлены все разделы и
отражено их содержание)

• (21) Частично соот-
ветствует, но представ-
лены не все разделы

• (21) Часть разде-
лов образовательного
стандарта и учебных
программ не отраже-
на
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3. Глубина
теоретическо-
го обобщения
(фундирова-
ния) базо-
вых учебных
элементов
школьной ма-
тематики в
вузе (Т 3)

• (31) Наличие существенно
обобщенной связи в комплек-
се видовых проявлений базово-
го учебного элемента; обеспече-
ние развернутости учебной дея-
тельности во времени;
• (32) Структурный анализ ви-
довых проявлений базового ро-
дового учебного элемента;
• (33) Обеспечение взаи-
мопереходов когнитивных
сфер (знаково-символической,
вербальной, графической,
тактильно-кинетической и
наглядно-действеннной;
• (34) Модульное строение
структуры теоретического
обобщения БУЭ (цепочки за-
дач научно-исследовательского
характера, мотивационные
блоки и т.п.)

• (31) Наличие част-
ных проявлений родо-
вого базового учебно-
го элемента; фрагменты
развернутости учебной
деятельности во време-
ни;
• (32) Фрагменты
структурного анализа
видовых проявлений
базового родового
учебного элемента;
• (33) Обеспечение ча-
стичного взаимоперехо-
да знаковых систем;
• (34) Фрагменты
модульного строения
структуры теорети-
ческого обобщения
БУЭ

• (31) Отсутствие
видовых проявлений
некоторых базовых
родовых учебных
элементов;
• (32) Отсутствие
структурного ана-
лиза видовых про-
явлений базового
родового учебного
элемента;
• (33) Отсутствие ак-
цента на взаимопере-
ход знаковых систем;
• (34) Отсутствие мо-
дульного строения и
схем образцов дея-
тельности и струк-
туры теоретического
обощения БУЭ

4. Наличие
батарей спира-
левидных мо-
делей видовых
взаимосвязей
базовых учеб-
ных элементов
(спирали фун-
дирования)
(Т 4)

• (41) Развернутость модели
во времени; наличие существен-
ных обобщений (родовой связи)
в комплексе видовых проявле-
ний;
• (42) Корреляция начального
(школьный учебный элемент) и
конечного звена спирали (тех-
нологическое и методическое
осмысление на основе теорети-
ческого обобщения);
• (43) Наличие 4-5 спиралей
для понятий, 2-3 для теорем,
1-2 для алгоритмов, процедур,
математических методов

• (41) Частичная раз-
вернутость во времени;
фрагменты наличия ро-
довой связи в комплексе
видовых проявлений;
• (42) Фрагменты кор-
реляции начального и
конечного звена спира-
ли;
• (43) Единичные при-
меры (3-4) спиралей
фундирования

• (41) Единичные
примеры (1-2) спира-
лей фундирования;
отсутствие корре-
ляции начального и
конечного звена спи-
рали фундирования;
• (42) Отсутствие
(или единичное про-
явление) наличия
родовой связи в
комплексе видовых
проявлений

5. Методи-
ческий ана-
лиз учебного
материала
(деятель-
ностно-
результа-
тивный ком-
понент) (Т 5)

• (51) Использование современ-
ных форм представления зна-
ний (логической, реляционной,
семантической, продукционной,
фреймовой, гипертекстовой);
• (52) Развертывание и свер-
тывание спиралей фундирова-
ния базовых учебных элементов
школьной математики;
• (53) Наличие блоков
мотивационно-прикладных
задач, оснащающих спирали
фундирования;
• (54) Выделение базовых учеб-
ных элементов школьной и ву-
зовской математики (их коди-
рование и вербальное раскоди-
рование);

• (51) Частичное ис-
пользование современ-
ных форм представле-
ния знаний;
• (52) Единичное
развертывание и свер-
тывание локальных
фрагментов спиралей
фундирования базовых
учебных элементов
школьной математики;
• (53) Фрагменты
блоков мотивационно-
прикладных задач;
• (54) Частичное выде-
ление базовых учебных
элементов школьной и
вузовской математики;

• (51) Фрагменты
использования со-
временных форм
представления зна-
ний;
• (52) Отсутствие
развертывания и
свертывания локаль-
ных фрагментов
спиралей фундирова-
ния;
• (53) Отсут-
ствие блоков
мотивационно-
прикладных задач;
• (54) Отсутствие
выделения базовых
учебных элементов
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• (55) Учет и реализация таксо-
номии учебных целей и наличие
уровней в представлении дина-
мики ЗУНМА;
• (56) Наличие и развертыва-
ние интегративных ЗУНМА;
• (57) Наличие деятельностно-
результативного компонента
(алгоритмико-вычислительные
процессы, деловые и имитаци-
онные игры, доказательство
теорем, построение геометриче-
ских объектов и т.п.);
• (58) Наличие структуры ди-
дактических модулей в проек-
тировании учебного материала;
• (59) Обоснованность введения
новых разделов математики

• (55) Фрагменты нали-
чия уровней в представ-
лении динамики ЗУН-
МА;
• (56) Отдельные фраг-
менты интегративных
знаний и их анализ;
• (57) Частич-
ное представле-
ние деятельностно-
результативного компо-
нента;
• (58) Фрагменты
дидактических моду-
лей в проектировании
учебного материала;
• (59) Фрагменты обос-
нования введения но-
вых разделов математи-
ки (в отличие от тради-
ционной)

школьной и вузовской
математики;
• (55) Отсутствие
уровневой динами-
ки в представлении
ЗУНМА;
• (56) Фрагменты
представленности
деятельностно-
результативного
компонента;
• (57) Отсутствие
модульного строения
учебного материала;
• (58) Отсутствие
обоснования введе-
ния новых разделов
математики (в отли-
чие от традиционной)

6. Историко-
методическое
оснащение
учебного ма-
териала (Т 6)

• (61) Наличие систематиче-
ской информации по истории
математики и математическо-
го образования (генезис и пер-
соналии, исторические задачи,
мотивы, условия и движущие
силы, предшествующие появле-
нию математического знания);
• (62) Целостный генетический
анализ ЗУНМА (вариативность
подходов, учебная деятельность
в условиях ограничения, на-
глядное моделирование учеб-
ных ситуаций, взаимопереходы
знаковых систем, структурный
анализ БУЭ);
• (63) Актуализация фаз и ти-
пов ориентировки и исполнения
в проектировании учебного ма-
териала;
• (64) Системность во введе-
нии элементов квазипрофессио-
нальной деятельности;
• (65) Систематический апосте-
риорный анализ методических
аспектов ЗУНМА

• (61) Частичная ин-
формация по истории
математики и матема-
тического образования;
частичный генетиче-
ский анализ ЗУНМА;
• (62) Фрагменты акту-
ализации фаз и типов
ориентировки и испол-
нения в проектировании
учебного материала;
• (63) Фрагменты вве-
дения элементов квази-
профессиональной дея-
тельности;
• (64) Фрагменты апо-
стериорного анализа
методических аспектов
ЗУНМА

• (61) Фрагменты ин-
формации по истории
математики; отдель-
ные фрагменты ге-
нетического анализа
ЗУНМА;
• (62) Единичные ак-
центы на актуализа-
цию фаз и типов ори-
ентировки и исполне-
ния в проектировании
учебного материала;
• (63) Отсутствие
фрагментов введения
элементов квази-
профессиональной
деятельности;
• (64) Отсутствие
или единичное прояв-
ление апостериорного
анализа методи-
ческих аспектов
ЗУНМА

7. Уровни и
глубина освое-
ния школьной
математики
(Т 7)

• (71) Наличие уровней усво-
ения и ступеней абстрагирова-
ния сущности базовых школь-
ных ЗУНМА;

• (71) Фрагменты
уровневости и ступе-
ней абстрагирования
сущности базовых
школьных ЗУНМА;

• (71) Единичные
проявления уров-
невости и ступеней
абстрагирования
сущности базовых
школьных ЗУНМА;
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• (72) Генезис, вариативность
подходов, взаимопереходы зна-
ковых систем в освоении базо-
вых школьных ЗУНМА;
• (73) Структурный анализ
БУЭ школьной математики;
квазиисследовательская дея-
тельность с БУЭ школьной
математики;
• (74) Решение нестандартных
задач, когнитивная визуализа-
ция знаний, поиск новых взаи-
мосвязей;
• (75) Системность в представ-
лении прикладных аспектов ма-
тематического знания, гумани-
тарных аспектов математики

• (72) Фрагменты
или единичные про-
явления генезиса,
вариативности подхо-
дов, взаимопереходов
знаковых систем в осво-
ении базовых школьных
ЗУНМА;
• (73) Элементы струк-
турного анализа БУЭ
школьной математики;
• (74) Фрагменты ква-
зиисследовательской
деятельности с БУЭ
школьной математики;
• (75) Фрагменты
представления при-
кладных аспектов
математического зна-
ния, гуманитарных
аспектов математики

• (72) Единичные
проявления генезиса,
вариативности подхо-
дов, взаимопереходов
знаковых систем в
освоении базовых
школьных ЗУНМА;
• (73) Отсутствие
структурного анали-
за БУЭ школьной
математики;
• (74) Единичные
проявления квази-
исследовательской
деятельности с БУЭ
школьной матема-
тики, прикладных
аспектов математиче-
ского знания

8. Блочно-
модульное
строение
учебного ма-
териала (Т 8)

• (81) Наличие исходного
блока БУЭ, блока историко-
методического оснащения,
блока контроля, блока функци-
онирования и управления;
• (82) Наличие теоретическо-
го, прикладного, гуманитарно-
го, деятельностного блока;
• (83) Целостный дидакти-
ческий модуль как основная
структурная единица проекти-
рования учебного материала;
• (84) Система мотивацион-
ных блоков, структурных блок-
схем, батарей учебных и иссле-
довательских задач

• (81) Фрагменты или
единичные проявления
блочного строения ис-
ходной базы БУЭ, бло-
ка историко-методичес-
кого оснащения, бло-
ка функционирования и
управления;
• (82) Отсутствие
выраженности 1 из
4 блоков теоретиче-
ского, прикладного,
гуманитарного, дея-
тельностного;
• (83) Фрагменты ди-
дактического модуля
как структурной еди-
ницы проектирования
учебного материала;
• (84) Фрагменты моти-
вации, батарей учебных
и исследовательских за-
дач

• (81) Единичные
сведения об исход-
ной базе знаний,
фрагменты историко-
методического осна-
щения, отсутствие
блока функциониро-
вания и управления;
• (82) Отсутствие вы-
раженности 2 из 4 ба-
зовых блоков;
• (83) Фрагменты ди-
дактического модуля
как единичное про-
явление структуриза-
ции учебного матери-
ала;
• (84) Отсутствие ба-
тарей мотивационных
и исследовательских
задач

9. Наличие
блока эври-
стической
деятельности
(Т 9)

• (91) Целостное проектирова-
ние антиципационной деятель-
ности, наличие комплексов эв-
ристических задач;
• (92) Моделирование, процес-
суальная ориентация; сбор дан-
ных, система заданий на пере-
нос знаний, выдвижение и про-
верка гипотез, рефлексия;

• (91) Фрагменты про-
ектирования антиципа-
ционной деятельности,
фрагменты комплексов
эвристических задач,
моделирования, процес-
суальной ориентации;

• (91) Отсутствие
приемов проектиро-
вания антиципацион-
ной деятельности, от-
сутствие комплексов
эвристических задач,
задач на моделирова-
ние, процессуальную
ориентацию;
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• (93) Цепочки задач учебно-
го и научно-исследовательского
характера с целью формирова-
ния приемов научного мышле-
ния;
• (94) Формализация обобщен-
ной глобальной сути математи-
ческих объектов;
• (95) Конструирование на-
глядных моделей различной
знаковой модальности

• (92) Фрагменты зада-
ний на сбор данных, пе-
ренос знаний, выдвиже-
ние и проверку гипотез,
рефлексию;
• (93) Отдельные
фрагменты задач
учебного и научно-
исследовательского
характера с целью
формирования приемов
научного мышления

• (92) Отсутствие
заданий на сбор
данных, перенос зна-
ний, выдвижение и
проверку гипотез,
рефлексию;
• (93) Отсутствие
задач учебного и
научно-учебно-ис-
следовательского
характера с це-
лью формирования
приемов научного
мышления

Целостность проявления критерия характеризуется (по В.А. Ганзену): повторяемостью целого
в его частях, соподчиненностью частей в целом, соразмерностью частей и целого, уравновешен-
ностью частей в целом, единством целого. Все требования (Т1–Т9) и все показатели Пц

ij , Пч
ij , Пс

ij

(i – номер требования, j – номер показателя внутри требования), составляющие компоненты тре-
бований, соответственно равновесны по значимости, и каждый показатель оценивается в 0 или 1
балл в зависимости от его отсутствия или наличия. Самим критериям приписываются весовые
коэффициенты: “целостное проявление” – вес α=1, “частичное проявление” – вес β=0,4, “слабое
проявление” – вес χ=0,2. Тем самым, могут быть определены суммарные средние оценки Σi по
каждому требованию Ti по формуле:

∑

i

α
Πц

i1+Πц
i2+...+Πц

imi

mi
+ β

Πч
i1+Πч

i2+...+Πч
ini

ni
+ χ

Πc
i1+Πc

i2+...+Πc
iki

ki
, (1)

(i=1,2,...,9). Число показателей каждого требования Ti вообще говоря различно в различных
проявлениях Пц

ij , Пч
ij , Пс

ij (i=1,2,...,9, j=1,...,pi, pi= mi, ni, ki) так, что, например, для i=1, m1=4
и показатели Пц

11, Пц
12, Пц

13, Пц
14, n1=3 и показатели Пч

11, Пч
12, Пч

13, k1 =3 и показатели Пс
11, Пс

12,
Пс

13. Так как очевидно, что каждый множитель для весовых коэффициентов в формулах (1) не
превосходит 1, то Σi меняется в пределах от 0,2 до 1 (i=1,2,...,9). Следует отметить, что для
каждого требования содержание критериев по их проявлениям не пересекаются. Например, если
для требования T6 удовлетворяются 4 критерия из 5 по “целостному” проявлению, то оставшийся
один критерий может иметь место для “частичного” проявления так, что формула (1) примет
следующий вид

Σ6 = 1 · 0, 8 + 0, 4 · 0, 25 + 0, 2 · 0 = 0, 925.

Для удобства вычисления и оценки введем вес 10 для суммарного показателя экспертной оценки
Σ так, что Σ рассматривается как сумма оценок Σi (i = 1,2,. . . ,9), умноженная на вес, по формуле

Σ = 10(Σ1 +Σ2 + ...+Σ9). (2)

и изменяется в пределах от 20 до 100 (дело в том, что максимально возможное “слабое” проявление
требования для Σi обеспечивается наличием единиц по всем критериям).

Следующая таблица 1 характеризует качественное распределение итоговой экспертной оценки
(с весом 10) в баллах:

Таблица 1

Σ Свыше
70

70-61 60-25 Менее 25

Оценка Отлично Хорошо Удовлетвори-
тельно

Неудовлетвори-
тельно
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Экспертная оценка является итоговой характеристикой на основе разработанных критериев
требований к учебной литературе нового поколения по математике для педагогических вузов.

Таким образом, основным средством оценочной деятельности эксперта является следующая
таблица.

Таблица 2

Кр Критерии проявления
Σi

Т Целостное Частичное Слабое

Т1

1 2 3 4

Σ11 2 3

1 2 3

Т2

1

Σ21

1

Т3

1 2 3 4

Σ31 2 3 4

1 2 3 4

Т4

1 2 3

Σ41 2 3

1 2

Т5

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Σ51 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8

Т6

1 2 3 4 5

Σ61 2 3 4

1 2 3 4

Т7

1 2 3 4 5

Σ71 2 3 4 5

1 2 3 4

Т8

1 2 3 4

Σ81 2 3 4

1 2 3 4

Т9

1 2 3 4 5

Σ91 2 3

1 2 3

По каждому требованию Тi в таблице 2 при экспертной оценке учебной литературы отмечают-
ся (жирным шрифтом) адекватные экспертной оценке показатели Пц, Пч, Пс по всем проявлениям
критериев (i =1, 2,..., 9).

Далее определяются суммарные оценки Σi требований Ti (i=1,2,...,9) и итоговая экспертная
оценка Σ с весом 10.

Пример. Рассмотрим экспертную оценку учебного пособия для педагогических вузов Л.Я. Ку-
ликова “Алгебра и теория чисел”. Данное учебное пособие правомерно рассматривать с совре-
менных позиций, т.к. в предисловии к нему сказано: “. . . Главная цель этого курса – изучение
основных алгебраических систем и воспитание алгебраической культуры, необходимой будущему
учителю для глубокого понимания целей и задач как основного школьного курса математики,
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так и школьных факультативных курсов. Предлагаемое учебное пособие написано в соответствии
с новыми программами. . . ”1.

Экспертный анализ учебного пособия Л.Я. Куликова по предлагаемой методике приводит к
следующей таблице:

Таблица 3

Кр Критерии проявления
Σi

Т Целостное Частичное Слабое

Т1

1 2 3 4

Σ11 2 3

1 2 3

Т2

1

Σ21

1

Т3

1 2 3 4

Σ31 2 3 4

1 2 3 4

Т4

1 2 3

Σ41 2 3

1 2

Т5

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Σ51 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8

Т6

1 2 3 4 5

Σ61 2 3 4

1 2 3 4

Т7

1 2 3 4 5

Σ71 2 3 4 5

1 2 3 4

Т8

1 2 3 4

Σ81 2 3 4

1 2 3 4

Т9

1 2 3 4 5

Σ91 2 3

1 2 3

Используя выведенные формулы, получим данные электронных таблиц Excel:
Σ1 = 0, 33, Σ2=0,4, Σ3=0,25, Σ4=0,2, Σ5=0,6, Σ6=0,25, Σ7=0,2, Σ8 =0,2, Σ9=0,33 или, вы-

числяя итоговую экспертную оценку, находим Σ=27, что соответствует удовлетворительной экс-
пертной оценке (таблица 1).

Данное учебное пособие было проанализировано в соответствии с разработанными критерия-
ми еще двумя экспертами и были получены следующие оценки: 2-й эксперт – 31 балл, 3-й эксперт
– 33 балла, что соответствует удовлетворительной экспертной оценке при сильной корреляции
экспертных оценок. Всеми экспертами отмечается излишняя формализация учебного материа-

1Куликов Л.Я. Алгебра и теория чисел. М.: Высшая школа, 1979. 559 с. C. 3
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ла, отсутствие профессионально-направленных дидактических схем, процедур и модулей, слабое
обеспечение взаимопереходов знаковых систем, почти полное отсутствие визуализации матема-
тических объектов и обеспечения гуманитарной составляющей математической деятельности.
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Формирование фонда оценочных средств в процессе обучения математике

Е.Н. Трофимец, В.Я. Трофимец

В настоящей статье рассматривается вопрос о формировании фонда оценочных средств по ма-
тематике для студентов-экономистов, позволяющий оценивать знания, умения и уровень приоб-
ретенных компетенций в соответствии с требованиями федеральных государственных образова-
тельных стандартов третьего поколения.

Переход на двухуровневую систему обучения (бакалавр-магистр) изменил структуру обуче-
ния, потребовал перехода в учебных планах от часов к зачетным единицам, выделения компе-
тенций, соответствующих требованиям к выпускникам высшей школы, необходимость формиро-
вания модели выпускников на базе компетенций.

В соответствии с требованиями федеральных государственных образовательных стандартов
третьего поколения, вуз обязан использовать компетентностный подход при подготовке бакалав-
ров, специалистов и магистров, реализация которого "должна предусматривать широкое исполь-
зование в учебном процессе активных и интерактивных форм проведения занятий (компьютер-
ных симуляций, деловых и ролевых игр, разбора конкретных ситуаций, психологических и иных
тренингов) в сочетании с внеаудиторной работой с целью формирования и развития профессио-
нальных навыков обучающихся".

Оценка качества освоения основной образовательной программы (ООП) "должна включать
текущий контроль успеваемости, промежуточную аттестацию обучающихся и итоговую государ-
ственную аттестацию выпускников. Конкретные формы и процедуры текущего и промежуточно-
го контроля знаний по каждой дисциплине разрабатываются вузом самостоятельно и доводятся
до сведения обучающихся в течение первого месяца обучения по соответствующей дисциплине.

Для аттестации обучающихся на соответствие их персональных достижений поэтапным тре-
бованиям соответствующей ООП (текущий контроль успеваемости и промежуточная аттестация)
создаются фонды оценочных средств (ФОС), включающие типовые задания, контрольные рабо-
ты, тесты и методы контроля, позволяющие оценить знания, умения и уровень приобретенных
компетенций. Фонды оценочных средств разрабатываются и утверждаются вузом.

Вузом должны быть созданы условия для максимального приближения программ текуще-
го контроля успеваемости и промежуточной аттестации обучающихся к условиям их будущей
профессиональной деятельности – для чего, кроме преподавателей конкретной дисциплины, в
качестве внешних экспертов должны активно привлекаться работодатели, преподаватели, чита-
ющие смежные дисциплины".
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Работодателям необходима компетентность как своего рода соединение навыков, свойствен-
ных каждому индивиду, в котором сочетаются квалификация с социальным поведением, спо-
собностью работать в группе, инициативностью, умением принимать решения и отвечать за их
последствия [1, 2].

Ссылаясь на Концепцию модернизации российского образования [3], отметим, что основная
цель профессионального образования – подготовка квалифицированного работника. Работника,
конкурентного на рынке труда, компетентного, ответственного, свободно владеющего своей про-
фессией и ориентированного в смежных областях деятельности, способного к эффективной рабо-
те по специальности на уровне мировых стандартов, готового к постоянному, профессиональному
росту, социальной и профессиональной мобильности.

Предложения и концепции модернизации российского образования были учтены в концепции
непрерывного образования на 2004-2010 годы. Под непрерывным образованием понимается систе-
матическая и целенаправленная деятельность обучаемых как в любых видах учебных занятий,
так и путем самообразования.

В основу целевой установки непрерывного образования должен быть заложен “компетент-
ностный подход”.

Непрерывное образование должно фокусироваться на обучении, на формировании компе-
тентностных характеристик. Обучение должно быть инновационным и проблемно-ориентиро-
ванным. Передача преподавателями знаний студентам не являются их единственной задачей,
гораздо важнее они должны передавать студентам свое желание и способность обучаться, фор-
мировать креативное поведение в нестандартных ситуациях. Образовательная система должна
сохранять индивидуальность студента, предоставлять им возможность научиться, как учиться
более эффективно, стимулировать их желание учиться тому, что нужно для удовлетворения их
потребностей.

В ФГОС ВПО по направлению подготовки 080100 Экономика (квалификация (степень) “ба-
калавр”) математические дисциплины, такие как “Линейная алгебра”, “Математический анализ”,
“Теория вероятностей и математическая статистика”, “Методы оптимальных решений”, являются
дисциплинами базовой части математического и естественно-научного цикла, которые участвуют
в формировании следующих компетенций:

– способен выбрать инструментальные средства для обработки экономических данных в со-
ответствии с поставленной задачей, проанализировать результаты расчетов и обосновать полу-
ченные выводы (ПК-5);

– способен на основе описания экономических процессов и явлений строить стандартные тео-
ретические и эконометрические модели, анализировать и содержательно интерпретировать по-
лученные результаты (ПК-6).

Для оценки качества освоения ООП студентами в Ярославском государственном техническом
университете (ЯГТУ) созданы структурные матрицы оценочных средств по каждой дисциплине,
включающие типовые задания, контрольные работы, тесты и т.д., позволяющие оценить знания,
умения и приобретенные компетенции [4].

Структурная матрица оценочных средств по дисциплине “Линейная алгебра” по направлению
подготовки 080100 Экономика представлена в таблице ниже.

Фокус внимания в структурной матрице оценочных средств сместим на инновационные тех-
нологии.

Дидактическая эффективность ряда учебных дисциплин математического цикла может быть
повышена путем внедрения в образовательный процесс инновационных методов обучения, отлич-
ных от традиционных форм обучения, которые, в основном, направлены на механическое запоми-
нание информации. Традиционные формы обучения должны дополняться новыми инновацион-
ными технологиями, разработанными в соответствии с интерактивными формами обучения, что
позволит повысить качественный уровень подготовки студентов, поддерживая и направляя их
интеллектуальный потенциал. Одной из таких технологий является технология компьютерного
моделирования, которая позволяет органично синтезировать знания по экономике, математике,
информационным технологиям и обладает значительным дидактическим потенциалом в форми-
ровании информационно-аналитической компетентности студентов-экономистов.
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Виды, формы и методы контроля
Шифр компетенции по ФГОС
ПК-5 ПК-6

1. Текущий контроль по дисциплине

Устный опрос, собеседование + +
Коллоквиум
Письменная контрольная работа +
Тестирование +
Защита лабораторных работ
Работа на практических занятиях, семинарах + +
Выполнение домашних заданий + +
2. Промежуточный (рубежный) контроль

Зачет + +
Экзамен
Зачет по практике
Курсовая работа (защита)
Курсовой проект (защита)
Защита расчетно-графической работы +
Тестирование
Зачет по НИРС
Реферат, эссе
Инновационные технологии +
3. Итоговый контроль

Компетентностно-ориентированные задания + +
On-line тестирование +
Модульно-рейтинговая система + +
Портфолио (оценка собственных достижений)
Кейс-метод

Инновационное мышление – умение анализировать любые проблемы, устанавливать систем-
ные связи, в том числе междисциплинарные, выявлять противоречия, находить рациональные
решения в быстроизменяющейся обстановке, реализовывать их во вновь созданной сети людей,
идей и объектов, осуществлять успешное продвижение инноваций в условиях рыночных отноше-
ний.

В результате инновационного обучения студент должен приобрести:

• опыт познавательной деятельности, фиксированной в форме её результатов-знаний;

• опыт осуществления известных способов деятельности – в форме умений действовать по
образцу;

• опыт творческой деятельности – в форме умений принимать нестандартные решения в
проблемных ситуациях;

• опыт осуществления эмоционально-ценностных отношений в форме личностных ориента-
ций.

Все эти действия инновационного образования должны развивать студента на уровне лично-
сти, усиливая его профессиональную подготовленность в нестандартных проблемных ситуациях,
креативность и умение самостоятельно мыслить и самообразовываться.

Контроль над формированием творческих способностей предполагает, что банк контролиру-
ющих материалов содержит вопросы, задания, тесты, позволяющие оценить:

• противоречия и проблемы в заданном объекте исследования;

• предполагаемые пути разрешения проблемы в исследуемом объекте;

• правильность выбора рациональных решений, минимизирующих исходную проблему;
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• умение проводить анализ, демонстрирующий снятие проблемной ситуации.

Контроль над развитием познавательных способностей должен осуществляться через оценки
следующих их видов [5]:

• перенос усвоенного материала на новый материал;
• установление причинно-следственных связей между модулями дисциплины и их разделами;
• обнаружение скрытых зависимостей и связей;
• умение делать правильные выводы из исходной информации;
• определение исходной информации, необходимой для постановки задачи;
• анализ ситуаций, возникающих после заданных изменений в объекте исследования;
• умение предвидеть последствия различных действий;
• умение обосновывать предпринимаемые изменения и т.д..

Инновационные методы контроля должны присутствовать в ФОС, т.к. основаны на исполь-
зовании деятельностного подхода и направлены на воспитание творческой активности и иници-
ативы студентов.
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О реформировании математики в начале XX века в контексте логики развития
математического знания

Г.А. Зверкина

Хорошо известно, что развитие научного знания – неоднородный процесс. История каждой мо-
жет быть представлена в виде последовательных стадий её развития. В начале каждой такой
стадии происходит длительный период накопления информации, благодаря чему формируется
новая парадигму научного знания1, и затем происходит “научная революция” (или изменение
действующей парадигмы). То есть фундаментальные понятия науки и ее методов реформиру-
ются и иногда значительно изменяются, и развитие науки резко ускоряется: начинается новая
стадия накопления научного знания – см. [1]. Несмотря на то, что, согласно К. Пропперу [2], вве-
дённое Т. Куном понятие парадигмы не может быть применено к некоторым областям знания,
история математического знания хорошо показывает последовательность изменений парадигм.
На каждом этапе развития научного знания парадигма обеспечивает непрерывность развития
науки и научного творческого потенциала. В истории математики мы можем видеть ряд после-
довательных этапов развития, каждый из которых был основан на определенной математиче-
ской технологии и идеологии; эта математическая технология и идеология являлись результатом

1Парадигма – это совокупность фундаментальных научных установок, представлений и терминов, при-
нимаемая и разделяемая научным сообществом, объединяющая большинство его членов
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деятельности математиков на предыдущем этапе развития математического знания. Как уже
сообщалось [7], изменение терминологии и технологии математического исследования, а также
идеологии математики происходили, в основном, естественным путем; изменение парадигмы ма-
тематики соответствовало изменению тех (в основном, практических) задач, которые решались
математиками, и изменением средств и методов решения этих задач.

Но научная революция в математике конца XIX – начале XX в имела одну важную особен-
ность. Эта революция в представлениях о математике, о её структуре и методах развития произо-
шла не постепенно, как логическое последствие предыдущего этапа развития науки. Эта научная
революция была результатом желания и усилий небольшой группы известных математиков.

Цель настоящей статьи – обсуждение отличия этой научной революции в математике от
предыдущих изменений парадигм математики, анализ причин значительных изменений в идео-
логии математического исследования в контексте истории математики и математического обра-
зования, а также анализ последствий нового взгляда на цели и направления развития нашей
науки, сформировавшегося в конце XIX – начале XX вв.

Прежде всего, заметим, что в истории математики уже был эпизод внешнего влияние на раз-
витие и идеологию этой науки. Речь идёт об античной математике, которая примерно с V в. до
н.э. стала, с одной стороны, “модной” среди аристократов, а, с другой стороны, была признана
средством обучения логическим рассуждениям. Несмотря на то, что собственно глубоких мате-
матических познаний школы риторики и философии не давали, они создали традицию, затормо-
зившую естественный ход развития математики от геометрических методов к арифметическим.
Более того, само изложение математических фактов в это время стало доказательным: конструк-
тивный подход к изложению методов решения математических задач был дополнен логическим
обоснованием истинности применяемых математических фактов. Простые и понятные объясне-
ния математических фактов заменялись на строгие логические рассуждения1. Длительное время
в Древней Греции было принято искать противоречия (или контрпримеры) к любым (логиче-
ским) высказываниям. Это привело “ссылочному” стилю греческой науки вообще и математики
в частности и к использованию начального математического знания при обучении риторике в
многочисленных философских школах: формулировка обсуждаемых или доказываемых положе-
ний на базе математических задач была намного проще, чем обсуждение бытовых и юридических
ситуаций, традиционных для школ софистов.

Такое использование математики элитой греческого общества законсервировало состояние
(официальной) математики на несколько столетий. Занятия геометрией стали “модными”, о чём
свидетельствуют многие античные источники. В то же время чрезвычайно скудное количество
данных позволяет говорить о том, что, по крайней мере, некоторых учеников обучали искусству
вычислений. Но “общепринятое” в высшем обществе древнегреческих полисов мнение о том, что
математика есть искусство рассуждения о геометрических объектах, выводило умение вычислять
за рамки “классического” образования горожан. Лишь ремесленники использовали (и. несомнен-
но, старались упростить) вычисления. Однако давлением “общественного мнения” возможность
перехода к более удобным обозначениям в вычислениях была закрыта. После того, как Платон
(424/423 гг. до н.э – 348/347 гг. до н.э) объявил математику (геометрию) одним из средств обу-
чения философии, любые модификации в структуре и методах официальной математики стали
невозможными2.

1Лаконизм многих античных математических рассуждений, возможно, связан с недостатком материа-
лов для письма.

2Отметим здесь, что потребности развития технологий, тем не менее, требовали развития новых мате-
матических методов решения новых прикладных задач, и такая работа, несомненно, производилась. Но
сведений о подобных исследованиях, кроме сочинений Архимеда и энциклопедического собрания Герона
Александрийского, до нашего времени практически не сохранилось. Это даёт основание многим исследо-
вателям истории математики говорить о том, что уже в древней Греции математика была оторвана от
практики и была “чисто теоретической” наукой.
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Итак, в Древней Греции внешнее влияние существенно изменило естественный ход разви-
тия математики; греческая математика стала дедуктивной наукой, и это было последствием

внешнего влияния1.
Подобное вмешательство в развитие математики повторилось в конце XIX-го – начале XX-го

века. Именно в это время структура и идеология математики были преобразованы не вследствие
естественного хода развития науки, а в связи с “внешним” идеологическим воздействием.

Для того чтобы понять, почему группа выдающихся математиков начала столь масштабное
преобразование этой науки, сначала исследуем структуру математического сообщества в его раз-
витии.

О структуре математического сообщества. Нам неизвестны имена тех, кто начал созда-
вать математическое знание. Первый известный автор математического текста – писец Ахмес (ок.
1650 г. до н.э). Мы не знаем, был ли Ахмес создателем своего текста, но несомненно он понимал
содержание написанного; возможно, он применял математические знания в практических целях,
или в преподавательской практике. О науке того времени известно лишь то, что она развивалась
и сохранялась в специальных научных учреждениях при храмах.

Что же касается математического сообщества, то наиболее ранняя информация – это сведения
о древнегреческих авторах математических текстов и об обучении математике в древней Греции.
Здесь мы видим математиков различных групп. Во-первых, это – учителя математики: вероятно,
это была самая многочисленная группа математиков (весьма вероятно, Евклид (ок. 300 г. до н.э)
и Диофант Александрийский (III в. н.э.) были учителями – в любом случае, они авторы учеб-
ных пособий; имел учеников и Евдокс (410/408 гг. до н.э – 355/347 гг. до н.э)). Во-вторых, это
математики-практики – ученые, решавшие важные прикладные задачи с помощью математиче-
ских методов. К ним можно отнести Эратосфена (276 г. до н.э – 195 г. до н.э), Евдокса (ок. 408 г.
до н. э. – ок. 355 г. до н. э.), Архимеда (? – 212 г. до н.э), и других. Здесь деление математиков
древности на группы весьма условное: многие из них занимались и преподаванием, и примене-
нием математики в решении различных задач практики. Однако в математическом сообществе
древней Греции была также группа людей, которые немного знали математику, интересовались
математикой, писали и говорили о математике, и, возможно, решали некоторые интересующие
их математические задачи. Последнюю группу можно назвать “любители математики”. Наиболее
известные древнегреческие любители математики – это Платон (424/423 гг. до н.э – 348/347 гг.
до н.э) и Аристотель (384 г. до н.э – 322 г. до н.э). Они оба использовали математические факты
в своей научной и педагогической работе. Аристотель иллюстрировал своё учение о логических
рассуждениях математическими фактами, а Платон, как известно, требовал от учеников зна-
ния геометрии, он использовал математические рассуждения в философских диалогах, и даже,
согласно Евтокию (ок. 480 г. – ок. 540 г.), Платон изобрел инструмент для решения задачи об
удвоении куба [3].

Итак, математическое сообщество Древней Греции состояло из трех основных групп ученых.
Это были учителя математики, математики-практики и любители математики. Интересно, что
такая структура математического сообщества сохранялась в течение многих столетий. Однако,
судя по всему, взаимодействие между этими группами практически отсутствовало. Долгое время
эти три группы математиков почти не пересекались. Некоторые математики-учителя занимались
теоретическими исследованиями (обычно эти исследования были направлены на развитие тех-
ники обучения, но иногда математики-учителя решали и прикладные математические задачи).
Некоторые математики-практики обучали учеников. Некоторые любители математики решали
прикладные задачи, но чаще всего любители математики интересовались т.н. “занимательными”

1Со временем аксиоматико-дедуктивная традиция уступила место естественному ходу развития ма-
тематического знания, ориентированного на решение конкретных прикладных задач и в основе своей
конструктивного. Но по ряду причин, которые мы здесь не будем обсуждать, традиция доказательного
изложения новых математических фактов сохранилась в европейской математике.
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математическими задачами и теорией чисел. Новые методы решения таких математических го-
ловоломок иногда давали некоторые новые методы и открытия в технологии математического
исследования. Так, “любительская” математика Ренессанса оказала большое влияние на дальней-
шее развитие математики и создание “абстрактных” математических теорий.

“Любительская” математика развивалась на фоне изоляции математического образования от
практики. В эпоху Ренессанса стремление восстановить античные традиции сделало школьную
математику оторванной от практики: школьники изучали геометрию Евклида, не понимая, что
это был инструмент для решения практических задач. Действительно, к этому времени техника
вычислений, основанная на позиционности системы нумерации, оставляла для геометрии лишь
незначительное количество практических задач, в основном в деятельности каменщиков, архитек-
торов, ювелиров и т.д. Гильдии каменщиков и ювелиров организовывали своего рода “соревнова-
ния” по наиболее эффективному и точному применению геометрических методов для выявления
наилучших специалистов в своей среде. Параллельно с этим философы и ораторы проводили со-
ревнования (дебаты) для определения наиболее квалифицированных ораторов. Вероятно, эти два
направления общественной жизни дали начало математическим дебатам, где соперники решали
задачи, предложенные друг другу. Часто у этих задач не было никакой практической основы: они
придумывались специально для демонстрации некоторых новых математических методов. Таким
образом, многие “абстрактные” математические задачи были созданы в ходе математических со-
ревнований. Кроме того, школьные учителя нуждались в сборниках задач для тренировки и
проверки знаний учеников – и это также вело к созданию множества “абстрактных” задач. Итак,
Ренессанс дал много новых формулировок математических задач, и это были задачи, у которых
нет видимой связи с практикой; для решения таких задач было создано много новых алгебраиче-
ских методов и понятий. Настало время широкого распространения любительской математики:
многие дворяне и обеспеченные люди интересовались решением математических задач; это было
и развлечение и способ выделиться среди окружающих.

Активная деятельность любителей математики развивалась в конце средневековья и в начале
эпохи Возрождения. Фактически это была работа в области “чистой” математики. Вообще гово-
ря, “чистая” математика произошла как результат влияния на арабоязычную науку греческой
математики, которая, как мы уже видели, была заторможена на этапе развития геометрической
алгебры в связи с внешним влиянием. Как известно, европейские ученые вновь познакомились
с греческой наукой в основном из арабских источников. А арабские комментарии к древнегрече-
ским сочинениям представляли греческую математику как идеалистическое абстрактное знание.

В то же время европейские математики-практики решали многочисленные практические про-
блемы (например, измерения объёмов различных геометрических тел, исследование вопросов
баллистики и фортификации, астрономии и т.п.), а любители математики продолжили разви-
тие “чистой” науки, основы которой были заложены в странах Востока. Зпмаетим, что иногда
любители математики становились профессиональными математиками – исследователями или
учителями.

Математики-любители. Чтобы оценить вклад в “чистую” науку любителей математики,
обсудим достижения некоторых выдающихся любителей математики. Кого мы называем “лю-
бителем математики” в рамках данной статьи? Любитель математики – это человек, у которо-
го нет специального математического образования; он не является математиком-практиком или
учителем математики, но при этом он интересуется математикой и решает некоторые (обычно
абстрактные) математические задачи. То есть любители математики – это исследователи, кото-
рые не получают заработную плату за свои математические исследований. При этом некоторые
любители математики общались (обычно посредством переписки) с такими же любителями или
профессиональными математиками. Надо отметить, что до XIX в. многие математики-любители
имели достаточно высокую по тем временам квалификацию и получали интересные результаты
в “чистой” математике.
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Вот небольшой перечень выдающихся математиков-любителей.
Баше де Мезириак (Claude Gaspard Bachet de Méziriac, 1581-1638), французский математик-

любитель, был поэтом, лингвистом и переводчиком. Он не был профессиональным математиком;
его математическое образование было стандартным для дворян XVI-XVII вв., когда дети изуча-
ли математику по адаптированным текстам Евклида. Соответственно, обучение математике не
было связано с её практическими приложениями. Баше написал книгу о занимательных арифме-
тических задачах, и также издал “Арифметику” Диофанта, у него были собственные интересные
результаты в теории чисел (большинство математиков-любителей занимались теорией чисел).

“Арифметика” Диофанта, изданная Баше, стала основой для исследований адвоката П. Фер-
ма (Pierre de Fermat, 1601 или 1607/8-1665) в теории чисел. Также этот математик-любитель,
королевский советник парламента (другими словами, член высшего суда) в Тулузе, интересо-
вался новым объектом математических исследований – алгебраическими кривыми и алгебраи-
ческими методами в геометрии. Ферма не писал научные статьи, и не издавал математических
книг: его достижения известны нам благодаря его переписке с другими великими математиками-
любителями – Р. Декартом (René Descartes, 1596-1650) и священником, координатором науки
М.Мерсенном (Marin Mersenne, 1588-1648), а также с архитектором, инженером и математиком-
любителем Ж. Дезаргом (Girard Desargues, 1591-1661) и ученым, академиком Ж. Робервалем
(Gilles Personne de Roberval, 1602-1675).

Теория чисел представлялась тогда исключительно теоретическим знанием, исследование
свойств целого числа казалось игрой для ума (хотя в древнее время теория чисел была при-
кладной областью знания – как в смысле вопросов арифметических, так и как часть сакральных
представлений суеверного человека древности). Математики-практики мало интересовались тео-
рией чисел, поэтому все основные результаты теории чисел были обнаружены именно любителями
математики.

В это время многим математикам были известны сочинения другого великого математика-
любителя, юриста и государственного служащего Ф.Виета (François Viète, 1540-1603. Мы называ-
ем Ф. Виета любителем, поскольку он занимался математикой вне какой-либо образовательной
или научной организации. Он не решал практических прикладных задач. Он занимался решением
математических задач в свободное время, и смог издать свои математические труды лишь бла-
годаря личному богатству. Виет исследовал методы решения алгебраических задач, которые не
были связаны с практическими приложениями. Алгебраическая символика, созданная им, упро-
стила формулировку и решение многих алгебраических и геометрических задач. Благодаря этой
новой математической технологии стали возможны исследования Декарта его последователей.

Философия, психология и физиология были главными областями интересов Р. Декарта, но для
иллюстрации своей теории познания он предложил новый способ представления геометрических
фактов с помощью алгебраических формул. Он использовал математику лишь как средство для
иллюстрации своих философских и психологических концепций. Однако его книга “Геометрия”
(“La Géométrie”) стала основой дальнейшего развития математики как математики переменных
величин. Эта книга была иллюстрацией развитой Декартом теории познания, как приложение к
сочинению “Рассуждение о методе, позволяющем направлять свой разум и отыскивать истину в
науках” (“Discours de la méthode pour bien conduire sa raison, et chercher la verité dans les sciences”,
1637).

Дальнейшее развитие математики, её усложнение, появление новых направлений математи-
ческого знания, на изучение которых необходимо было потратить значительное время, сделало
невозможным появление выдающихся математических результатов у математиков-любителей.
Это новое развитие математики опиралось, в основном, на достижениях двух великих матема-
тиков – профессора теологии И. Ньютона (Isaac Newton, 1642-1727) и адвоката и политического
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деятеля Г. Лейбница (Gottfried Wilhelm von Leibniz, 1646-1716). Эти ученые также могут быть
признаны любителями в начальной стадии своих исследований1.

Итак, в течение длительного времени именно математики-любители были основной группой
ученых, развивающих абстрактную математику.

Математики-практики. Математики-практики в Европе эпохи Возрождения и позже ре-
шали множество практических задач, связанных с военным делом, торговлей, строительством,
конструированием, экономикой, навигацией и астрономией, связанной с навигацией, развитием
индустриального производства и т.д. Естественно, важная часть их исследований – это совершен-
ствованием методов вычислений, но также они обращали некоторое внимание и на абстрактную
часть математического знания – в основном, это была теория чисел.

Развитие новых областей математики было тесно связано с практическими приложениями.
Фортификация и строительство, создание новых механизмов и др. привели к созданию начерта-
тельной геометрии. Исследования по навигации требовали развития новых численных методов
для создания многочисленных навигационных таблиц и руководств по навигации. Связанные с
этим астрономические исследования привели к созданию и развитию небесной механики. Небес-
ная механика и исследования по баллистике потребовали развития теории дифференциальных
уравнений в частных производных. Вопросы надежности зданий привели к созданию строитель-
ной механики и науки о сопротивлении материалов. Многочисленные задачи механики и астро-
номии привели к введению понятия вектора, и использование векторов в решении таких задач
привело к созданию линейной алгебры и аналитическому развитию геометрии. Различные ме-
ханизмы, используемые в производстве, требовали исследования алгебраических функций. Эко-
номическое планирование развитых стран и развитие демографии, связанной с этим, привели к
созданию многих статистических методов. Кроме того, математики XVII-XVIII вв. решали про-
блемы, связанные с приближёнными вычислениями величин, которые не могли быть вычислены
точно. Такие задачи привели к широкому использованию теории рядов, бесконечных произведе-
ний и цепных дробей. Таким образом, в XVIII в. математика состояла из множества различных
областей и направлений, и множество новых существенно различавшихся между собой методов
математического исследования в разных областях математики.

Сами же математики-практики фактически были решателями задач, создававшими новые
методы решения этих задач по мере появления потребностей практики. Вплоть до XIX в. мате-
матики не интересовались вопросом существования решения2 той или иной задачи: происхож-

1Заканчивая перечень великих математиков-любителей, хотелось бы вспомнить о двух, вероятно, по-
следних великих любителях математики. Это – российский священник Иван Михеевич Первушин (1827-
1900) и индийский клерк С. Рамануджан (Srоnivвsa Rвmвnujan Iyengar, 1887-1920). У них обоих не было
хорошего математического образования. Первушин учился в начальной школе в родной деревне, затем
обучался в семинарии и стал священником. Ему нравилось “играть” с числами, и он самостоятельно об-
наружил простые числа. Много лет он искал самое большое простое число (что характеризует качество
его математического образования) и создал огромные таблицы простых чисел, благодаря чему обнару-
жил интересные факты о простых числах. За эти достижения Первушин стал членом-корреспондентом
Петербургской, Неаполитанской и Парижской академий наук.

Рамануджан, получив базовое школьное образование, полюбил “игру” в формулы: обнаружив возмож-
ность получения новых формул с помощью преобразования уже известных, и он нашёл большое количе-
ство чрезвычайно сложных и неочевидных формул. Подобные формулы (вычисление различных величин
с помощью цепных дробей, рядов и бесконечных произведений) были необходимы, когда исследователи
не имели хорошей вычислительной техники. А ныне формулы Рамануджана – это “чистое”, абстрактное
знание. Попытки исследовать, а также развить эти результаты интересны для создания новых методов
получения эффективных математических формул.

2Вопрос о существовании и единственности решения, например, дифференциального уравнения, воз-
никает только в математике первой половины XIX в.; это было обусловлено усложнением решавшихся
задач в связи с их произвольными обобщениями и расширениями.
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дение этой задачи из физики, астрономии или механики давало основания предполагать, что
решение заведомо существует. Например, Д. Гильберт (David Hilbert. 1862-1943) был уверен, что
в вариационном исчислении все решения естественно сформулированных задач заведомо будут
аналитическими [5, c. 16].

Преподаватели 

(в основном 

школьные 

учителя) 

Практики 

Любители 

Структура европейского математического сообщества от 

эпохи Возрождения до XVIII века 

Довольно большая часть математиков-практиков занималась преподаванием; в европейских
университетах каждый профессор должен был вести научную работу, и для относительно неболь-
шого количества этих учёных находилось достаточное число важных в практических приложе-
ниях задач. Все профессора университетов занимались научными исследованиями. Однако лишь
некоторые преподаватели (учителя) средних учебных заведений занимались научными исследо-
ваниями, чаще всего это была работа по усовершенствованию и созданию учебных пособий, в
т.ч. задачников, что сближает учителей и математиков-любителей в занятиях “чистой” и “зани-
мательной” математикой.

Конец XVIII – XIX вв. Начальная стадия будущей революции в математике. Раз-
росшееся дерево математики стало уже столь огромным, что никто из учёных не мог охватить
все области и понятия этой науки; время универсальных математиков закончилось.

Решение уже известных задач, но с более широкими условиями, с учётом ранее не учиты-
вавшихся параметров, или же решение новых, всё более сложных задач практики приводило к
новым, неожиданным и непривычным для “классической” математики решениям и фактам.

Задачи теории вероятностей и решения некоторых дифференциальных уравнений приводили
к появлению новых, важных на практике, но не встречавшихся ранее функций (например, функ-
ция Лапласа). Кроме того, неожиданно обнаружилось, что в некоторых областях математики
“не работают” привычные представления о функциях и операциях над ними: так, например, был
найден ряд из непрерывных функций, сходящийся к разрывной функции. Снова возник вопрос:
что такое функция? Как хорошо известно, первоначально в качестве функций рассматривали
многочлены и алгебраические функции, затем к ним добавились тригонометрические и показа-
тельные функции, а также обратные к ним. Параллельно с этим функции представлялись как
степенные ряды. Однако потребности математики потребовали более общего понятия функции,
и Л.Эйлер (Leonhard Euler, 1707-1783) во “Введении в анализ бесконечно малых” (“Introductio in
analysin infinitorum”, 1748) предложил новое определение функции: “Функция переменного коли-
чества есть аналитическое выражение, составленное каким-либо образом из этого количества
и чисел или постоянных количеств”. Но это определение не позволяло описать всё разнообразие
функций, с которыми столкнулись математики, такие “элементарные” функции были недостаточ-
ны для описания решений некоторых практических задач, и потому Эйлер использовал и другое,
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более общее определение: “когда некоторые количества зависят от других таким образом, что
при изменении последних и сами они подвергаются изменению, то первые называются функ-
циями вторых”. У этого определения чрезвычайно широкий характер; оно охватывает способы
зависимости одной величины от другой. Постепенное обобщение понятия функции привело появ-
лению новых определений, которые были даны Н.И. Лобачевским (1792-1856) в 1834 г. и П. Ди-
рихле (Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859) в 1837 г.; Б. Больцано (Bernhard Placidus
Johann Nepomuk Bolzano, 1781-1848) также участвовал в формировании понятия функции. Это
понятие совпадает с современной концепцией о функции как о произвольной зависимости значе-
ния функции от переменной величины.

Обобщение понятия функции направило интерес математиков на поиск обобщений других
математических понятий. Многие давно известные задачи и методы заново формулировались
в новых терминах, эта терминология расширила понятие пространства, числа, алгебраических
операций и т.д.

Одновременно с изменением ряда основных понятий в математике происходили и существен-
ные изменения в структуре математического сообщества. Как уже было отмечено, к XVIII в. ма-
тематическое сообщество состояло из математиков-практиков, учителей (преподавателей средней
и высшей школы) и любителей. Но теперь появилась новая группа математиков: теоретики.

Это случилось в конце XVIII – начале XIX вв. В это время в Европе происходило бурное разви-
тие индустриального производства. Промышленности требовалось большое количество квалифи-
цированных работников – технологов, инженеров, проектировщиков и др. Поэтому было создано
много средних и высших технических учебных заведений. Для этих образовательных учрежде-
ний требовались преподаватели, и университеты Европы подготовили их. Это были профессора
математики, у которых было единственное занятие: обучение. Однако каждый профессор дол-
жен был вести научную работу. Если раньше для довольно немногочисленной университетской
профессуры вполне хватало ставившихся человеческой практикой задач, то теперь такого рода
задач для всех преподавателей высших технических учебных заведений просто не хватало. В
XIX в. много выдающихся профессоров математики стали ведущими теоретиками. Фактически
теперь многие профессиональные математики (профессора) решали “любительские” задачи. В
основном, это были задачи из теории чисел, и алгебры.

Преподаватели  

Практики 

Любители 

Структура европейского математического сообщества к 

концу XIX века 

Теоретики 

Исследования же математиков-практиков часто были связаны с реальными задачами про-
мышленности, экономики и др., и эти математики создавали новые методы или понятия для
решения такого рода задач. Количество новых методов и понятий стало необозримым, поэтому
потребовалось упорядочивание и классификация этой информации по следующим двум основ-
ным причинам:
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1. Успешно сформулированные понятия и удобные обозначения упрощают дальнейшие иссле-
дования;

2. Адаптация математических понятий и результатов для студентов высшей школы (в основ-
ном, технических учебных заведений) – это была первичная и главная цель.

Последняя проблема была решена профессорами-математиками (теоретиками) XIX в. Несо-
мненно, проблемы, возникшие при создании математического анализа, могли быть решены и
математиками-практиками (так же, как это имело место в предыдущие периоды развития ма-
тематики); мы видим работу в этом направлении в трудах, например, О. Коши (Augustin Louis
Cauchy, 1789-1857). Отметим, что Коши ввёл ряд критериев строгости для доказательств в ма-
тематическом анализе, но он только начал разработку многих важных идей; окончательное
формирование строгости в доказательствах математического анализа было в основном закон-
чено К. Вейерштрассом (Karl Theodor Wilhelm Weierstraß, 1815-1897). Итак, именно профессора-
математики кардинально преобразовали представление о строгости математического доказатель-
ства и о сущности математики в XIX в.

Что же такое математика? В работе над преобразованием технологии обучения математи-
ке многие профессора-математики естественно обращали внимание на вопрос: так что же такое
математика? Какие методы лежат в основе её развития? Какая часть математики важнее: теория
или методы решения практических проблем? Наблюдая быстрое развитие различных областей
математики, теоретики интересовались тем, что же такое математическое исследование, какие
методы являются самыми эффективными для развития (абстрактной) математической теории.
В это время древнегреческий метод дедуктивного представления математических фактов стал
основой для дальнейшего развития теоретической математики и её преподавания. За образец
учебного курса математики были взяты “Начала” Евклида. Это сочинение хорошо структуриро-
вано, предложения “Начал” расположены в удачной логической последовательности, все рассуж-
дение опираются на очевидные факты – аксиомы, а также некоторые условия для исследования,
в которых и решаются задачи – постулаты1.

Однако легко заметить, что многие математические факты есть следствие некоторых (мате-
матических) экспериментов.

Так, если у нескольких подобных объектов вследствие некоторых наблюдений или вычислений
обнаружено некоторое общее свойство, исследователь пытается доказать, что это свойство явля-
ется общим для всех объектов изучаемого типа (что в дальнейшем облегчает исследование этих
объектов). То есть первый шаг математического исследования – это эксперимент, т.е. решение
нескольких однотипных задач и обнаружение определённых общих свойств этих решений. Затем
обнаруженные свойства проверяются для других типов объектов, расширяются условия приме-
нимости исследованного факта и т.д. Таким образом, у всех математических фактов, теорий,
гипотез в основании лежит некоторый эксперимент. Именно таким образом были обнаружены
математические факты, изложенные в “Началах” Евклида. Однако в книгах Евклида эти факты
были уже структурированы для большего удобства изучения; “Начала” были лишь учебником,
но не сочинением о математическом исследовании.

Простота и чёткость греческой математики стимулировали новых теоретиков XIX в. к созда-
нию изложения математики в форме, подобной “Началам”; предполагалось, что новые математи-
ческие факты будут следовать из установленных правил логического вывода. С этой целью было
необходимо формализовать правила логических рассуждений в математике. Однако в это вре-
мя логические конструкции должны были быть основаны на алгебраической символике вместо
геометрической алгебры древних греков.

Вероятно, именно Я. Бернулли (Jakob Bernoulli, 1654-1705) впервые увидел параллелизм ал-
гебраических преобразований и логических рассуждений (1684). Как известно, позднее Лейбниц

1Надо отметить, что с современной точки зрения не все предложения “Начал” отвечают правилам
математической строгости; как известно, система аксиом Евклида пополнялась его издателями уже в
эпоху Возрождения. Однако современный математик легко найдёт погрешности в строгости рассуждений
и в математических сочинениях недавнего времени: уровень строгости в математических доказательствах
постоянно повышается.
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пытался создать универсальную символическую логику, пригодную не только в математике, но
также и в юриспруденции. Математики XIX в. вновь обратились к этой идее. Но для этого сна-
чала было необходимо изложить всю известную в это время математику по строгим правилам
(известной в то время) логики; развитие математических теорий с помощью только логических
рассуждений должно было стать следующей стадией преобразования математического знания1.

Для этого, естественно, потребовалось создание специального языка для изложения теорети-
ческих фактов и преобразования формул-утверждений по установленным правилам для получе-
ния или подтверждения новых теоретических фактов.

В 1847 г. Дж. Буль (George Boole, 1815-1854) издал брошюру “Математический анализ логики”
(“The Mathematical Analysis of Logic”), где он показал аналогию алгебраических преобразований
и логического рассуждения2. Возникла заманчивая идея: используя алгебру логики записать
все возможные истинные утверждения по известным правилам. То есть поиск математических
фактов сведётся к поиску всех возможных истинных формул логики. (Значит, алгебра логи-
ки потенциально могла дать абсолютное знание!) Много исследователей (например, Дж. Пеано
(Giuseppe Peano, 1858-1932), М. Фреше (Maurice René Fréchet, (1878-1973), Б. Рассел (Bertrand
Arthur William Russell, 3rd Earl Russell, 1872-1970), А. Уайтхед (Alfred North Whitehead, 1861-
1947), Г. Фреге (Friedrich Ludwig Gottlob Frege, 1848-1925) и др.) исследовали алгебру логики,
они заменяли словесное рассуждение преобразованиями логических формул. Однако позже бы-
ло доказано, что создание последовательного непротиворечивого языка невозможно: в любом
человеческом или формальном языке можно сконструировать противоречивые утверждения.

Одновременно математики исследовали системы аксиом, используемые со времен Евклида.
Возникновение новых математических теорий требовало создания новых систем аксиом. Не все-
гда начальный набор таких аксиом был удачен; часто позднее список аксиом пополнялся и (или)
изменялся. В этот период математики исследовали вопрос: сколько аксиом достаточно для того,
чтобы создать эффективную математическую теорию? Возможно, впервые этот вопрос поставил
К. Гаусс (Johann Carl Friedrich Gauß, 1777-1855): он отказался от пятого постулата Евклида или
аксиомы о параллельных и обнаружил, что созданная без этого постулата геометрия непротиво-
речива. Независимо от Гаусса такое же исследование было выполнено Лобачевским и Я. Бойяи
(János Bolyai, 1802-1860).

Открытие неевклидовой геометрии стимулировало интерес к минимизации систем аксиом.
Изменение “классических” аксиом, и также отказ от некоторых из них привели к различным

абстрактным теориям, внешне имеющим очень мало общего с действительностью3. Пересмат-
ривая труды своих предшественников, математики XIX в. переписывали известную в то время
математику с использованием языка математической логики с минимальным количеством акси-
ом4.

1Отметим, что эта цель не была достигнута: до сих пор математика черпает идеи не столько из развития
уже известных теорий с помощью дедуктивных рассуждений, сколько из необходимости решения всё
большего количества возникающих в нынешнем мире прикладных задач; об этом свидетельствует бурное
развитие и появление новых математических дисциплин в XX в.

2Одновременно в работе “Формальная логика” (Formal Logic, 1847) А. де Морган (Augustus De Morgan,
1806-1871) описал понятие универсума и символы для логических операторов, записал известные “законы
де Моргана”. Позже он ввёл общее понятие математического отношения и операций над отношениями.

3Впервые “чисто абстрактные”, не связанные с действительность задачи в математике возникли, по-
видимому, в странах мусульманского Востока: там начали рассматривать алгебраические уравнения про-
извольных степеней, эти уравнения никак не были связаны с действительностью, в то время как, напри-
мер, “образец для подражания”, использованный арабоязычными учёными – “Арифметика” Диофанта –
в своих алгебраических выражениях не выходил за рамки трёхмерной геометрии.

4Отметим здесь “Эрлангенскую программу” (1872) Ф. Клейна (Felix Christian Klein, 1849-1925), где бы-
ла сделана попытка объединить широко разросшееся дерево геометрических теорий с помощью алгебра-
ической классификации различных отраслей геометрии в соответствии с теми классами преобразований,
которые для этой геометрии несущественны; т.е. разделы геометрии характеризуются применяемыми в
них группами преобразований, а объекты изучения - инварианты этих преобразований; классифицировать
геометрические теории на основе проективной геометрии и теории групп было предложено и Гильбертом
(“Grundlagen der Geometrie”, 1899).
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Утверждение “математика=логика” стало символом университетской (профессорской) мате-
матики второй половины XIX в. Однако исследование и попытки развития известных математи-
ческих теорий с помощью математической логики до сих пор не дали практических результатов.
Математическая логика лишь объясняет, как работает математика, но не может предложить
новые факты в практикующей математике.

Математики-теоретики и их задачи. Итак, в конце XVIII в. и в начале XIX в. количество
математиков-профессоров высшей школы стало больше, чем количество математиков-практиков,
то есть математиков, решающих прикладные задачи и развивающих их методы решения. Многие
профессора-математики никогда не решали прикладных задач: они только преподавали. Впро-
чем, некоторые профессора математики совмещали теоретические и практические исследования,
применяя свои знания и в решении некоторых прикладных задач..

Многие математики-профессора занимались научными исследованиями потому, что это было
необходимым условием для пребывания в должности профессора. У большинства из них не бы-
ло научных контактов с инженерами и учеными в других областях естественных наук, которые
могли бы предложить им новые нерешенные проблемы, требующие математического вмешатель-
ства. Многие профессора математики начали изобретать собственные, порой совершенно оторван-
ные от действительности, объекты для исследования. Основными направлениями работы многих
университетских профессоров было и упрощение доказательств, расширение и обобщение уже
известных результатов, исследования по логике и основаниям математики. Новые дисциплины –
математическая логика и теория множеств – были весьма популярны в среде молодых ученых.
Эти новые области математического знания не требовали длительной подготовки для понимания
сути проблемы и для её решения.

Иногда у теорий, созданных профессорами-теоретиками, не было никакой связи с практиче-
скими приложениями, но, имея в основании факты практической математики, эти новые теории
были последовательными и эффективными. Как средневековый художник, рисующий вообра-
жаемых монстров в бестиариях, так и математики-теоретики изобретали новые математические
объекты для исследования. Но человеческий разум не может изобрести ничего вне связи с реаль-
ностью. Поэтому у средневековых монстров были копыта, рога, ослиные уши, страшные морды
и т.д., эти части тела монстров были немного искажены и имели экзотическую окраску, но они
были узнаваемы. Так же и во всех областях изобретённой теоретиками “абстрактной” математики
можно увидеть следы реальных практических задач, решавшихся математическими методами.
Многие новые направления в математике теперь были понятны лишь небольшому количеству
“посвящённых” исследователей.

В это же время бурно развивались и другие области знания. Биология, статистика, демогра-
фия, страхование требовали новых исследований и новых математических методов решения их
задач.

Быстро росло количество ученых во всех областях математического знания. Теперь тради-
ционного общения между учеными (письма, публикации в научных журналах, книгах, редкие
личные встречи) было недостаточно.

Потребность в обмене мнениями о направлении развития науки привела к созданию научных
организаций и проведению первых научных конгрессов для ученых различных специальностей.

Ф. Клейн (Felix Christian Klein,1849-1925) и Г. Кантор (Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor,
1845-1918) стали инициаторами созыва международного конгресса математиков в конце XIX в.
Первый такой конгресс прошёл в Цюрихе с 9-11 августа 1897 г. Среди организаторов и участников
были наиболее выдающиеся математики того времени; в Конгрессе участвовали 208 математиков
из 16 стран, включая 12 участников из России и 7 из США.

Видимо, Кантор предполагал использовать этот конгресс для распространения теоретико-
множественного метода обоснования математики; в выступлениях Кантора, Ж. Адамара (Jac-
ques Salomon Hadamard, 1865-1963) и А. Гурвица (Adolf Hurwitz, 1859-1919) были предъявлены
различные варианты плодотворного применения теории множеств в анализе.

Заключительное сообщение Конгресса было сделано Клейном; и оно было посвящено пробле-
мам реформы математического образования.
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Задачи методики как важная причина преобразования оснований математики.
Желание преобразовать и усовершенствовать обучение математике было основной заботой мате-
матиков-преподавателей. В математическом образовании существовало множество проблем, но
главная из них: обучение студентов должно быть быстрым и эффективным. Это требовало созда-
ния специальных учебников и задачников, соответствующих нужному уровню математического
знания.

Вообще говоря, следуя естественному пути развития, математика могла бы стать конструк-
тивной (решающей задачи) наукой и математическое образование для инженеров могло быть
направлено только на изучение способов решения прикладных задач. Обученные таким методом
способные студенты со временем могли стать математиками-практиками, развивающими новые
методы решения новых задач.

Однако, как уже говорилось выше, в XIX в. ученые стремились преобразовать математику в
гармоничную систему аксиом и теорем с абсолютно ясными правилами логических выводов.

Итак, в первой половине XIX в. у математиков-преподавателей были следующие основные
цели:

1. Формализация и объединение всех (и особенно новых) отраслей математического знания
на базе некого общего обоснования математики. Поиск методов унификации математического
знания.

2. Адаптация математического знания для преподавания в массовых образовательных учре-
ждениях.

3. Создание системы аксиом, определений и правил действия с логическими рассуждениями,
позволяющих выполнять эти задачи.

В качестве модели для решения этой методической проблемы была выбрана античная ма-
тематика. И, как и древнегреческая наука, математика XIX в. встретила серьёзные логические
проблемы. Как известно, античная математика избегала понятия “бесконечности”, опасаясь свя-
занных с ней парадоксов. Но математический анализ основан на понятии “бесконечно малой
величины”, следовательно, реформаторов математики ожидали большие сложности.

Как уже было сказано, разработка основных понятий и принципов математического анализа
была задачей профессоров.

Главное внимание здесь было направлено на понятие непрерывности и предела. Наибольший
вклад в обоснование анализа бесконечно малых величин, как известно, внесли именно математики-
преподаватели: Б. Больцано (Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano, 1781-1848), Г. Гейне
(Heinrich Eduard Heine, 1821-1881); О. Коши (Augustin Louis Cauchy, 1789-1857), К. Вейерштрасс.
(Среди них только Коши был, кроме того, и математиком-практиком, решавшим прикладные
задачи).

Требования методического обоснования математического знания привели к созданию специ-
альной терминологии и структуры учебного плана в математическом анализе.

Но после упорядочивания оснований математического анализа возник вопрос: а что же та-
кое число1? Этот вопрос был решён Вейерштрассом, Р. Дедекиндом (Julius Wilhelm Richard
Dedekind,1831-1916) и Кантором. Самый простой, основанный на способе позиционной записи чи-
сел, подход к определению числа дал Вейерштрасс (один из величайших математиков-педагогов
в истории). Несколько сложнее для восприятия теория сечений Дедекинда, и очень сложна для
понимания и практического применения основанная на теоретико-множественном подходе точка
зрения Кантора2. Теоретико-множественный подход к обоснованию математики таил в себе мно-
жество сложностей: были обнаружены парадоксы теории множеств, что стимулировало развитие
формальной логики в решении проблем обоснования всей математики.

1Пока ещё математика воспринималась как наука об изучении величин, которые, естественно, в конеч-
ном счёте выражаются числами.

2Фактически лишь теория Кантора была новым идейным явлением в математике: конструкция поня-
тия числа у Вейерштрасса и Дедекинда восходила к античным доевдоксовой (базирующейся на цепных
дробях) и Евдоксовой теории отношений.
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Надо отметить, что к концу XIX в. большинство профессиональных математиков не занима-
лись решением прикладных задач, они видели своей целью развитие теоретического знания; при
этом практически все они преподавали. В своих исследованиях они обобщали известные матема-
тические факты, анализировали их и развивали теоретические методы решения этих обобщённых
задач. Математика для них уже становится исключительно теоретической наукой: теперь мно-
гие ученые не видят связи математического знания и практики; возникают понятия “чистой”
и “прикладной” математики, теперь математику делят на технические науки и область чистой
мысли.

К середине XIX в. большинство математиков-преподавателей были уже уверены, что ма-
тематика – это порождение оторванной от действительности абстрактной мысли (“математи-
ка=логика!”), у математики нет никакого отношения к окружающей действительности, математи-
ка самодостаточна и её развитие никак не зависит от внешних факторов. Ранее, в XVII-XVIII вв.,
профессора математики должны были быть в состоянии поставить новую (обычно связанную с
некоторой прикладной проблемой) задачу и решить её. Теперь математик часто получал задачу,
уже сформулированную другим ученым и, решая её, мог её обобщать, вводить другие условия и
расширения используемых понятий. Складывалось впечатление, что все математические задачи
возникают именно так, т.е. они – порождение исключительно человеческой мысли. Лишь немно-
гие помнили, что основа решаемых задач лежит в практической деятельности человека. С точки
же зрения обывателей математика стала казаться непонятной и абстрактной наукой.

Быстрое развитие теоретической математики, однако, не влияло на математику, преподавав-
шуюся в средней школе. Школьные учителя по-прежнему ориентировались на адаптированные
тексты Евклида, и они давали ученикам лишь крохи сведений о достижениях математики Но-
вого времени. Многие ведущие математики-теоретики размышляли над путями развития мате-
матического школьного образования. Они ставили вопросы о том, как именно и в каком объёме
математика должна присутствовать в школе.

Возможные направления обоснования математики и связанные с этим трудности.
Итак, дерево математических наук быстро разрасталось. Теперь лишь немногие ученые могли
знать хотя бы базовую информацию обо всех областях этой науки. Общепринятые геометриче-
ские наглядные интерпретации сменились концепциями о многомерных пространствах с экзо-
тическими метриками и экзотическими системами координат. Математики активно изобретали
контрпримеры к сомнительным утверждениям, и часто такие контрпримеры были фантастиче-
скими, подобные объекты не встречались в практике решения прикладных задач1. Именно в
первой половине XIX в. математика начинает ставить вопрос о существовании и единственности
решения тех или иных задач: ранее все так или иначе связанные с практическими приложениями
математические задачи самой своей постановкой подразумевали наличие единственного решения.

Большинство математиков уже было уверено, что математика – это продукт чистого разума.
У многих исследователей сложилась представление о математике как о произведении человече-
ской мысли, результате умозаключений, отвлеченных от действительности2 . В это время были
очень популярны рассуждения о возможных для исследования новых “умозрительных” матема-
тических объектах.

На фоне вопросов об упорядочивании математического знания, в т.ч. разнообразных областей
геометрии, в 1872 г. Ф. Клейн предложил новый метод алгебраической классификации геометри-
ческих теорий. Его сообщение в Эрлангенском университете “Сравнительное рассмотрение новых
геометрических исследований” (Vergleichende Betrachtungen über neuere geometrische Forschungen)
или “Эрлангенская программа” существенно повлияло на дальнейшее развитие геометрии. Гео-
метрия в это время состояла из самых разнообразных направлений, представлявшихся незави-

1Заметим, что до начала XIX в. в математике практически не было контрпримеров: они появились,
когда слишком вольные обобщения ранее очевидных фактов приводили к неверным утверждениям. Теперь
многие новые математические факты “тестировались” на устойчивость к контрпримерам.

2Так, Н.И. Лобачевский назвал свой главный труд “Воображаемая геометрия” (1835-1838, “Gйomйtrie
imaginaire”, 1840).
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симыми друг от друга. Это были Евклидова, сферическая, проективная, аффинная, Риманова,
многомерная, и др. геометрии. Многие геометрические факты теперь доказывались алгебраиче-
ски, не требуя геометрических иллюстраций. На новом уровне повторилось открытие Декарта:
алгебраизированная геометрия позволила получать глубокие результаты, чрезвычайно сложные
или невозможные в рамках прежних математических методов. Клейн предложил классифици-
ровать различные ветви геометрии в соответствии с классами преобразований, которые важны
или не важны для этой области геометрии. Одна геометрия отличается от другой различными
группами преобразования пространства, а объекты исследования геометрии – это инварианты
таких преобразований. Эрлангенская программа стала основой развития новых геометрических
направлений в математике. Предложенный Клейном общий алгебраический подход к различным
геометрическим теориям наметил дальнейшие пути их развития. Благодаря такому методу ма-
тематического исследования геометрическая составляющая решавшихся в геометрии задач ушла
на второй план. Естественно, алгебраизация геометрии облегчила решение многих задач, но та-
кие методы перевели геометрические факты на другой, алгебраический язык, и сама сущность
геометрии стала казаться некой абстракцией.

Несмотря на то, что новый алгебраический язык в геометрии был не всегда эффективен,
широко обсуждалась идея создания универсального математического языка.

Однако, прежде всего было важно выяснить, какие объекты являются предметом исследова-
ния математики?

Кроме обсуждения самой структуры и методов математических рассуждений, в математике
была ещё одна важная проблема, а именно: что можно считать основными объектами матема-
тического исследования? В математике предшествующих периодов исследовались величины и
их свойства. Это могли быть геометрические, алгебраические величины и, в первую очередь,
числа. Однако развитие качественных методов в математике (например, исследования в области
топологии) сделали недостаточными такие представления об основном объекте математического
исследования. Г. Кантор предложил в качестве основного понятия математики выбрать понятие
множества: с помощью языка теории множеств было бы возможно определить многие объекты
математического исследования. Однако его позиция и его исследования в области кардинальных
множеств и трансфинитных чисел имела оппозицию в лице Л. Кронекера (Leopold Kronecker,
1823-1891), А. Пуанкаре (Jules Henri Poincaré, 1854-1912), Г. Вейля (Hermann Klaus Hugo Weyl,
1885-1955), Л. Брауэра (Luitzen Egbertus Jan Brouwer, 1881-1966) и др. Однако Г. Фреге (Friedrich
Ludwig Gottlob Frege, 1848-1925), Дедекинд и Д. Гильберт (David Hilbert, 1862-1943) поддержали
позицию Кантора.

Но вскоре были обнаружены первые парадоксы в теории множеств. Причиной этого были
“вольные” действия с понятием бесконечного множества. В основаниях математики парадокс
Рассела (также известный как антиномия Рассела, 1901 г.), показал, что наивная теория мно-
жеств, созданная Г. Кантором, содержит противоречия. Тот же самый парадокс был обнаружен
за год до этого Э. Цермело (Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo, 1871-1953), но не был опубликован,
В 1908 г. Э. Гуссерлем (Edmund Gustav Albrecht Husserl, 1859-1938) и другими преподавателями
Гёттингенского университета были предложены два способа избежать подобных парадоксов. Это
были теория типов Рассела и аксиоматика теории множеств Цермело, позднее преобразованную
в систему Цермело-Френкеля с аксиомой выбора (ZFC).

Также исследовался вопрос о методах получения новых математических фактов, то есть о
методах доказательства новых теорем и развития (обобщения и расширения) существующих тео-
рий.

Вопросы о путях обоснования математики вызывали много споров. Многие учёные высказы-
вали собственные соображения относительно принципов развития математики.

Прежде всего, предполагалось развитие формального направления развития математики. Как
уже говорилась, эти идеи организации математического знания ориентировалась на античный
вариант логически выстроенной геометрии (при этом математики конца XIX в. не обращали вни-
мания на некоторые логические противоречия в основаниях греческой науки). Предполагалось,
что математика может развиваться на основе искусственно созданного языка: преобразовывая
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выражения этого языка по определённым правилам, казалось возможным получить абсолютно
все математические факты. Были предприняты попытка формального обоснования математики
с помощью специального языка с безупречной логикой. В основу этих попыток легли работы
И. Канта (Immanuel Kant, 1724-1804). В этой работе участвовали Л. Кутюра (Louis Couturat,
1868-1914) и А. Лаланд (André Lalande, 1867-1963), а также Д. Гильберт и Б. Рассел. Именно
такой подход к методам обоснования и развития математики продвигался Д. Гильбертом. Позд-
нее его ученики Дж. Нейман (Neumann János Lajos, 1903-1957), П. Бернайс (Paul Isaac Bernays,
1888-1977) и В. Аккерман (Wilhelm Friedrich Ackermann, 1896-1962) занимались вопросами форма-
лизации математической логики. Работа над языком логики активизировалась после Всемирного
философского конгресса в 1904 г. Но вскоре стало известно, что невозможно создать безупречный
язык логики, у которого нет никаких внутренних противоречий1.

В работе над идеальным языком для математики ученые встретились с рядом трудностей,
которые были связаны с возможностью или невозможностью конструирования с помощью специ-
ального языка некоторых истинных или ложных логических выражений. Возникли сомнения в
возможности создания такого универсального математического логического языка. Как известно,
эти сомнения были разрешены К. Гёделем (Kurt Friedrich Gödel, 1906-1978) в публикации 1931 г.
о его теореме о неполноте.

Кроме того, предполагалось развивать математику как конструктивную (решающую зада-
чи явно) науку. Многие математики-практики интересовались именно таким способом разви-
тия математики; в частности Л. Кронекер поддерживал конструктивное направление в развитии
математики. Позже конструктивное направление развития математики продвигалось усилиями
А.А. Маркова (младшего, 1903-1979), Э. Бишопом (Errett Albert Bishop, 1928-1983) и др.

Было и ещё одно предполагаемее направление развития математики: интуитиционизм. Это –
система философских и математических идей и методов, связанных с пониманием математики
как собрания “интуитивно убедительных” мыслительных конструкций. Здесь основной критерий
истинности математического суждения – интуитивная убеждённость в возможности выполнения
умственного эксперимента, связанного с этим суждением.

Все три метода развития математики впоследствии были так или иначе использованы. Однако
аксиоматическая математика со строго описанными правилами логических преобразований ока-
залась самым эффективным средством для получения новых теоретических результатов. Прак-
тически вся математика прошлого была конструктивна; она решала некоторые задачи и находила
конкретные решения; в некоторых случаях для однотипных задач разрабатывался общий метод
получения решений. Тем не менее, сама постановка задачи и её практические источники указы-
вали на наличие решения и, исходя из физических реалий, обычно такое решение не могло не
быть единственным. Теперь вопрос о существовании решений и о единственности такого решения
стал важной частью теоретической математики. При этом часто не указывался способ построения
конкретного решения: доказывался лишь факт его существования2. Однако конструктивная ма-
тематика оставалась важной в прикладных проблемах. Что касается интуитивизма в математике,
то этот путь возможного развития оказался менее всего производительным в смысле получения
новых результатов. Вероятно, комбинация всех трех методов развития математики могла бы при-
вести к интересным результатам в практических и теоретических областях этой науки. Однако
потребности массового, быстрого и эффективного обучения студентов высшей школы требовали
унификации подходов в обучении математике.

Как уже говорилось, значительная часть математиков и математических исследований были
сосредоточены в университетах и в основном здесь исследователи были “чистыми теоретиками”,
студенты (будущие преподаватели для инженеров и техников, а также будущие профессора уни-
верситетов) изучали именно логически выстроенную и аксиоматизированную математику. В сре-

1В настоящее время формализм в доказательстве теорем развивается в связи с исследованием ком-
пьютерных доказательств.

2Ярким примером такого неконструктивного доказательства является доказательство существования
иррационального числа, которое в иррациональной степени рационально.
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де молодых математиков становились популярными новые методы исследования уже известных
математических моделей и их новые обобщения.

Проблемы Гильберта. В 1900 г. на Втором международном конгрессе математиков в Па-
риже Д. Гильберт предложил свои известные проблемы, в частности проблему аксиоматизации
всех опирающихся на математику направлений естествознания (к которым он относил физику и
теорию вероятностей). Некоторые проблемы Гильберта были связаны с конкретными задачами,
нерешенными в это время, а некоторые проблемы касались вопросов обоснования математики.

Нерешенные математические задачи, предложенные Гильбертом, оказали большое влияние
на дальнейшее развитие математики. Как известно, многие задачи не могут быть решены без
использования некоторых обобщений связанных с ним понятий1. Вероятно, Гильберт предпо-
лагал, что для решения предлагаемых им задач потребуется специальное обобщение некоторых
математических понятий. Действительно, решение проблем Гильберта привело к значительному
продвижению математических теорий, созданию новых понятий и методов в математике (су-
ществует обширная литература, посвященная проблемам Гильберта и их влиянию на развитие
математики, например, [5]).

Однако значительная часть проблем Гильберта была связана с проблемой обоснования ма-
тематического знания и, кроме того, как уже говорилось выше, было предложено полностью
аксиаматизировать некоторые области знания, использующие математику. Ранее Гильберт изу-
чал вопрос о возможности строгой аксиоматизации одной из главных областей математики –
геометрии (с древнейших времён на неё смотрели как основу математического образования). В
1899 г. он издал книгу “Основания геометрии” (Grundlagen der Geometrie), где он предложил
новую аксиоматику геометрии, которая заменяла классические аксиомы греческой геометрии и
позволяла более широкое понимание геометрии, соответствующее концу XIX в.2.

Реформа, предложенная Гильбертом в структуре областей знания, связанных с математикой,
была одобрена отнюдь не всеми учёными. Но влияние авторитета Д. Гильберта и развивающиеся
традиции новых методов обучения математике привели к созданию аксиоматико-дедуктивного
метода обучения математике в высшей школе. Многие традиционно очевидные понятия замени-
лись абстрактными, и математика в университетах стала существенно отличаться от математики
в высшей технической школе.

Вершиной начатой трудами математиков-профессоров революции конца XIX – начала XX вв.
в математике были работы Гильберта. Этот выдающийся ученый, действуя в духе тогдашних
математических идей профессуры, предложил формализовать всё математическое знание; что
привело к новым веяниям в математическом образовании.

В начале XX в. большинство студентов-математиков уже видели в математике независимую
и самостоятельную науку: они уже не думали о том, что в течение многих столетий математика
служила другим наукам и производству. Игнорировался тот факт, что развитие математиче-
ского знания всегда было связано с развитием других наук, экономики и промышленности3.

В это время многие выдающиеся и рядовые математики переписывали математику в соответ-
ствии с новыми идеями, с учётом новой терминологии и новых обозначений.

А. Уайтхед (Alfred North Whitehead, 1861-1947) и Б. Рассел в начале XX в. издали трехтомные
“Принципы математики” (Principia Mathematica) об основаниях математики в новых условиях:
“Принципы” распространялись пока только на теорию множеств, количественные числительные,
порядковые числительные, и действительные числа – эти части математики были взяты как прин-

1Примером могут служить, например, древнегреческие “телесные” способы решения неразрешимых
на плоскости стандартными методами задач – задачи об удвоении куба и о трисекции угла, а также
вычисление интеграла Пуассона с помощью перехода от одномерного интеграла к двойному.

2Интересно, что в то же самое время американский студент Р. Мур (Robert Lee Moore, 1882-1974)
предложил подобную систему аксиом геометрии независимо от Гильберта. Позднее Мур использовал её
для своего метода обучения математике, ориентированного на аксиоматику и логику. Т.е. идея аксиома-
тического дедуктивного обучения математике была широко распространена среди молодых математиков-
преподавателей конца XIX в.

3История математики XX века это полностью подтверждает.
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ципиальные основы математического знания благодаря влиянию Гильберта и его сторонников.
Запланированный четвертый том об основаниях геометрии издан не был1.

Заметим, что история математики знает три книги, знаменовавшие новый этап её развития:
“Начала” Евклида, “Philosophiæ Naturalis Principia Mathematica” или “Математические принципы
натуральной философии” Ньютона, и “Principia Mathematica” Уайтхеда и Рассела.

Книга Евклида – это практическое руководство для обучения и решения задач, возникающих
в деятельности ремесленников, конструкторов и т.д.; это – учебник. Книга Ньютона – это первое
руководство по созданию математических моделей реальных процессов, окружающих человека.

Последняя книга – это не руководство. Это – попытка переписать математику на новом языке
– на языке математической логики. Как уже говорилось, построенная таким образом математи-
ческая теория бесплодна. Однако элегантность логических конструкций этой книги необычайна.
Поэтому интерес к ней не ослабевает.

Работа по переписыванию всей математики в форме абстрактной дедуктивной науки, осно-
ванной на понятиях теории множеств и теории числа, основанного на ней, была продолжена
молодыми математиками в первой половине XX в.

В целом аксиоматизация математического знания была завершена в середине XX в. рабо-
той коллектива авторов “Николя Бурбаки” (Association des collaborateurs de Nicolas Bourbaki).
Этот коллектив состоял из талантливых молодых ученых, и не был постоянным, основали его
ведущие математики того времени. Эти ученые создали фактически энциклопедию новой ма-
тематики; их книги охватывают почти все области “чистого” математического знания. Бурбаки
игнорировали “прикладные” области математики: дифференциальные уравнения, теорию веро-
ятностей, математическую физику, численные методы, математическое программирование и т.д.
Они чрезвычайно сильно формализовали математический текст с помощью специальных знаков
и формул математической логики. Тексты этих книг стали символом новых отношений к ма-
тематике особенно в части её логической организации, но этот подход был малопродуктивен в
решении прикладных задач, которые и являются движущей силой развития математики.

Некоторые книги Бурбаки стали справочниками по основаниям математических теорий; од-
нако они не могли использоваться как учебники: только хорошо подготовленный и знающий выс-
шую математику и математическую логику человек может понять их содержание. Полный курс
“чистой” математики Бурбаки – это не учебник, а продолжение эксперимента по переписыванию
математики на языке формальной математической логики.

Тем не менее полный курс “чистой” математики Бурбаки оказал огромное влияние на даль-
нейшее развитие математики и математического образования2.

Первая реформа школьного математического образования с ориентацией на стиль книг Бур-
баки была сделана французскими образовательными учреждениями, когда в 1967 г. французское
правительство собрало комиссию по разработке новой школьной программы по математике. В
этой программе математика строилась на базе теории множеств и математической логики. В
ущерб изучению прикладных областей школьной математики (арифметика, геометрия, решение
уравнений и т.д.) школьники изучали комплексные числа и вместо обучения способам решения
конкретных задач они учились рассуждать на языке математической логики. В результате стало
снижаться умение применять математику в практических ситуациях. Однако подобная рефор-
ма математического образования была проведена и в некоторых других странах. Теперь в этих

1Во время работы над “Принципами” Уайтхед выступил в Королевском обществе, где отрицал тради-
ционное восприятие пространства-времени как триады, состоящей из точек пространства, частиц материи
и моментов времени, где геометрия и физика – самостоятельные дисциплины (позиция И.Ньютона). Он
поддерживал относительность пространства, где “законы физики не предполагают геометрии, но создают
её”.

2Позднее идеи Бурбаки были использованы в реформе школьного математического образования неко-
торых стран в последней трети XX в., что привело к резкому ухудшению уровня математической под-
готовки школьников. Детское понимание математики, особенно на первых этапах обучения, основано на
чувственном восприятии очевидных рассуждений и изображений, и обучение по правилам формальной
логики приводит к непониманию сущности изучаемого.
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странах “логически правильное” обучение математике критикуется, в школу постепенно возвра-
щаются некоторые принципы прежней системы обучения математике.

Основным результатом этой реформы стало то, что большинство школьников и студентов
стали воспринимать математику как идеалистическую, непонятную (и ненужную!) науку. Одна-
ко, заметим, в случае талантливых учеников новый подход к изложению математического знания
позволил появиться новым математикам, которые обладают способностью решать чрезвычайно
сложные абстрактные задачи, которые внешне никак не связаны с действительностью.

Современная математика работает с чрезвычайно абстрактными понятиями, однако, как и
средневековые монстры, составленные из частей существ, известных людям, эти абстрактные
понятия имеют в своём основании реальные объекты, известные математикам и инженерам в
течение многих веков.

Известный исследователь теоретической физики Е. Вигнер (Eugene Paul Wigner 1902-1995)
восхищался “непостижимой эффективность математики в естественных науках” [4]. Однако имен-
но при решении прикладных задач математика использует только те понятия и факты, которые
были, взяты из окружающей нас действительности.

Заключение. Итак, мы можем сделать следующие выводы.
В истории математики было два случая существенного внешнего вмешательства в естествен-

ный ход развития этой науки. Первый случай – влияние элиты древнегреческого общества на
преподавание математики. Это воздействие затормозило развитие греческой математики, и позд-
нее развитие математического знания переместилось на Восток. Арабоязычные ученые видели в
неестественности (для них) методов решения задач греческой математикой “абстрактную” науку,
и это мнение об античной математике сохранилось до наших дней. Однако это не остановило
развитие математики по её естественному пути: математика продолжила развитие как экспе-
риментальная и конструктивная (решение задач) наука с элементами очевидного логического
доказательства.

“Теоретическая” математика (то есть математика, редко решавшая прикладные задачи) раз-
вивалась в основном усилиями любителей математики, то есть людей, хорошо знающих школь-
ную математику. Позже, из-за увеличения количества профессиональных математиков, у многих
хорошо подготовленных учёных (в основном у профессоров высшей школы) не было связей с
практическими исследованиями, и их интересы сосредоточились на “теоретических” проблемах
и на вопросах обоснования математического знания для совершенствования образовательных
технологий.

Исследование оснований математического знания привело к обнаружению возможности ис-
пользования различных систем аксиом, которые дают различные математические теории. Кроме
того, для решения трудных задач математики изобретались специальные обобщения и расши-
рения математических объектов и фактов, это также увеличивало количество математических
теорий. Поэтому группой выдающихся математиков второй половины XIX в. была сделана попыт-
ка дать однообразное основание для всех математических теорий. Предполагалось, что теория
множеств может стать таким основанием. Однако парадоксы теории множеств сорвали этот план.

Также не были успешны и попытки создать безупречный язык формальной логики для по-
лучения всех возможных истинных выражений математического знания. Однако терминология
и символика, развитая в этих попытках, оказались полезными и удобными.

Но основная идея этого проекта “математика = логика” сохранилась, она вызвала вооду-
шевление у молодых математиков: они начали переписывать математические (в том числе и
школьные) учебники, где математика стала представляться как формальная наука, оторванная
от действительности. Это привело к массовому отвращению учащихся к математике: только очень
талантливый (или хорошо подготовленный) ученик мог понять содержание учебника. Сейчас во
многих странах происходит “откат” к прежним методам преподавания математики (естественно,
с учётом нынешних реалий).

Таким образом, несмотря на декларацию “математика=логика”, математика, решающая при-
кладные задачи, продолжила своё естественное развитие. Решение новых прикладных задач ма-
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тематическими методами приводит созданию новых и совершенствованию и развитию старых
математических теорий. А попытки изложить все математические теории на языке формальной
логики постепенно сошли на нет. Математика вернулась к своему естественному пути развития.

Использование электронных методов сейчас позволяет экспериментальным путём обнаружи-
вать новые математические факты, которые впоследствии доказываются (иногда используя ком-
пьютерные методы доказательства, основанные на теории формальных языков). Многие при-
кладные задачи решаются численно и лишь затем (если это возможно) полученные результаты
становятся основанием для теоретического исследования.

Благодаря теории множеств и общих логических принципов математика остается единой на-
укой, несмотря на всё своё разнообразие. Математическая логика стала одной из областей мате-
матики, анализирующей структуру математического знания и математического доказательства.
Достижения математической логики и теории алгоритмов применяются в разработке компью-
терных программ, которые могут доказывать некоторые факты (теоремы).

Математика постепенно возвращается на естественный путь развития науки, которая решает
практические задачи, но у которой есть возможность развивать общие методы решения целого
класса подобных задач. Способность к обобщению обнаруженных фактов и последующему приме-
нению этих обобщений для решения многочисленных задач различного происхождения, наличие
некоторых общих математических принципов является отличительной особенностью математики
– царицы наук и служанки других наук.

Автор благодарит проф. Б. Чендова и И.А. Зверкину за ценные консультации при подготовке
статьи к печати.
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Глава 2

Математика в ее многообразии

Об одной системе кватернионных уравнений

В.Е. Балабаев

Граничные свойства регулярных кватернионных функций одного переменного изучались В.С. Ви-
ноградовым [1, 2] и В.А. Байковым [3]. В настоящей работе мы рассматриваем граничные свойства
одного класса кватернионных функций двух переменных и находим некоторые их применения в
теории аналитических функций многих комплексных переменных.

Пусть C4 – четырехмерное комплексное пространство переменных z1, w1, z2, w2. Известны
условия голоморфного продолжения функции с границы области D ⊂ C

4 с помощью формулы
Мартинелли-Бохнера, когда интеграл берется по всей семимерной топологической границе (см.,
например, [4, с. 344]). Для голоморфного продолжения с границы поликруговой области функцию
надо задавать не на всей семимерной границе, а лишь на ее четырехмерном остове [5]. Используя
известные ядра Коши и Фьютера, мы можем написать условия голоморфного продолжения с
пятимерной части границы области G вида G = G1 ×G2 ×G3 ⊂ С4, где G1, G2 ⊂ С, G3 ⊂ С2, а
также с шестимерной части границы ∂D области вида D = D1×D2 ⊂ С4, где D1, D2 ⊂ 2. Таким
образом, размерность той части границы области в С4, на которой нужно задавать функцию
для существования единственного голоморфного продолжения внутрь области, может принимать
любое значение m от четырех до семи.

Рассмотрим случай, когда m = 6, в случае m = 5 рассуждения аналогичны. Ориентацию в
С4 выбираем так, чтобы для любой области D ⊂ С4

∫

D

dz1 ∧ dz̄1 ∧ dω1 ∧ dω̄1∧dz2 ∧ dz̄2 ∧ dω2 ∧ dω̄2 > 0.

Ориентация границы области индуцируется ориентацией С4, ориентация остова Г = ∂D1 × ∂D2

области D1 ×D2 определяется естественным образом.
Положим р = z1 + w1j, q = z2 + w2j, где j – единица алгебры кватернионов. Введем гипер-

комплексные дифференциальные операторы:

Д′
p =

1

2

(
d

dz̄1
+

d

dω1
j

)
, Д′′

q =
1

2

(
d

dz̄2
+

d

dω̄2
j

)
.

Однозначную кватернионную функцию f , гладкую на открытом множестве D ⊂ С4, назовем
(р, q)-гиперголоморфной на D, если она в каждой точке (р, q) ∈ D удовлетворяет уравнениям:

Д′
pf = 0, fД′′

q = 0.

Совокупность функций, (р, q)-гиперголоморфных в области D, образует линейное пространство
над полем действительных чисел, которое мы обозначим через Hp,q(D). Пространство Hp,q(D)
содержит в себе кольцо голоморфных функций в D. Многие свойства голоморфных функций
справедливы и для функций, принадлежащих Hp,q(D), в частности, для них могут быть установ-
лены: теорема единственности, принцип максимума модуля, теорема Лиувилля, аналог формулы
Коши и другие [6].

Пусть D1 ⊂ С2(z1, w1) и D2 ⊂ С2(z2, w2) – ограниченные области с кусочно-гладкой границей
и Γ = ∂D1 × ∂D1. Рассмотрим две кватернионные формы Λ(ζ, p) и χ(ξ, q):

Λ(ζ, p) =
1

4π2

[
−(λ̄1 − z̄1) + (µ̄1 − ω̄1)j

]

|ζ − p|4
(
dλ1 ∧ dµ1 ∧ dµ̄1 − dλ1 ∧ dλ̄1 ∧ dµ̄1j

)
,
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χ(ξ, p) =
1

4π2
(
dλ2 ∧ dµ2 ∧ dµ̄2 + dλ2 ∧ dλ̄2 ∧ dµ̄2j

) [−(λ̄2 − z̄2) + (µ̄2 − ω̄2)j
]

|ξ − p|4
,

где ζ = λ1 + µ1j, ξ = λ2 + µ2j.
Если f(ζ, ξ) – непрерывная функция на Γ, то интеграл

F (p, q) =

∫

Γ

Λ(ζ, p)f(ζ, ξ)χ(ξ, q) (1)

является (р, q)-гиперголоморфной функцией всюду в С4, за исключением точек, для которых
либо (z1, w1) ∈ ∂D1, либо (z2, w2) ∈ ∂D2. Доказательство проводится по обычной схеме (см. [7]).
Области D1 и D2 и их дополнения до пространств С2(z1, w1) и С2(z2, w2) обозначим соответствен-
но через D+

1 , D
−
1 и D+

2 , D
−
2 . Предельные значения интеграла (1), когда точка (р, q) ∈ D±

1 · D±
2

стремится к (τ, ω) ∈ Γ, будем обозначать F±±(τ, ω).
Допустим, что границы областей D1 и D2 состоят из конечного числа трехмерных замкнутых

ориентированных поверхностей Ляпунова без общих точек. Рассмотрим следующие интегральные
операторы:

Uτ [f ] = 2

∫

dD1

Λ(ζ, τ)f(ζ, ω), (2)

Vω[f ] = 2

∫

dD2

f(τ, ξ)f(ξ, ω), (3)

Wτ,ω[f ] = 4

∫

Г

Λ(ζ, τ)f(ζ, ξ)χ(ξ, ω). (4)

Сингулярные интегралы (2), (3), (4) существуют, если функция f(ζ, ξ) удовлетворяет на Γ усло-
вию Гельдера с показателями α и β, 0 < α, β ≤ 1 (f ∈ H(α, β; Γ)).

Предложение 1. Если f ∈ H(α, β; Γ), то на Γ имеют место соотношения:

F++(τ, ω) = {f(τ, ω) + Uτ [f ] + Vω[f ] +Wτ,ω[f ]} /4,
F−−(τ, ω) = {f(τ, ω)− Uτ [f ]− Vω[f ] +Wτ,ω[f ]} /4,
F+−(τ, ω) = {−f(τ, ω)− Uτ [f ] + Vω[f ] +Wτ,ω[f ]} /4,
F−+(τ, ω) = {−f(τ, ω) + Uτ [f ]− Vω[f ] +Wτ,ω[f ]} /4.

(5)

Доказательство. Рассмотрим тождество

F (p, q) =
∫
Г

Λ(ζ, p)[f(ζ, ξ)− f(ζ, ω)− f(τ, ξ) + f(τ, ω)]χ(ξ, q) +
∫

dD1

Λ(ζ, p)[f(ζ, ξ)

−f(ζ, ω)]
∫

dD2

Λ(ζ, p)
∫

dD2

[f(τ, ξ)− f(τ, ω)]χ(ξ, q) +
∫
Г

Λ(ζ, p)f(τ, ω)χ(ξ, q),
∫

dD1

Λ(ζ, p)[f(ζ, ω)− f(τ, ω)].

(6)

Так же, как и в комплексном случае [5], показывается, что интегралы
∫

dD1

Λ(ζ, p)[f(ζ, ω)− f(τ, ω)],

∫

dD2

[f(τ, ξ)− f(τ, ω)]χ(ξ, q),

∫

Г

Λ(ζ, p)[f(ζ, ξ)− f(ζ, ω)− f(τ, ξ) + f(τ, ω)]χ(ξ, q)
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непрерывны при переходе соответственно через ∂D1, ∂D2 и Γ. Поэтому, устремляя в тождестве
(6) (р, q) ∈ D±

1 ×D±
2 к (τ, ω) ∈ Γ, получаем формулы (5).

Иначе формулы (5) можно записать так:

F++(τ, ω)− F+−(τ, ω)− F−+(τ, ω) + F−−(τ, ω) = f(τ, ω),
F++(τ, ω)− F+−(τ, ω) + F−+(τ, ω)− F−−(τ, ω) = Uτ [f ],
F++(τ, ω)_F+−(τ, ω)− F−+(τ, ω)− F−−(τ, ω) = Vω[f ],

F++(τ, ω) + F+−(τ, ω) + F−+(τ, ω) + F−−(τ, ω) =Wτ,ω[f ].

(7)

Используя соотношения (7), можно получить следующее.

Предложение 2. Для того чтобы заданная на остове Γ = ∂D1×∂D2 кватернионная функ-
ция f(ζ, ξ) ∈ H(α, β;Г) была граничным значением функции, принадлежащей Hp,q(D1 ×D2) и в
случае, когда D1 ×D2 бесконечна, обращающейся в нуль во всех бесконечно удаленных точках,
необходимо и достаточно выполнения условия

f(τ, ω) = Uτ [f ] = Vω[f ] для всех (τ, ω) ∈ Γ.

Предложение 2 позволяет решить задачу о продолжении комплекснозначной функции f ∈
H(α, β; Γ), заданной на Γ, до функции, голоморфной в D1×D2. Считаем, что комплекснозначная
функция f(λ1, µ1, λ2, µ2) ∈ H(α, β; Γ), если на Γ

∣∣f(λ′1, µ′1, λ′2, µ′2)− f(λ′′1, µ
′′
2 , λ

′′
2 , µ

′′
2)
∣∣ ≤ A

(∣∣λ′1 − λ′′1
∣∣α +

∣∣µ′1 − µ′′1
∣∣α)+B

(∣∣λ′′2 − λ′′2
∣∣β +

∣∣µ′′2 − µ′′2
∣∣β
)
,

где комплексные переменные λ1, µ1 и λ2 изменяются соответственно на ∂D1 и ∂D2, A,B > 0 и
0 < α, β ≤ 1.

Рассмотрим формы:

Ψ
[
λ, µ, λ0, µ0

]
= − 1

4π2
(λ̄− λ̄0)dλ ∧ dµ ∧ dµ̄+ (µ̄− µ̄0)dλ ∧ dλ̄ ∧ dµ

[
|λ− λ0|2 + |µ− µ0|2

]2 ,

Ω
[
λ, µ, λ0, µ0

]
= − 1

4π2
(λ̄− λ̄0)dλ ∧ dλ̄ ∧ dµ̄+ (µ̄− µ̄0)dλ̄ ∧ dµ ∧ dµ̄

[
|λ− λ0|2 + |µ− µ0|2

]2 .

Предложение 3. Для того чтобы заданная на остове Γ ограниченной области D1 × D2

комплекснозначная функция f(λ1, µ1, λ2, µ2) ∈ H(α, β; Γ) была граничным значением функции,
голоморфной в D1 ×D2 необходимо и достаточно, чтобы

f(λ01, µ
0
1, λ

0
2, µ

0
2) = 2

∫

dD2

f(λ1, µ1, λ
0
2, µ

0
2)Ψ

[
λ1, µ1;λ

0
1, µ

0
1

]
=

= 2

∫

dD2

f(λ01, µ
0
1, λ2, µ2)Ψ

[
λ2, µ2;λ

0
2, µ

0
2

]
,

∫

dD2

f(λ1, µ1, λ
0
2, µ

0
2)Ω

[
λ1, µ1;λ01, µ

0
1

]
=

∫

dD2

f(λ01, µ
0
1, λ2, µ2)Ω

[
λ2, µ2;λ02, µ

0
2

]
= 0,

для всех (λ01, µ
0
1, λ

0
2, µ

0
2) ∈ Γ.

Итак, для голоморфного продолжения с границы области D = D1 ×D2 функцию необходимо
задать на шестимерной части Γ всей семимерной границы ∂D.

Укажем еще на одно применение формул (7). Рассмотрим в четырехмерном комплексном
пространстве сингулярное интегральное уравнение

aϕ(τ, ω) + bUτ [ϕ] + cVω[ϕ] + dWτ,ω[ϕ] = f(ϕ,ω), (8)
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где a, b, c, d – действительные постоянные, причем

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c d
b a d c
c d a b
d c b a

∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0

Uτ , Vω и Wτ,ω – сингулярные интегральные операторы, определенные равенствами (2), (3) и (4),
а f(v, ω) ∈ H(α, β; Γ – заданная на остове Γ области D1 ×D2 кватернионная функция. Решение
ϕ(v, ω) ищется в классе функций, удовлетворяющих условию Гельдера на Γ. Используя свойства
операторов Uτ , Vω и Wτ,ω можно показать, что решение уравнения (8) выражается формулой

ϕ =
1

∆

∣∣∣∣∣∣∣∣

b c d
Uτ [f ] a d c
Vω[f ] d a b
Wτ,ω[f ] c b a

∣∣∣∣∣∣∣∣
(9)

Уравнение в кватернионах (8) равносильно системе двух комплексных сингулярных интеграль-
ных уравнений. Решение такой системы находится при помощи отделения комплексных компо-
нент в формуле (9).
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Импликация

О.О. Барабанов

Цель настоящей короткой заметки состоит в том, чтобы еще раз обратить внимание на одну
проблему в человеческой культуре в целом и в математическом образовании в частности. Эта
проблема состоит в правильном употреблении импликации, что является обязательным условием
принятия грамотных решений во всех сферах человеческой жизни и средством поддержания
устойчивых доверительных коммуникаций между членами человеческого общества. Всеобщее
правильное употребление импликации уменьшит хаос, а, следовательно, повысит качество жизни.

Правильному употреблению импликации нужно учиться. Наибольшую ответственность за это
несут математики, как люди, доказывающие разного рода теоремы, т.е. истинные импликации,
для чего им приходится употреблять импликации чаще людей других профессий. Соответственно,
научить худо-бедно правильно употреблять импликацию – вот основная функция математики в
школе и вузе.
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Как известно, импликация является одной из логических операций, наряду с отрицанием,
дизъюнкцией и конъюнкцией. Импликация формально столь же проста, как и перечисленные
операции, если исходить из таблиц истинности. Однако я не знаю ни одного человека, который
бы в своих спонтанных логических рассуждениях, монологах, диалогах и т.п. рисовал бы эти
таблицы истинности. Все четыре упомянутые логические операции являются дискретными ак-
тами мышления, но необязательно частыми и необязательно быстрыми. Наиболее коварной из
них является импликация со своим единственным нулем в таблице истинности. В этом меня убе-
дили результаты одного методического семинара по элементарной логике для учителей города
Коврова, который я организовал в 1998 году на базе Ковровской гос. технологической акаде-
мии (КГТА). Участникам семинара, пятидесяти школьным преподавателям математики, было
предложено анонимно ответить, какие из 9 следующих высказываний являются ложными:

1. х = 2, следовательно х2 = 4;
2. х2 = 4, следовательно х = 2;
3. m = n, следовательно m ≤ n;
4. условие х2 = 4 необходимо для х = 2;
5. условие х2 = 4 достаточно для х = 2;
6. если х = 1, то х = 1 или х = 2;
7. если х2 = 4, то х = 2 или х = −2 или х = 0;
8. уравнение х2 = 4 есть следствие уравнения х3 = 8;
9. уравнение х3 = 8 есть следствие уравнения х2 = 4.
В результате было получено только 56% правильных ответов (ложными являются высказы-

вания № 2, 5, 9, остальные – истинные).
Актуальность проблемы подтвердил аналогичный опрос среди аспирантов (37% правильных

ответов) и среди студентов III курса (31%).
Все это было опубликовано мной в заметке [1]. Желающим повторить эксперимент с N тести-

руемыми нужно поделить число правильных из 9N представленных ответов на 9N и умножить
на 100%. Не сомневаюсь, что результат будет близок к моему, потому что город Ковров со своими
144 тыс. жителей является представительным срезом всей современной России и за 15 протекших
лет ситуация вряд ли изменилась в лучшую сторону. По крайней мере, я повторяю этот экспери-
мент ежегодно со своими еще неподготовленными студентами, и он дает примерно один и тот же
прежний результат. Это говорит о том, что большинство наших граждан думает “наоборот”. При
этом находятся умники, заявляющие, что нужно подчиниться большинству. Нет уж! Поэтому я
при всяком удобном случае уделяю импликации две лекции в КГТА, где служу уже более 30 лет.

План лекций для бакалавров примерно следующий. Дается неформальное определение
импликацииA ⇒ B. Если A, то B; A – посылка, B – следствие. Интерактивно ищутся сино-
нимические выражения на русском языке (B потому, что A; A – достаточное условие для B и
т.д.). Изображается Памятка истинной импликации A⇒ B, см. рис.1, удобная для хранения в
памяти и мгновенного воспроизводения.

 

Рис. 1. Памятка истинной импликации

Реализуется вышеприведенный тест. Производится интерактивный подсчет результатов. Возни-
кает постановка проблемы. Выполняется разбор недоумений. Наиболее шокирующим является
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ответ на вопрос №7 теста, однако, показывается, что он абсолютно тождественен с не вызываю-
щей протестов цепочкой импликаций при решении уравнения

√
6− x = x ⇒ 6− x = x2 ⇒ x2 + x− 6 = 0 ⇒ x = 2 или x = −3.

Раскрывается логический смысл проверки, которая устанавливает эквиваленцию, т.е. завершает
получение так называемого ответа. Производится сравнение с методом равносильных переходов.
Сравниваются импликации в математике и в жизни. Интерактивно обсуждается вопрос о том, в
какой области человеческой деятельности импликация наиболее востребована. На фоне Памят-
ки истинной импликации обсуждается таблица истинности импликации. Приводятся краткие
исторические сведения. Самими студентами ищется выражение импликации через дизъюнкцию
и отрицание. Выдается условие типового расчета. Сообщаются указания к нему. Рассказывает-
ся о дедуктивном построении математической теории. Еще раз обращается внимание на то, что
истинная импликация часто приводит к потере информации. Приводится пример “долгой” импли-
кации – великая теорема Ферма. Подчеркивается роль аксиом. Ставится вопрос о возникновение
аксиом. Формулируется принцип необходимости достаточного основания Лейбница. Приводятся
содержательные примеры, например, из переписки Лейбница с Кларком. Заучивается Бритва
Оккама, как частный случай принципа необходимости достаточного основания.

Лекции сопровождаются, если позволяет рабочая программа, типовым расчетом “Имплика-
ция”. В типовой расчет входят следующие четыре задания.

Задание 1. Привести три импликации из произведения А.С. Пушкина. Каждый студент полу-
чает свое произведение Пушкина по списку. Для защиты требуется неформальное, но письменное
объяснение истинности каждой найденной импликации. Как минимум, это означает вычленение
посылки и следствия (заключения). Опыт показал, что это задание является для большинства
студентов достаточно сложным.

Задание 2. Привести три необратимых импликации из состава теорем математического ана-
лиза.

Наибольшую сложность здесь приобретает построение контрпримера для обратной имплика-
ции.

Задание 3. Построить три примера ложных импликаций в планиметрии.
Здесь обычно приходится подсказывать, что самый простой способ выполнения задания – это

построение, противоречащее одной из классических теорем планиметрии.
Задание 4. Пусть n,m – целые числа. Истинна ли следующая импликация?
Здесь каждый студент получает свою импликацию, завершение списка вариантов показано на

рис.2. Это задание оказывается самым трудным, несмотря на то что необходимый набор базовых
истинных импликаций для неравенств (свойств неравенств) должен быть известен студентам с 7
класса. Приходится показывать примеры, как выдвигается та или иная гипотеза, и как делают-
ся попытки её доказательства. Например, в случае гипотезы о ложности заданной импликации
ищется контрпример. Напротив, в случае гипотезы о истинности заданной импликации ищет-
ся доказательство в виде цепочки или простого дерева импликаций, опирающегося на базовые
свойства неравенств, как, скажем, в варианте 18.

 

Рис. 2
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После лекций и защиты типового расчета равносложный вышеприведенному тест дает уже
более 90% успеха. Тем самым, изложенная пропедевтика имеет смысл.

Итак, во-первых, семинар по элементарной математической логике, организованный еще в
1998 году в КГТА совместно с органами народного образования и с привлечением ведущих про-
фессоров университетов города Владимира показал отсутствие необходимой культуры логиче-
ского вывода (культуры употребления импликации) у широкой педагогической общественности.
Во-вторых, пропедевтика импликации на уровне бакалавров нематематических специальностей
оказалась возможна и результативна. Последнее доказывает, что эффективное преподавание, а
не замалчивание, импликации в средней школе также возможно, и неизбежно принесет возрож-
дение интереса к математике у школьников и будет способствовать уменьшению хаоса. Нужно
только ограничивать себя от соблазна привлекать высокие материи – modus ponens, Аристотель,
теоремы Геделя и т.п. Пусть эти вещи будут прерогативой профессиональных логиков, ибо, как
говорил незабвенный Николай Глазков,

Сапожное полезно ремесло,
Как сбор плодов и производство стали;
Но человечеству б не повезло,
Когда бы все сапожниками стали!
Что касается Аристотеля, его логика неизмеримо сложней нам нужной. У него, в основном

логика возможностей (модальная логика). Еще в 1795 году, оценивая состояние современной ему
Естественной Науки, Т.Ф. Осиповский писал “Благодаря Бакону и Дескарту, возбудившим умы
Философов против темного учения Перипатетиков1 , все прежде занимавшия ее пустыя, и опыта-
ми не подтверждаемыя умствования, в ней изчезли” [2]. Импликация категорична. Импликации
у Аристотеля нет. Наиболее близки к ней оказались стоики. Так, у Диогена Лаэртского читаем:
“Из истинного суждения следует истинное, говорят стоики, например, из того, что “стоит день”,
– то, что “светло”; а из ложного следует ложное, например, из ложного суждения “стоит ночь” –
ложное суждение “темно”. Из ложного может следовать истинное, например, из того, что “земля
летает”, – то, что “земля существует”; но из истинного ложное следовать не может, например, из
того, что земля существует, – то, что земля летает” [3, кн. 7].

Логический имплицитный вывод не имеет смысла, если исходные посылки бессодержательны.
Поэтому так важен правильный их выбор. Соответственно, с темой “Импликация” соседствует
принцип необходимости достаточного основания Лейбница, который писал, что: “Наши рассуж-
дения основываются на двух великих принципах:

1) на принципе противоречия, в силу которого мы считаем ложным то, что скрывает в
себе противоречие, и истинным то, что противоположно или противоречит ложному;

2) и на принципе достаточного основания, в силу которого мы усматриваем, что ни одно
явление не может оказаться истинным или действительным, ни одно утверждение справедливым
без достаточного основания, почему именно дело обстоит так, а не иначе, хотя эти основания в
большинстве случаев вовсе не могут быть нам известны” [4, с. 418].

Заметим, что Н.Н. Непейвода в своей яркой книге [5] трактует принцип необходимости до-
статочного основания Лейбница весьма ограничено, см. [5, с. 400].

Владение техникой импликации – основной элемент культуры человека!
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Однообъектная парадигма в обобщениях графов

А.Е. Баранович

П. 1. Существующая на сегодняшний день аксиоматика теоретико-графовых моделей (и их мо-
дификаций) основана на двух- (2-) или 3-объектной (2-3-основной) схеме дефиниции понятий
графа-гиперграфа [7-8, 10-11, 14-16, 19-18]:

“Граф (неориентированный граф): 1. Пара (V,E), где V – непустое множество объектов неко-
торой природы, называемых вершинами графа, а E – подмножество двухэлементных подмно-
жеств множества v, называемых ребрами графа. Множества вершин и ребер графа G обознача-
ют V (G) и E(G) соответственно. Если |V (G)| = n и |E(G)| = m, то говорят о (n,m)-графе G.
2. Пара (V,E), где V – множество вершин графа, а E – множество ребер – есть подмножество
множества V 2

−/ ∼ классов эквивалентности, на которые множество V 2
− = {(v,w)| v 6= w} разби-

вается отношением эквивалентности: (v1, w1) ∼ (v2, w2) ⇔ (v1, w1) = (v2, w2). 3. Тройка (V,E, P ),
где V – множество вершин, E – множество объектов некоторой природы, отличной от природы
вершин, называемых ребрами, P – инцидентор1, сопоставляющий с каждым ребром e ∈ E па-
ру граничных вершин v и w из V . 4. Общее название как для неориентированного, так и для
ориентированного графов”.

Следует заметить, что de facto все изложенные 2-3 объектные определения графа относятся
к классу “вершинно-порожденных”, когда отношения в модели формируются на apriori опреде-
ленном множестве вершин (элементов основного множества). И никак иначе.

П. 2. По транзитивным ссылкам работы [5] конечный граф (“простой”) G : (V,E) введен как
частный случай конечного гиперграфа HG : (V,Eη), где V – основное множество (вершин) HG,
|V | = n и Eη ≡ (E1, . . . , Em) – некоторое множество подмножеств V,Ei ⊆ V , 1 ≤ |Ei| ≤ |V |,
Ei| = 0 ⇔ Ei ≡ ∅ ∀i = 1,m,m ≤ 2|V | < ∞2. В свою очередь, гиперграф (а также топограф,
паратопограф и, транзитивно, полное семейство графов) определен как частный случай гипер-
топографа порядка топологизации k (k ≥ 1) НTGk

V : (V k
τ , E

k
ητ ), где V k

τ и Ek
ητ есть подмножества

элементов соответственно булеанов BV
k и BV

k+1 k-го и k+1-го уровней топологизации множества-
носителя V [2, 3, 4].

Гипертопограф (ητ -граф) с носителем V (порядка топологизации k = 1) НTGV есть двойка
вида (Vτ , Eητ ), где V ≡

τ {vτ} есть некоторое подмножество элементов булеана BV 3 с носителем

V, |V | = n, V ⊆
τ B

V , |V |
τ = N ≤ 2n, и E≡

ητ{ekητ } – заданное множество подмножеств ekητ множества

Vτ , ekητ ⊆ Vτ , различной мощности |ekητ | = k, 1 ≤ k ≤ N , ekητ ∈ V
(k)
τ , |E|

ητ = m, E⊆
ητB

Vτ , m ≤ 2N ≤
22

n
<∞.

11. Предикат P (v, w, e)=1 такой, что P = 1 тогда и только тогда, когда e = (v, w). Используется,
например, при задании графа списком его ребер, ставя в соответствие каждому ребру пару вершин –
концов ребра. 2. Пара элементов (v, e) такая, что вершина v инцидентна ребру e.

2Для графа |Ei| = 2 ∀i = 1,m.
3По определению BV

0 ≡ V (искусственный прием для граничного случая), BV
1 ≡ BV (классический

булеан).
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Гипертопограф (монохромный) порядка топологизации kНTGk
V , НTGk

V ∈ {НTGk
V } есть опор-

ный гипертопограф k -го уровня топологизации семиотико-хроматического (СХ-) гипертопогра-
фа НTGk

V x. Синтез модели монохромного k-гиперпространства гипертопографов Γsm({НTGk
V })

проведен с использованием категорий “тождества / различия” по Г. Лейбницу и теоретико-мно-
жественной парадигмы Г. Кантора путем последовательной топологизации множества-носителя
гипертопографа V в линейно упорядоченный булеан BV

k уровня топологизации k (V ≡ BV
0 ⊂

BV
1 ⊂ BV

2 ⊂...⊂ BV
k ). Булеан BV

k уровня топологизации k есть результат последовательной k-
топологизации множества-носителя гипертопографа V ≡ BV

0 , |V | = n, когда на очередном
этапе топологизации i+ 1 в качестве исходных неделимых и различимых элементов множества,
порождающих булеан BV

i+1, выступают непустые элементы булеана BV
i . Для любого конечного

уровня топологизации k + 1 (k ≥ 0) совокупная мощность булеана BV
k+1 (с элементом ∅) есть

величина1 |BV
k+1| = 22

. . .2
|V |−1

−1} (k экземпляров 2 в показателе) [3, 5].
Термин “гиперпространство” задействован вследствие доказанного изоморфизма алгебр

ABV
k+1

=< BV
k+1, ( ∪, ∩ ) > и A

[GF (2)]
|BV

k
| =< [GF (2)]|B

V
k |, (∨,∧) >, определенных относи-

тельно отображения ϕ : bi → ~bi, где bi есть произвольный элемент булеана BV
k+1 (подмножество

BV
k ) и ~bi есть элемент булева k-гиперпространства [GF (2)]| B

V
k | размерности |BV

k | (индикатор под-

множества BV
k ), при биективном соответствии монохромного Γsm ↔ BV

k+1 ↔ [GF (2)]| B
V
k | [3].

П. 3. Развитие аксиоматической теории гипертопографов [5-8] привело к обоснованию воз-
можности и механизму представления двух- и более объектной теоретико-графовой модели в
однообъектном варианте, а именно представление гипертопографа НTGk

V уровня топологизации
k элементом (представителем) булеана BV

k+2 k+2 уровня топологизации множества-носителя V и

далее элементом булева пространства [GF (2)]|B
V
k+1 |. При этом, если вышеприведенное 2-объектное

определение гипертопографов развивает аксиоматику Л. Эйлера “вершинно-порожденных” мо-
делей структур (в их историческом контексте), то однообъектная дефиниция гипертопографа (и
всех “вложенных” в него теоретико-графовых объектов), основывается на несколько иной фено-
менологии, когда в качестве основных объектов модели apriori выступают не элементы основно-
го множества “вершин”, но произвольные выборки из топологической структуры пространства
“потенциально возможных ” гипертопографов (множестве-универсуме допустимых топовершин
Γsm).

Определение 1. Пусть задан вполне линейно упорядоченный булеан первого порядка BV
1

некоторого непустого конечного множества V, |V | = n, BV
1 ≡{bVi1 , . . . , bVi2n}. Тогда гиперграф

НGV с носителем V есть произвольное подмножество BV
1 (НGV ⊆ BV

1 )2, включающее все его
одноточечные представители, а именно множество V, (V,⊆ НGV )

3. V есть множество-носитель
гиперграфа НGV или множество его “вершин”4. Множество EHG ≡ НGV \V есть множество ги-
перребер НGV ⊳ .

Определение 2. Граф > с носителем V (простой) есть гиперграф НGV , в котором мно-
жество EHG содержит лишь двухточечные представители BV

1 вида (vi, vj), vi 6 ≡vj для любых
i 6= j⊳.

Лемма 1. Мощность потенциального множества гиперграфов {(V, Eη)} в 2-объектной схе-
ме дефиниции |{(V, Eη)}| = 22

n−n−1, где |V | = n ⊳ .

1Все нижеприведенные оценки мощности множеств исследуемых объектов относятся к случаю априор-
ной неупорядоченности элементов множества-носителя при синтезе булеанов, когда порядок следования
элементов в синтезируемых подмножествах не существенен (классический “коммутативный” булеан [17]).
Некоторые оценки мощностей элементов “некоммутативных” булеанов приведены в [7].

2Произвольное подмножество BV
1 есть элемент булеана второго порядка BV

2 .
3Необходимое условие.
4Дань исторической традиции.
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Лемма 2. Мощность потенциального множества гиперграфов {НGV } с носителем
V |{НGV }| = 22

n−n−1, где |V | = n ⊳ .

Утверждение 1. Вышеперечисленные варианты 2-объектной схемы определения гиперграфа
парой (V, Eη) тождественны предлагаемой однообъектной НGV (вполне определенное множе-
ство) ⊳.

Следствие 1 к утверждению 1. Условия утверждения 1 справедливы и для классических
(2-3-объектных) определений графа ⊳.

Следствие 2 к утверждению 1. Пусть задан линейно упорядоченный булеан BV
1 и бу-

лево пространство [GF (2)]| B
V
1 | индикаторов его подмножеств. Тогда произвольный гиперграф

однозначно определяется его индикатором в [GF (2)]| B
V
1 | ⊳ .

Однообъектная схема позволяет весьма просто охарактеризовать и системно-структурную
сложность исследуемых теоретико-графовых моделей.

Определение 3. Сравнительной сложностью произвольного гиперграфа НGV с фиксиро-
ванным носителем V , |V | = n (инвариант на множестве {НGV }) назовем мощность |НGV | как
подмножества BV

1 ⊳ .

П.4. Определение 4. Пусть задан линейно вполне упорядоченный булеан BV
k k-го порядка

топологизации (k ≥ 1) некоторого непустого конечного множества V, BV
k ≡ {bVi1 , . . ., bViN }, N =

22
. ..2

|V |−1

−1} (k − 1 экземпляров 2 в показателе). Тогда гипертопограф НTGk
V с носителем V

уровня топологизации k в широком смысле есть произвольное подмножество булеана BV
k+1 k+1

уровня топологизации множества-носителя (НTGk
V ⊆ BV

k+1), где элементы НTGk
V входящие в

булеан BV
k и не входящие в булеан BV

k+1, образуют условное множество его топовершин V k
τ

(V k
τ ⊆ НTGk

V ⊆ BV
k , V k

τ 6 ⊂BV
k+1\BV

k ), а множество Ek
ητ ≡ НTGk

V \V k
τ – условное множество

гипертопоребер НTGk
V

1

Сформулированное “однообъектное” определение гипертопографа (в широком смысле) не от-
носится к выше упомянутому классу “вершинно-порожденных”, ибо произвольная выборка эле-
ментов булеана BV

k (не входящих в булеан BV
k+1), образующих множество его топовершин V k

τ и
множество гипертопоребер Ek

ητ гипертопографа НTGk
V вполне могут быть не согласованы усло-

вием “вершинной порожденности”.
Для согласования условия “вершинной порожденности” гипертопографа в 2-объектной де-

финиции с однообъектной, на определение 4 необходимо наложить дополнительные ограниче-
ния, переформулировав определение 4 в узком смысле. Например, включив всех представителей
множества-носителя V ⊆ Vk

τ ⊆ BV
k в априорное множество топовершин (согласно определени-

ям 1-2) или связав синтез любого представителя Ek
ητ с априорным существованием прообразов

топовершин его порождающих.

Определение 4’. Пусть задан линейно вполне упорядоченный булеан BV
k k-го порядка то-

пологизации (k ≥ 1) некоторого непустого конечного множества V, BV
k ≡{bVi1 , . . . , bViN }, N =

22
. ..2

|V |−1

−1} (k−1 экземпляров 2 в показателе). Тогда гипертопограф НTG
k
V с носителем V по-

рядка топологизации k в узком смысле есть вполне определенное подмножество булеана BV
k+1

k + 1 уровня топологизации множества-носителя (НTG
k
V ⊆ BV

k+1)
2, где элементы НTG

k
V вхо-

дящие в булеан BV
k и не входящие в булеан BV

k+1, образуют множество его топовершин V k
τ

(V k
τ ⊆ НTG

k
V ⊆ BV

k ,V k
τ 6 ⊂BV

k+1\BV
k ), а в отношении множества гипертопоребер НTG

k
V − Ek

ητ ≡
НTG

k
V \V k

τ выполняются следующие условия:
1. Для любого представителя Ek

ητ в V k
τ существуют его порождающие топовершины (“про-

образы” гипертопоребра).

2. Условие 1 выполняется и для любых V l
τ , El

ητ из НTG
k
V уровней топологизации l, l < k.

1Произвольное подмножество BV
k+1

есть элемент (“точка”) булеана k + 2 порядка BV
k+2

.
2Заметим, что произвольное подмножество BV

k+1
есть элемент (“точка”) булеана k+2 порядка BV

k+2
.



56 Глава 2. Математика в ее многообразии

3. Согласно определениям 1-2 множество-носитель V apriori присутствует в НTG
k
V .

Из определений 4-4’ непосредственно вытекает условие {НTGk
V } ⊆ {НTGk

V }.
C феноменологической точки зрения речь идет о двух взаимосвязанных процедурах – аксио-

матическом синтезе гипертопографа “снизу-вверх” от множества-носителя к НTG
k
V (см. цепочеч-

ные топологии [3, 5, разд. 2.2.]) и аналитическом синтезе моделей сложных систем “сверху-вниз”
[6] в условиях априорной недоопределенности элементов модели в потенциальном пространстве
допустимых гипертопографов {НTGk

V }.

П. 5. Важнейшим элементом аксиоматической теории гипертопографов является априорная
многоместность отношений на элементах k-гиперпространства Γsm, основанная на феноменоло-
гии системной целостности и эмерджентности моделируемых объектов [9], распространенная на
различные уровни топологизации множества-носителя. В данном контексте возникает проблема
(гипотеза), весьма напоминающая 13 проблему Д. Гильберта1, разрешенную В.И. Арнольдом сов-
местно с А.Н. Колмогоровым. А именно проблема “несводимости произвольного многоместного
отношения к суперпозиции (композиции) двуместных ”.

Разрешение сформулированной проблемы необходимым образом связано с формированием
обоснованного ответа на следующий вопрос – на исследование каких феноменов моделируемых
предметных областей направлена теория графов и её обобщения в современной постнеклассиче-
ской парадигме? На исследование множества объектов, связанных двуместными (попарно, без
петель) отношениями (связями), типа транспортной сети, продуктопроводов или проводников (в
историческом контексте), или на исследование структур сложных систем (типа сигнатур мно-
гоместных отношений в алгебраических системах А.И. Мальцева) [13, 20], абстрагированных от
конкретного наполнения и актуального определения объектов в структуре?

В заключение отметим, что предложенная однообъектная аксиоматика теории графов и её
обобщений позволяет с использованием соответствующих схем кодирования принципиальным
образом изменить методологию алгоритмической реализации разработанных методов и моделей,
исходя, прежде всего, из посылки, что вычислительная сложность алгоритма фактически опре-
деляется структурой модели сложной системы “экспоненциальной” (“гиперэкспоненциальной”)
емкостной сложности (в худшем) от мощности множества элементов (на модели ДМТ [1]), а не
её априорным множеством объектов “линейной” емкостной сложности от своей мощности.

А также разделить на самостоятельные направления абстрактную теорию теоретико-графо-
вых структур и её прагматические приложения, связанные, как нам кажется, с особенностями
антропной визуализации абстрактных моделей, возможно с задействованием механизмом антроп-
ного образного (“геометрического”) мышления.
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Выбор штрафа на логарифмическую функцию правдоподобия при ядерной оценке
плотности вероятности

С.А. Бардасов

Рассмотрим выборку объема n из одномерного распределения. Пусть X1,X2, ...,Xn – выбороч-
ные данные, по которым оценивается истинная функция плотности вероятности f(x). Оценка
функции плотности ядерными функциями Розенблатта-Парзена [1, 2] имеет вид:

f̂(x, h) =
1

n

n∑

i=1

1

h
K

(
x−Xi

h

)
, (1)

где h – ширина окна Парзена, K – ядерная функция (ядро). Обычно полагают, что ядро является
положительной функцией, имеет конечный второй момент и симметрично, т.е.

∫
K(z)dz = 1,

∫
zK(z)dz = 0,

∫
z2K(z)dz = µ2(K) <∞. (2)

Параметр h играет роль фактора, который определяет распространение ядра. Ядерная оценка
построена на ядрах, заданных в каждом наблюдении. Оценка функции плотности f̂(x, h) в точке
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x является просто средним числом n ядерных ординат в этой точке. Ядро можно представлять
как распространение “массы вероятности” величиной 1/n связанной с каждой точкой данных в
окрестностях этих точек. Объединение вкладов от каждой точки данных означает, что в обла-
стях, где имеется много наблюдений, ожидается, что истинная плотность принимает большее
значение, ядерная оценка должна также принять большее значение. Выбор величины h имеет
критическое значение для качества оценки. Большие значения параметра сглаживания h приво-
дят к излишнему сглаживанию, слишком маленькие значения ведут к "пилообразному"графику
ядерной оценки плотности. Ширина окна Парзена h зависит от объема выборки n. С ростом
числа наблюдений параметр h снижается.

Метод средней интегральной квадратической ошибки состоит в выборе такого значения h,
которое минимизирует выражение:

MISE = E

∫ (
f̂(x, h)− f(x)

)2
dx. (3)

Как известно, оценка MISE имеет вид:

MISE =
R(K)

nh
+

1

4
h4µ2(K)2R(f ′′) + o

(
1

nh
+ h4

)
, (4)

где

R(K) =

∫
K(z)2dz, R(f ′′) =

∫
f ′′(z)2dz.

Полагая в (4), что limn→∞nh = ∞, limn→∞h = 0, получим асимптотическую оценку:

AMISE =
R(K)

nh
+

1

4
h4µ2(K)2R(f ′′). (5)

Дифференцируя (5) по h и приравнивая производную к нулю, имеем оптимальную AMISE оцен-
ку параметра h:

h =

(
R(K)

n µ22(K)R(f ′′)

)1
5

. (6)

В дальнейшем для изучения вида штрафа на логарифмическую функцию правдоподобия
рассмотрим оценку функции плотности нормального распределения, т.е. будем полагать, что
истинная функция плотности имеет вид:

f(x) =
1√
2πσ

exp

(−x2
2σ2

)
.

Для оценки функции плотности по выборке будем использовать гауссовы ядра:

1

h
K

(
x−Xi

h

)
=

1√
2πh

exp

(
− (x−Xi)

2

2h2

)
.

Тогда оценка плотности в точке x примет вид:

f̂(x, h) =
1

n

n∑

i=1

1√
2πh

exp

(
− (x−Xi)

2

2h2

)
.

В рассматриваемом примере

R(K) =
1√
4π
, µ2(K) = 1, R(f ′′) =

3

8
√
πσ5

.

Следовательно, AMISE оценка параметра сглаживания равна

h = σ
5

√
4

3n
. (7)
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Рассмотрим оценку параметра сглаживания, основанную на модельной функции правдоподо-
бия, которая в случае ядерной оценки имеет вид:

n∏

j=1

f̂(Xj , h) =
n∏

j=1

1

nh

n∑

i=1

K

(
Xj −Xi

h

)
.

Для оценки параметра сглаживания можно попытаться применить критерий оптимальности, ис-
пользующий логарифмическую функцию правдоподобия:

1

n

n∑

j=1

ln(f̂(Xj , h))

Однако данная функция неограниченно возрастает при значениях параметра сглаживания стре-
мящихся к нулю, что соответствует исходному дискретному набору данных.

Один из методов устранения этой проблемы называется перекрестной оценкой (кросс-вали-
дацией). В этом случае случае определяют значение h, максимизирующее выражение:

n∑

j=1

ln(f̂(Xj , h)) =

n∑

j=1

ln


 1

nh

n∑

i=1,i 6=j

K

(
Xj −Xi

h

)


Как показывают практические оценки параметра сглаживания, в этом случае получают завы-
шенное значение h, т.е. сглаживание будет излишним.

Другой метод [3, 4] состоит в наложении штрафа на логарифмическую функцию правдопо-
добия, который препятствует ее неограниченному возрастанию. Критерий оптимальности имеет
вид:

1

n

n∑

j=1

ln(f̂(Xj , h)) − Φ(f),

где Φ(f) – штрафной функционал, зависящий от свойств оцениваемой плотности. Например,
предлагают использовать штраф, пропорциональный следующим интегралам: R((

√
f)′), R((

√
f)′′),

R((lnf)′′′).
Рассмотрим случай большого числа наблюдений. Для рассматриваемого здесь примера, рас-

смотрим следующий критерий оптимальности:

1

n

n∑

j=1

ln{Ef̂(Xj , h)} −
4σ

3nh
(8)

В (8) для получения оценки параметра сглаживания произведена замена выборочной ядерной
оценки функции плотности f̂(Xj , h) на математическое ожидание Ef̂(Xj , h), т.е.

f̂(Xj , h) =
1

nh

n∑

i=1

K

(
Xj −Xi

h

)
→ Ef̂(Xj , h) =

1

h

∫
K

(
Xj − y

h

)
f(y)dy.

При большом объеме выборки

1

n

n∑

j=1

ln{Ef̂(Xj , h)} ≈
∫

ln{Ef̂(x, h)}f(x)dx =

∫
ln

(∫
1

h
K

(
x− y

h

)
f(y)dy

)
f(x)dx.

При оценке функции плотности нормального распределения с использованием гауссовых ядер,
имеем: ∫

1

h
K

(
x− y

h

)
f(y)dy =
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=

∫
1√
2πh

exp

(
− (x− y)2

2h2

)
1√
2πσ

exp

(−y2
2σ2

)
dy =

1√
2π(σ2 + h2)

exp

( −x2
2(σ2 + h2

)
.

Тогда критерий оптимальности (8) рассматриваемого примера примет вид:

∫ ∞

−∞
f(x) ln

(
1√

2π(σ2 + h2)
exp

( −x2
2(σ2 + h2)

))
dx− 4σ

3hn
. (9)

Проведя вычисления, получим:

∫ ∞

−∞

1√
2πσ

exp

(−x2
2σ2

)
ln

(
1√

2π(σ2 + h2)
exp

( −x2
2(σ2 + h2)

))
dx− 4σ

3hn
=

=

∫ ∞

−∞

1√
2πσ

exp

(−x2
2σ2

)
ln

(
1√

2π(σ2 + h2)

)
dx−

−
∫ ∞

−∞

1√
2πσ

exp

(−x2
2σ2

)
x2

2(σ2 + h2)
dx− 4σ

3hn
=

= ln

(
1√

2π(σ2 + h2)

)
− σ2

2(σ2 + h2)
− 4σ

3hn
=

= − ln
(√

2πσ
)
− 1

2
ln
(
1 + h2/σ2

)
− 1

2(1 + h2/σ2)
− 4σ

3hn
.

Разлагая в ряд Тейлора второе и третье слагаемые по степеням h2/σ2, имеем:

− ln
(√

2πσ
)
− h4

4σ4
+ o

(
h4

σ4

)
− 4σ

3hn
.

Таким образом, при большом числе наблюдений получим:

− ln
(√

2πσ
)
− h4

4σ4
− 4σ

3hn
.

Найдем производную последнего выражения по h и приравняем ее к нулю:

−h
3

σ4
+

4σ

3nh2
= 0.

Тогда оптимальное значение параметра сглаживания совпадет со значением, полученным мето-
дом AMISE (7).

Таким образом, для первоначальной непараметрической оценки неизвестной функции плот-
ности можно использовать следующий критерий:

1

n

n∑

j=1

ln(f̂(Xj , h))−
4σ̂

3nh
, (10)

или
1

n

n∑

j=1

ln

(
1

nh

n∑

i=1

K

(
Xj −Xi

h

))
− 4σ̂

3nh
.

где σ̂ – выборочное стандартное отклонение. В критерии (10) штраф зависит от числа наблюдений
n и его значение уменьшается с ростом числа наблюдений при условии, что limn→∞(nh) = ∞.
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Об одной комбинаторной задаче классификации подпространств ядра
H-самосопряженной матрицы

Ю.И. Большаков

1. Теорема Б. Райхштейна.

Пусть матрицы X, H ∈ C
n×n; detH 6= 0; H∗ = H. Сопряжённую к X матрицу XH определим

соотношением: XH := H−1X∗H. Матрицу A ∈ C
n×n назовём H-самосопряженной, если AH = A,

матрицу U ∈ C
n×n – H-унитарной, если UHU = I.

В работе [1] Б.З. Райхштейн сформулировал и решил задачу классификации собственных
подпространств симметрического линейного оператора, действующего в псевдоевклидовом про-
странстве. Мы же будем вести изложение в неинвариантном матричном виде, что технически
оправдано но, с другой стороны, требует некоторых дополнительных (довольно тривиальных)
проверок на инвариантность некоторых понятий (H–самосопряженность, H-унитарность и др.).
Так, например, при смене базиса с помощью матрицы перехода T матрица X оператора действу-
ющего в C

n, и матрица H, задающая невырожденную полуторалинейную функцию на C
n ×C

n

изменяются по закону
X ′ = T−1XT, (1)

H ′ = T ∗HT. (2)

Соотношения (1) и (2) приводят, в частности, к следующим эквивалентностями: XH =H−1X∗H

⇔ X ′H′
= (H ′)−1(X ′)∗H ′, AH = A⇔ A′H′

= A′, UHU = I ⇔ U ′H′

U ′ = I.
Для формулировки задачи классификации в [1], нам потребуется каноническая форма H-

самосопряженной над C матрицы A. Её вид приведен, например, в [2].

Теорема 1. Пусть H – невырожденная эрмитова n× n матрица, A – H-самосопряженная
n × n матрица (AH = A). Тогда существует невырожденная матрица T над C и такая, что
матрицы A′ := T−1AT и H ′ := T ∗HT имеют вид

A′ = Jk1(λ1)⊕ . . . ⊕ Jkα(λα)⊕ [Jkα+1(λα+1)⊕ Jkα+1(λα+1)]⊕ . . .⊕ [Jkβ (λβ)⊕ Jkβ (λβ)], (3)

где λ1, . . . , λα – вещественные, а λα+1, . . . , λβ – невещественные, имеющие положительные мни-
мые части, числа, и

H ′ = ε1Qk1 ⊕ . . . εαQkα ⊕Q2kα+1 ⊕ . . .⊕Q2kβ . (4)

Здесь Jki(λi) – жорданова клетка размеров ki × ki, отвечающая собственному числу λi, εi = 1,
или εi = −1, Qki – матрица размеров ki × ki вида

Qki =




0 0 . . . 1
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 1 . . . 0
1 0 . . . 0



. (5)
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Пара (A′, H ′) определена однозначно с точностью до синхронной перестановки блоков
(Jki(λi), εiQki) или ([Jkj (λj)⊕ [Jkj (λj)], Q2kj) пары из (3) и (4).

Полное доказательство теоремы Б. Райхштейна можно найти, например, в работе (3), мы же
приведем здесь лишь её формулировку.

Теорема 2 (Б. Райхштейн). Пусть A – H-самосопряженная нильпотентная матрица с
элементами из C; канонический вид пары (A′, H ′) описан в теореме 1. Пусть k1 жордановых
блоков размера n1 × n1, из которых первые k+1 блоков имеют ε = 1 и последние k−1 = k1 − k+1
блоков имеют ε = −1; k2 жордановых блоков размера n2 × n2, из которых первые k+2 блоков
имеют ε = 1 и последние k−2 = k2 − k+2 блоков имеют ε = −1; ; . . . ; ks жордановых блоков
размера ns × ns, из которых первые k+s блоков имеют ε = 1 и последние k−s = ks − k+s блоков
имеют ε = −1. Пусть

n1 > n2 > . . . > ns, (6)

и пусть V – собственное подпространство A, т.е. AV = 0. Тогда существует базис C
n состо-

ящий из векторов

{eαβt}, t = 1, 2, . . . , s, β = 1, 2, . . . , kt, α = 1, 2, . . . , nt, (7)

такой, что (I) базис (7) – канонический для A, т.е., A′eijt = ei−1,jt(e0jt = 0) и

e∗
ĩj̃ t̃
H ′eijt =





+1, если t = t̃, j = j̃, i+ ĩ = nt + 1, j = 1, 2, . . . , k+t ,

−1, если t = t̃, j = j̃, i+ ĩ = nt + 1, j = k+t + 1, k+t + 2, . . . , k,t
0, в остальных случаях,

и (II) существует однозначно определённая 3× s матрица Λ, элементы которой суть неотри-
цательные числа, вида

Λ =



l01 l02 . . . l0s
l+1 l+2 . . . l+s
l−1 l−2 . . . l−s


 (8)

и такая, что
l+t + l0t ≤ k+t , l

−
t + l0t ≤ k−t , t = 1, 2, . . . , s, (9)

а подпространство V := T−1V есть

V ′ = span{e11t, e12t, . . . , e1,l+t ,t, e1, k+t +1,t, e1,k+t +2,t, . . . , e1,k+t +l−t ,t, e1,l+t +1,t+

e1,k+t +l−t +1,t, e1,l+t +2,t + e1,k+t +l−t +2,t, . . . , , e1,l+t l0t ,t
+ e1,k+t +l−t +l0t ,t

}t = 1, 2, . . . , s. (10)

Следствие 1. Любая 3× 2s матрица

M :=



n1 n2 . . . ns l01 l02 . . . l0s
k+1 k+2 . . . k+s l+1 l+2 . . . l+s
k−1 k−2 . . . k−s l−1 l−2 . . . l−s


 (11)

состоящая из неотрицательных целых чисел, удовлетворяющих соотношениям (6) и (9), опре-
деляет с точностью до перестановки блоков каноническую тройку (A′, H ′, V ′). Здесь A′ имеет
вид (3) с λi = 0, i = 1, 2, . . . , α, H ′–вид (4), причем слагаемые с номерами α + 1, α + 2, . . . , β
отсутствуют, а V ′ имеет вид (10).

Если

П :=



n1 n2 . . . ns
k+1 k+2 . . . k+s
k−1 k−2 . . . k−s


 , (12)

то матрица M из (11) имеет вид:
M = [П|Λ], (13)
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где Λ из (8).

2. Задача, которая будет решена в настоящей статье, состоит в следующем. Дана матрица П
вида (12), в которой числа ni, k

+
i , k

−
i (i = 1, 2, . . . , s) из теоремы 2. Нужно найти число матриц

Λ вида (8) (или, что равносильно, число матриц M вида (11), где П задана), в которых элемен-
ты l0i , l

+
i , l

−
i суть неотрицательные целые, удовлетворяющие соотношениям (9). Априори ясно,

что число таких матриц конечно. Заметим, что сформулированная выше задача, равносильна
следующей.

Дана нильпотентная H-самосопряженная матрица A, канонический вид которой описывается
с помощью матриц П из (12). Два подпространства V1, V2 ⊂ Ker A назовём эквивалентными,
если существует H-унитарная матрица и такая, что UA = AU, U(V1) = V2. В работе [3] показано,
что число таких классов эквивалентности конечно и равно числу решений системы неравенств
(9), т.е. числу матриц M вида (11) с заданной матрицей textП вида (12) и неизвестной матрицей
Λ вида (8). Получим формулу, выражающую число матриц M вида (11). С этой целью найдём
сначала число H-унитарно неэквивалентных подпространств L ⊂ R

n, если p – положительный
индекс инерции H, m – отрицательный индекс инерции H; p ≤ m, p+m = n.

Лемма 1. Число неэквивалентных подпространств H-унитарного пространства R
n равно

1

6
(p+ 1)(p + 2)(3(m + 1)− p) (14)

где p – положительный, m – отрицательный индекс инерции функции [x, y] := y∗Hx, p+m = n
(случай p ≤ m).

Доказательство. Вычислим числоH-унитарно неэквивалентных подпространств L для каж-
дой размерности dimL.
0. dimL = 0. Число подпространств: 1.
1. dimL = 1. Число подпространств: 3, ибо число "+", "−", "0"суть: (1, 1, 1).
2. dimL = 2. Число подпространств: 6 = C2

3 = C2
3+2−1 = C2

4 = 4·3
2 .

3. dimL = 3. Число подпространств: 10 = C3
3 = C3

5 = C2
5 .

4. dimL = 4. Число подпространств: 15 = C3
4 = C6

4 = C2
6 .

· · ·
p− 1). dimL = p− 1. Число подпространств: p(p+1)

2 = Cp−1
3 = Cp−1

p+1 = C2
p+1.

p). dimL = p. Число подпространств: (p+1)(p+2)
2 = Cp

3 = Cp
p+2 = C2

p+2.

Общее число таких подпространств суть 1+3+6+10+151+ . . .+ c2p+2 =
p∑

k=0

C2
k+2 == 1

2

p∑
k=0

(k2 +

3k + 2) = 1
2(

1
6p(p = 1)(2p + 1) + 3p(p+1)

2 + 2(p+ 1)) = 1
6(p+ 1)(p + 2)(p+ 3). Таким образом, число

неэквивалентных подпространств L, размерности dimL ≤ p, есть

1

6
(p+ 1)(p + 2)(p + 3). (15)

Вычислим теперь число подпространств L, размерность которых ограничена в пределах:

p+ 1 ≤ dimL ≤ m. (16)

Введем следующие обозначения: π = π(L) – положительный индекс инерции H|L, µ := µ(L) –
отрицательный индекс инерции H|L, ν := ν(L) – дефект H|L. Ясно, что π + µ+ ν = dim L, π ≤
p, µ ≤ m, ν ≤ p− π – максимальное число нулей H|L.
p+1). dimL = p+1. Если бы было π = p+1, то число подпространств равнялось бы C

p+1
3 , но нужно

выкинуть те, которые отвечают µ = 0 (число задействованных плюсов p+1 в каждый (p+1)-ке),

т.е. присутствуют лишь плюсы и нули, таких будет C
p+1
2 . Таким образом, число неэквивалентных

подпространств размерность которых равно p+ 1, равно C
p+1
3 − C

p+1
2 = C2

p+3 − C1
p+2 = C2

p+2.

p + 2). dimL = p + 2. Если бы было π = p + 2, то число подпространств равнялось бы C
p+2
3 . Но
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нужно выкинуть те (p+2)-ки, у которых µ = 0 (p+2 плюса) и µ = 1 (p+1–плюс). Таким образом,

число неэквивалентных подпространств равно C
p+2
3 − C

p+2
2 − C

p+1
2 = C2

p+2.
· · ·
m). dimL = m. Если бы было π = m = p(m − p), то число неэквивалентных подпространств
равнялся бы C

m
3 . Но нужно выкинуть те m–ки, у которых µ = 0 (m-плюсов), µ = 1 (µ−1-плюсов),

... , µ = m − p − 1 (p + 1-плюс). Таким образом, число неэквивалентных подпространств равно

C
m
3 −Cm

2 −Cm−1
2 −· · ·−Cp+1

2 = C2
m+2−C1

m+1−C1
m−· · ·−C1

p+2 =
(m+2)(m+1)

2 −(m+1+m+· · ·+p+2) =
m2+3m+2

2 − ( (m+1)+(p+2)
2 )(m− p) = 1

2(p
2 + 3p + 2) = C2

p+2.
Итак, если dimL удовлетворяет двойному неравенству (16), то число всех неэквивалентных

подпространств, размерность которых удовлетворяет (16), равно C2
p+2(m− p).

Следующие вычисления могут быть осуществлены на том же пути, который мы продемон-
стрировали выше. Но мы предпочитаем другой, более геометричный с нашей точки зрения под-
ход.

Именно, согласно задаче 1895 книги [4, c. 245] сумма dimV + dimV ⊥ = n и того факта,
что (V ⊥

1 )⊥ = V [5, c. 339] из H–унитарности подпространств L и L′ следует H–унитарность их
ортогональных дополнений: L⊥ и L′⊥ [6, c. 29].

Заметим, что V ∩ V ⊥ – вполне изотропное подпространство в R
n, т.е. H|V ∩ V ⊥ = 0. Из

вышеприведенных соображений следует, что отображение подпространств f : V → V ⊥ биекция.
В самом деле, инъективность f следует из следующих соображений. Если f(V1) = f(V2), т.е.
V ⊥
1 = V ⊥

2 , откуда (V ⊥
1 )⊥ = (V ⊥

2 )⊥, и, следовательно, V1 = V2. Сюръективность отображения f
получается так. Пусть W ⊂ R

n, рассмотрим f(W⊥) = (W⊥)⊥ =W.
Далее, рассмотрим систему Sq H-унитарно неэквивалентных подпространств данной размер-

ности q ≤ p. Символом S⊥
q обозначим систему подпространств W таких, что W = V ⊥, V ∈ Sq. В

силу предыдущего, |Sq| = |S⊥
q | = C2

q+2, dimW = n− q, если W ∈ S⊥
q . Таким образом,

|Sq| =





C2
q+2, 0 ≤ q ≤ p,

C2
q+2, p+ 1 ≤ q ≤ m,

C2
p+m+2−q, m+ 1 ≤ q ≤ p+m.

(17)

Найдем число неэквивалентных подпространств L, для которых

m+ 1 ≤ dimL ≤ m+ p, (m+ p = n). (18)

Это число получается суммированием последней строчки из соотношения (17):
m+p∑

q=m+1
C2
p+m+2−q

=
p−1∑
i=0

C2
p+1−i =

1
2

p−1∑
i=0

(p+1− i)(p− i) = 1
2

p−1∑
i=0

(i2 − (2p+1)i+ p(p+1)) = 1
2(

1
6 (p− 1)p(2p− 1)− (2p+

1)p(p−1)
2 +p2(p+1)) = p

12 (2p
2+6p+4) = 1

6p(p+1)(p+2). Наконец,
n∑

q=0
|Sq| = 1

6(p+1)(p+2)(p+3)+

(p+2)(p+1)
2 (m−p)+ 1

6p(p+1)(p+2) = 1
6(p+1)(p+2)(p+3+3m−3p+p) = 1

6(p+1)(p+2)(3m+3−p),
откуда и следует формула (14). �

Формула (14) имеет место, если p ≤ m. Если же, m ≤ p, то в (14) нужно сделать замену:
p 7→ m, m 7→ p.

Вернёмся теперь в основной задаче перечисления матриц Λ из (8), элементы которой удо-
влетворяют системе неравенств (9), матрица П из (12) задана, элементы её описаны в условиях
теоремы 2. Если параметр s в теореме 2 равен 1, то общее число неэквивалентных подпространств
из Ker A есть S = 1

6 (k
1 + 1)(k1 + 2)(3k1 + 3− k1), где

k1 = min{k+1 , k−1 }, k1 = max{k+1 , k−1 }. (19)

Используя правило произведения [7, c. 18] при s = 2 число неэквивалентных подпространств
равно

S =
1

62
(k1 + 1)(k1 + 2)(3k1 + 3− k1)(k2 + 1)(k2 + 2)(3k2 + 3− k2) (20)
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Если же s – произвольное натуральное, то число неэквивалентных подпространств есть

S =
1

6s
Пs

i=1(k
i + 1)(ki + 2)(3ki + 3− ki). (21)

Теорема 3. Пусть A – H-самосопряженная нильпотентная матрица, канонический вид
пары (A′, H ′) описан в теореме 2. Число H-унитарно неэквивалентных подпространств Ker A
вычисляется по формуле (21). Здесь kt = max{k+i , k−i }, ki = min{k+i , k−i }, а числа k+i и k−i
(i = 1, 2, . . . , s) из Теоремы 2.

Пример, иллюстрирующий формулу (21). Пусть, например, k+1 = k−1 = 1, k+2 = k−2 = 2, n =
2n1+4n2, Ker A =< e+1 , e

−
1 , f

+
1 , f

−
1 , f

+
2 , f

−
2 > . Здесь dimKer A = 6, f+1 ∼ f+2 , f

−
1 ∼ f−2 , s = 2.

Формула (21) примет вид S = 1
62

· 2 · 3(3 + 3 − 1) · 3 · 4(6 + 3 − 2) = 5 · 14 = 70. Перечислим все
неэквивалентные явно. Следующие 5 неэквивалентных подпространств относятся к первым двум
клеткам с ε = 1 и ε = −1 соответственно: < 0 >, < e+1 >, < e−1 >, < e+1 + e−1 >, < e+1 , e

−
1 >

а последующие 14 неэквивалентных подпространств относятся ко вторым четырем клеткам, две
из которых имеют ε = 1, и две – число ε = −1 :
< 0 >, < f+1 >, < f−1 >, < f+1 + f−1 >, < f+1 , f

−
1 >, < f+1 , f

+
2 >, < f−1 , f

−
2 >, < f+1 , f

+
2 + f−2 >,

< f−1 , f
+
2 + f−2 >,< f+1 + f−1 , f

+
2 + f−2 >,< f+1 , f

−
1 , f

+
2 >,< f+1 , f

−
1 , f

−
2 >,< f+1 , f

−
1 , f

+
2 + f−2 >,

< f+1 , f
−
1 , f

+
2 , f

−
2 > .

Расположим подпространства в порядке возрастания их размерностей.
0) < 0 >, s0 = 1;
1) < e+1 >, < e−1 >, < f+1 >, < f−1 >, < e+1 + e−2 >, < f+1 + f−1 >, s1 = 6;
2) < e+1 , e

−
1 >, < e+1 , f

+
1 >, < e+1 , f

−
1 >, < e−1 , f

+
1 >, < e−1 , f

−
1 >, < f+1 , f

−
1 >, < f+1 , f

+
2 >,

< f−1 , f
−
2 >,< e+1 + e−1 , f

+
1 >,< e+1 + e−1 , f

−
1 >,< e+1 , f

+
1 + f−1 >, < e−1 , f

+
1 + f−1 >, < f+1 + f−1 , f

+
2 >,

< f+1 + f−1 , f
−
2 >, < e+1 + e−1 , f

+
1 + f−1 > < f+1 + f−1 , f

+
2 + f−2 >, s2 = 16;

3) < e+1 , e
−
1 , f

+
1 >,< e+1 , e

−
1 , f

−
1 >,< e+1 , f

+
1 , f

−
1 >,< e+1 , f

+
1 , f

+
2 >,< e+1 , f

−
1 , f

−
2 >,< e−1 , f

+
1 , f

−
1 >,

< e−1 , f
+
1 , f

+
2 >, < e−1 , f

−
1 , f

−
2 >, < f+1 , f

+
2 , f

−
1 >, < f−1 , f

−
2 , f

+
1 >, < e+1 + e−1 , f

+
1 , f

−
1 >,

< e+1 + e−1 , f
+
1 , f

+
2 >, < e+1 + e−1 , f

−
1 , f

−
2 >, < e+1 , e

−
1 , f

+
1 + f−1 >, < e+1 , f

+
2 , f

+
1 + f−1 >,

< e+1 , f
−
2 , f

+
1 + f−1 >,< e−1 , f

+
2 , f

+
1 + f−1 >,< e−1 , f

−
2 , f

+
1 + f−1 >,< e+1 + e−1 , f

+
1 + f−1 , f

+
2 >,

< e+1 + e−1 , f
+
1 + f−1 , f

−
2 >,< e+1 , f

+
1 + f−1 , f

+
2 + f−2 >, < e−1 , f

+
1 + f−1 , f

+
2 + f−2 >, < e+1 + e−1 , f

+
1 +

f−1 , f
+
2 + f−2 >, < f+2 , f

−
2 , f

+
1 + f−1 >, s3 = 24.

4) < e+1 , e
−
1 , f

+
1 , f

−
1 >, < e+1 , e

−
1 , f

+
1 , f

+
2 >, < e+1 , e

−
1 , f

−
1 , f

−
2 >, < e+1 , f

+
1 , f

+
2 , f

−
1 >,

<e+1 , f
−
1 , f

−
2 , f

+
1 >,<e

−
1 , f

+
1 , f

+
2 , f

−
1 >,<e

−
1 , f

−
1 , f

−
2 , f

+
1 >,<f

+
1 , f

−
1 , f

+
2 , f

−
2 >,<e

+
1 +e−1 , f

+
1 , f

−
1 , f

+
2 >,

< e+1 + e−1 , f
+
1 , f

−
1 , f

−
2 >,< e+1 , f

+
1 + f−1 , f

+
2 , f

−
2 >,< e−1 , f

+
1 + f−1 , f

+
2 , f

−
2 >,< e+1 , e

−
1 , f

+
1 + f−1 , f

+
2 >,

< e+1 , e
−
1 , f

+
1 + f−1 , f

−
2 >, < e+1 + e−1 , f

+
1 + f−1 , f

+
2 , f

−
2 >, < e+1 , e

−
1 , f

+
1 + f−1 , f

+
2 + f−2 >, s4 = 16;

5) < e+1 , e
−
1 , f

+
1 , f

−
1 , f

+
2 >,< e+1 , e

−
1 , f

+
1 , f

−
1 , f

−
2 >,< e+1 , f

+
1 , f

−
1 , f

+
2 , f

−
2 >,< e−1 , f

+
1 , f

−
1 , f

+
2 , f

−
2 >,

< e+1 + e−1 , f
+
1 , f

−
1 , f

+
2 , f

−
2 >, < e+1 , e

−
1 , f

+
1 + f−1 , f

+
2 , f

−
2 >, s5 = 6;

6) < e+1 , e
−
1 , f

+
1 , f

−
1 , f

+
2 , f

−
2 >, s6 = 1.

Таким образом, S =
6∑

i=0
si = 1+6+16+24+16+6+1 = 70, что согласуется с формулой (21).

Заметим, что небольшое увеличение чисел k+i (k
−
i ) ведет к быстрому росту числа s в формуле

21.
Так, например, если k+1 = k−1 = 1, k+2 = k−2 = 2, k+3 = 3, k−3 = 4, то из (21) следует, что

s = 2800.
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Проблемы моделирования деформационного поведения железа при совместном
действии неоднородного поля напряжений и диффузионного потока водорода

Е.П. Борматова

Рассматривается проблема выбора параметров состояния для макроскопического моделирования
синергического эффекта ползучести в потоке водорода. Для моделирования диффузии в цилин-
дрическом образце при насыщении водородом из электролита используются аналитические реше-
ния. Показано, что ключевыми вопросами при моделировании являются значение коэффициента
диффузии и тип краевых условий.

Введение. Различные аспекты взаимодействия водорода с металлами изучаются уже более 150
лет. Технологически неизбежное присутствие водорода в металле может ухудшать его прочност-
ные свойства, поэтому влияние предварительно введенного водорода на механическое поведение
металлов, в частности железа, до сих пор является предметом многих экспериментальных и тео-
ретических исследований.

Однако в 60-х годах прошлого века было обнаружено, что насыщение некоторых металлов и
сплавов водородом непосредственно в процессе нагружения вызывает качественно новые эффек-
ты, носящие синергический характер. А именно, при совместном действии неоднородного поля
напряжений и потока водорода можно наблюдать деформации, на порядки большие тех, что
имеют место при воздействии каждого из этих факторов в отдельности. Обширный обзор лите-
ратуры по данному вопросу содержится в [1]. К настоящему времени специфические эффекты
пластичности обнаружены для металлов группы Va ванадия, ниобия, тантала, циркония; палла-
дия; железа и его сплавов, сплавов с памятью формы, аморфных сплавов. Физическая природа
данного явления до конца не исследована и не является объектом нашего изучения; отметим толь-
ко что, предположительно, сверхпластичность является результатом особого состояния металла,
возникающего при одновременном действии неоднородного поля напряжений и диффузионного
потока водорода. Однако при макроскопическом моделировании, в рамках механики сплошных
сред, не обязательно знать детально физическую природу процесса. Целью настоящей работы
как раз и является макроскопическое моделирование одного из проявлений синергического эф-
фекта пластичности, а именно, ползучести α-железа при наводораживании. В основу построения
определяющих уравнений положена концепция уравнения состояния с внутренними параметра-
ми.

Экспериментальные результаты. Моделируется эксперимент по электролитическому на-
сыщению водородом цилиндрического образца, находящегося под действием постоянного крутя-
щего момента. На основе анализа экспериментов, описанных в [1-2], выделены следующие зако-
номерности, важные для построения математичеcкой модели:

• процесс деформации идёт только при активной подаче водорода и прекращается немедлен-
но после выключения тока;

• необходимое условие развития деформации – наличие касательных напряжений;
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• эффект наблюдается при нагружении как выше так и ниже макроскопического предела
текучести;

• скорость деформации последействия определяется плотностью тока; существует критиче-
ская величина тока, ниже которого эффекты незаметны; существует предельная деформа-
ция для металла с заданной термомеханической предысторией;

• эффект не вызывается появлением несплошностей;

• активному процессу деформации предшествует некоторый инкубационный период, умень-
шающийся с ростом нагрузки или тока; для значений плотности катодного тока в районе
ic=1000Ам−2 инкубационный период не зависит от напряжений;

• синергические эффекты наблюдаются только для металлов с достаточно большим коэф-
фициентом диффузии (D >10−10м2с−1 ), исключение: цирконий

В данной работе рассматривается случай нагружения ниже макроскопического предела упруго-
сти. В этом случае кривая деформирования имеет типичную S-образную форму кривой насыще-
ния.

Включение в модель некоторого параметра состояния требует определения соответствующих
констант – коэффициентов уравнения. Для идентификации этих коэффициентов понадобятся
специальные эксперименты. Поэтому на первом этапе мы стремились обойтись по возможности
наименьшим числом параметров. Из перечисленных закономерностей следует, что параметра-
ми состояния, связанными с введением водорода и влияющими на скорость ползучести, могут
являться концентрация водорода, градиент концентрации, скорость изменения концентрации.
Рассмотрим, как меняются эти величины в процессе насыщения.

Моделирование процесса диффузии: включение тока. Поставим задачу о насыщении
водородом цилиндра (диаметр 8 · 10−4 м; длина 8 · 10−2 м), помещённого в раствор электролита
(образец служит катодом) ([2]). Принимая во внимание размеры образца и условия насыщения,
изменением концентрации вдоль оси образца пренебрегаем. Уравнение диффузии в полярных
координатах имеет вид ([3]):

∂c(t, r)

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
rD(r)

∂c(t, r)

∂r

)
, 0 ≤ r < R, 0 < t < +∞. (1)

Здесь:t – время, r – текущий радиус, c(r, t) – концентрация атомов водорода, D – коэффициент
диффузии, радиус цилиндра Есть данные о том, что накопленная пластическая деформация
изменяет коэффициент диффузии, следовательно, в процессе насыщения D будет меняться и
зависеть от r. Также, согласно [4], D зависит от градиента касательных напряжений. Но на
первом этапе моделирования будем считать D постоянным. Тогда (1) упрощается:

∂c(t, r)

∂t
= D ·

(
∂2c(t, r)

∂r2
+

1

r

∂c(t, r)

∂r

)
. (2)

Образец предварительно обезводорожен, поэтому начальное условие

c(0, r) = 0, 0 ≤ r ≤ R. (3)

Основной проблемой в данном случае является постановка краевого условия. Согласно экспери-
ментам, интенсивность деформации зависит, в первую очередь, от состава электролита и величи-
ны анодного тока, оказывает влияние и форма анода. Эти параметры определяют концентрацию
ионов водорода в электролите вблизи поверхности образца. Далее, с течением времени на поверх-
ности образца образуется плёнка, препятствующая проникновению. Также может иметь место
десорбция. С другой стороны, при больших значениях плотности катодного тока (i = 1000A/м2)
время запаздывания ползучести не зависит от напряжений. Такая плотность тока соответствует
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высокому давлению [5]. Поэтому есть основания считать, что независимость времени запаздыва-
ния от напряжений служит индикатором того, что высокое давление подавляет все поверхност-
ные процессы. Поверхность “пробивается”, и в приповерхностном слое практически мгновенно
создаётся равновесная с давлением (при данной температуре) концентрация атомов водорода с0
. Тогда краевое условие примет простейший вид:

c(t, R) = c0, 0 ≤ t < +∞. (4)

Краевое и начальное условия (3) и (4) не согласованны при t = 0, поэтому имеется ввиду обоб-
щенное решение [3]; на практике с0 устанавливается не мгновенно. Следуя технике разделения
переменных [3], легко получить аналитическое решение задачи (2)-(4) в виде ряда Фурье:

c (t, r) = c0

[
1− 2 ·

∞∑

n=1

1

µ
(0)
n J1(µ

(0)
n )

· J0
(
µ
(0)
n r

R

)
· exp

(
−Dµ

(0)2

n

R2
t

)]
. (5)

Здесь J0(x), J1(x) – функции Бесселя первого рода нулевого и первого порядков, соответственно;

µ
(0)
n – последовательные корни функции J0(x). В общем случае, суммирование рядов Фурье –

известная некорректная задача, с которой можно справиться специальными методами, но в дан-
ном случае это не нужно. При наших порядках величин все “неприятности” в виде пилообразного
поведения функции (5) в окрестности r ≈ R заканчиваются в пределах 5 секунд, а за это вре-
мя в эксперименте ничего не происходит. Так что по формуле (5) можно проследить заполнение
водородом объёма образца.

Разброс коэффициентов диффузии для α-железа, определённых электролитическим способом
разными авторами, достигает четырёх порядков [6]. Это объясняется, в основном, поверхност-
ными эффектами и наличием “ловушек”, есть и другие причины. Но основной массив величин
находится в районе D ≈ 10−9м2сек−1. Непосредственная подстановка в формулу (5) значения
D = (1.8 − 7) · 10−9м2сек−1 (взято из [7] для Армко-железа, отожженного в вакууме в тече-
ние 8 часов) показывает, что в этом случае заполнение поперечного сечения до максимально
возможного значения концентрации с0 происходит в течение одной минуты. В эксперименте же
инкубационный период до начала процесса деформирования составляет около пяти минут. Для
D = 5, 8 · 10−10м2сек−1 (значение из [8] для чистого железа, информация о термообработке от-
сутствует) полное заполнение образца, согласно (5) происходит в течение нескольких минут, что
также не соответствует характерным временам в эксперименте. Только значения коэффициента
диффузии в окрестности D ≈ 1 · 10−10м2сек−1 дают картину распределения концентрации по
времени, соответствующую временным параметрам эксперимента: заполнение приповерхностно-
го слоя в течение нескольких минут и полное заполнение в течение приблизительно тридцати
минут – к этому времени деформационный процесс останавливается. В докладе приводятся гра-
фики изменения концентрации и её производных по времени и радиусу.

Однако в [1] указывается, что синергические эффекты имеют место только для материалов
с коэффициентом диффузии D ≈ 10−9 − 10−10м2сек−1. Мы видим две основные причины этого
несоответствия: влияние поверхностных эффектов (т.е. другое краевое условие) и влияние “лову-
шек” водорода. Обе возможности были далее численно проанализированы в настоящей работе.

Выключение тока. Пусть t1 – момент времени, когда ток выключается. Обозначим f1(r) =
c (t1, r), где c (t1, r) – концентрация водорода, вычисленная по формуле (5) при t = t1. Тогда
начальное условие для (2):

c (0, r) = f1(r), 0 ≤ r < R. (6)

Если пренебречь десорбцией и считать, что после выключения тока водород из образца не выхо-
дит, то граничное условие для (2):

∂c(r, t)

∂r

∣∣∣∣
r=R

= 0, t1 ≤ t < +∞. (7)
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Задача (2), (6), (7) также имеет аналитическое решение в виде ряда Фурье:

c(t, r) = ϕ0 +

∞∑

n=1

ϕn · J
(
µ
(1)
n r

R

)
· exp

(
−Dµ

(1)2

n

R2
t

)
, (8)

где ϕ0 и ϕn – коэффициенты Фурье для функции f1(r):

ϕ0 =
2

R2

R∫

0

r · f1 (r) dr, ϕn =
2

R2J2
0 (µ

1
n)

R∫

0

r · f1 (r) · J0
(
µ
(1)
n r

R

)
dr ,

µ
(1)
n – корни функции J1(x). Вычисления по формуле (8) показывают, что в приповерхностном

слое быстрее всего меняется именно концентрация, а не её производные. Но скорость изменения
концентрации не настолько большая, чтобы объяснить мгновенную остановку деформации при
выключении тока, и её возобновление при включении.

В [9, 10] предложена модель проникновения водорода из электролита, учитывающая процессы
адсорбции и десорбции. Приняв поверхностную концентрацию постоянной, авторы пришли к
линейным краевым условиям 3-го рода:

(
D
∂c

∂r
+ kc

)

r=R

= 0, t > 0. (9)

Решение задачи (2), (6), (9) также можно получить методом разделения переменных:

c(t, r) =

∞∑

n=1

ϕn · J0
(
µ
(2)
n r

R

)
· exp

(
−Dµ

(2)2

n

R2
t

)
, (10)

где ϕn даются выражениями:

ϕn =
2µ

(2)2

n

R2[µ
(2)2

n + k2R] · J2
0

(
µ
(2)
n

)
R∫

0

r · f1 (r) · J0
(
µ
(2)
n r

R

)
dr,

µ
(2)
n – последовательные положительные корни уравнения µ · J ′

0(µ) + kRJ0(µ) = 0.
Порядок константы k был взят из работы [ ], хотя там использовались много меньшие плот-

ности катодного тока.

Последовательное включение и выключение тока. В этом случае формулы (5) и (10)
применялись последовательно; изменения в краевых условиях очевидны. В итоге мы получи-
ли ступенчатое изменение концентрации в приповерхностном слое, соответствующее экспери-
ментальному графику деформирования. Для моделирования инкубационного периода в модель
диффузии были введены ловушки ограниченной ёмкости с необратимым захватом ([11,12]). В
результате модель диффузии принимает следующий вид:





∂c(t,r)
∂t = D ·

(
∂2c(t,r)
∂r2 + 1

r
∂c(t,r)
∂r

)
− β

(
w̄−w(t,r)

w̄

)
· c(t, r)

∂w(t,r)
∂t = β

(
w̄−w(t,r)

w̄

)
· c(t, r)

, 0 ≤ r < R, t > 0, . (11)

где w(t, r) – концентрация водорода в ловушках, w̄ – ёмкость ловушек, β – коэффициент за-
хвата. Последние два параметра неизвестны и выбирались из вычислительных соображений. К
начальному условию (3) необходимо добавить условие

w(0, r) = 0. (12)

Отметим также, что, поскольку понятие микроструктуры в принципе чуждо механике сплошных
сред, под "ловушками"можно понимать любой параметр, описываемый приведёнными уравнени-
ями.
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Заключение. Проведённые вычисления показали принципиальную возможность моделиро-
вания синергических эффектов деформирования металлов в диффузионном потоке водорода. По
нашему мнению, в число параметров состояния следует в первую очередь включить концентра-
цию водорода. Производные от концентрации по времени и по радиусу также нельзя полностью
исключить из рассмотрения.
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Двухсекторная модель перекрывающихся поколений с альтруизмом

Д.А. Бурлакова, Е.В. Круглов

1. Рассмотрим совершенно конкурентный мир, в котором экономическая деятельность осуществ-
ляется в течение бесконечного дискретного времени, t = 0, 1, 2, . . . ,∞. В каждом периоде с ис-
пользованием двух факторов, труда и капитала, производятся два товара, скоропортящийся по-
требительский товар и инвестиционный товар. Пусть n > −1 – темп роста населения, тогда
количество труда задается рекуррентно соотношением Lt+1 = Lt (1 + n) (L0 задано). Примем
обозначения: Xt, Yt – выпуски, соответственного, потребительского и инвестиционного товаров.
Полагаем, что запас капитала в период t+1Kt+1 равен выпуску инвестиционного товара в период
t, т.е. Kt+1 = Yt; K0 > 0 задано. (Данное условие означает, что капитал полностью используется
в течение одного временного периода.)
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Производство в пределах одного временного периода происходит по технологиям, обладаю-
щим постоянным эффектом отдачи от масштаба. Математически это означает, что производ-
ственная функция F (K,L) должна быть однородной первой степени. Выпуск потребительского
товара и выпуск инвестиционного товара, соответственно, равны Xt = Fx(K

x
t , L

x
t ) =

Lx
t Fx(K

x
t /L

x
t , 1) ≡ Lx

t fx(k
x
t ); Yt = Fy(K

y
t , L

y
t ) = Ly

tFy(K
y
t /L

y
t , 1) ≡ Ly

t fy(k
y
t ), где kj ≡ Kj

t /L
j
t

– отношение капитала к труду (капиталовооруженность) в секторе j в момент времени t, fj
(
kjt

)

– производственная функция в интенсивной форме, j = x, y; KX
t +KY

t = Kt; LX
t +LY

t = Lt; произ-
водство потребительского товара в расчете на одного работника xt = lxt fx(k

x
t ), а инвестиционного

товара yt = lyt fy(k
y
t ), где ljt ∈ [0, 1] означает долю рабочей силы, занятой в производственном

секторе j в момент времени t; lxt + lyt = 1 и kxt l
x
t + kyt l

y
t = kt.

Гипотеза 1. (1) fj : R+ → R+ дважды непрерывно дифференцируема; (2) f ′j(k
j
t ) > 0, f ′′j (k

j
t ) <

0, ∀kjt > 0, j = x, y; (3) fj(0) = 0 и выполнены условия Инада: lim
kjt→∞

f ′j(k
j
t ) = 0, lim

kjt→0
f ′j(k

j
t ) = ∞,

j = x, y.
Спрос на труд и капитал в каждом секторе характеризуется условиями максимизации при-

были первого порядка. Пусть pt – цена потребительского товара, rt, – процентная ставка, wt

– заработная плата в момент времени t; инвестиционный товар является исчислимым, тогда
rt = ptf

′
x(k

x
t ) = f ′y(k

y
t ) и wt = pt[fx(k

x
t ) − f ′x(k

x
t )k

x
t ] = [fy(k

y
t ) − f ′y(k

y
t )k

y
t ]. Если объем произ-

водства в секторе j строго положителен, отношение зарплаты к цене аренды ωt ≡ wt/rt =

[fj(k
j
t )/f

′
j(k

j
t )] − kjt ≡ ωj(kjt ); j = x, y, где

(
ωj(kjt )

)′
> 0. Следовательно, ωj(kjt ) обратима и

kjt = [ωj]−1(ωt) ≡ kj(ωt), j = x, y, kj(0) = 0;
(
kj(ωt)

)′
> 0 ∀ωt > 0; lim

ωt→∞
kj(ωt) = ∞.

Гипотеза 2. kx(ωt) > ky(ωt) ∀ωt > 0 или kx(ωt) < ky(ωt) ∀ωt > 0 (для всех возможных отно-
шений заработной платы к арендной плате либо потребительский товар является капиталоемким,
либо инвестиционный товар является капиталоемким).

Из предыдущих соотношений следует, что пока производятся оба товара, для цены pt потре-

бительского товара в момент времени t имеет место следующее равенство: pt =
f ′
y(k

y(ωt))

f ′
x(k

x(ωt))
≡ p(ωt),

∀ωt ∈ (ωmin(kt), ωmax(kt)), p(ω t) строго монотонна и, следовательно, обратима. Таким образом,
при заданной цене потребительского товара pt в заданном временном периоде t однозначно опре-
деляются капиталовооруженности kxt и kyt , ставка заработной платы wt, ставка процента rt, вели-
чина ωt. А именно, ∀pt ∈ [pmin(kt), pmax(kt)], wt = [fy(k

y
t (ω(pt))) − f ′y(k

y
t (ω(pt)))k

y
t (ω(pt))] ≡ w(pt)

и rt = f ′y(k
y
t (ω (pt))) ≡ r(pt).

Более того, при заданных капиталовооруженности kt ≡ Kt/Lt и цене потребительского товара
pt в период t производство потребительского товара на одного работника, xt = lxt fx(k

x
t ), и произ-

водство инвестиционного товара на одного работника yt = lyt fy(k
y
t ), определяются единственным

образом, а именно ∀(kt, pt) ∈ R+ × R+ xt = x(kt, pt), yt = y(kt, pt), где x(0, pt) = y(0, pt) = 0 и
yt = fy(kt), xt = 0, если pt ∈ [0, pmin(kt)]} и xt = fx(kt), yt = 0, если pt ∈ [pmax(kt),∞).

Таким образом, все переменные величины выражаются через переменные kt (капиталовоору-
женность) и pt (цена потребительского товара).

В условиях гипотезы 1 для определенных выше функций выполняются условия Самуельсона-
Столпера и Рыбчинского (см. [1 , с. 1357-1358]). В условиях гипотез 1 и 2 для kt ∈ (0,∞)
yp(kt, pt) < 0, если pt ∈ (pmin(kt), pmax(kt)) и yp(kt, pt) = 0, если pt ∈ [0, pmin(kt)) ∪ (pmax(kt),∞)
(см. [1 , с. 1358]).

В работе [1] описанная ситуация изучена в условиях модели перекрывающихся поколений с
двумя поколениями [2]. В настоящей работе делается попытка изучения предложенных условий
в рамках модели перекрывающихся поколения с тремя поколениями и альтруизмом.

2. Пусть в каждый период t− 1 рождается поколение, состоящее из Lt индивидуумов. Инди-
видуумы идентичны в своем поколении и живут три периода. В первом периоде своей жизни они
не работают и находятся на попечении старших поколений – родителей, бабушек и дедушек, кото-
рые обеспечивают их потребление ctt−1. Во втором периоде своей жизни t индивидуумы работают
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и получают заработную плату wt на конкурентном рынке, тратят ее на свое текущее потребле-
ние ctt, на обеспечение потребления детей и на помощь своим родителям, а так же откладывают
деньги на старость. В третьем периоде жизни t+ 1 индивидуумы не работают, потребляют свои
сбережения (ctt+1), поддерживают деньгами своих детей и внуков.

Межвременная функция полезности u(ctt−1, c
t
t, c

t
t+1) описывает потребление индивидуумов,

рождённых в период времени t− 1.

Гипотеза 3. (1) u: R+ × R+ × R+ → R – дважды непрерывно дифференцируемая функция
на R+ ×R+ ×R+; (2) u (·, ·, ·) строго квазивогнута на R+ × R+ × R+; (3) Du(ctt−1, c

t
t, c

t
t+1) >> 0

∀(ctt−1, c
t
t, c

t
t+1) ∈ R+ × R+ × R+; (4) lim

ctt−1→0
u1(c

t
t−1, c

t
t, c

t
t+1) = lim

ctt→0
u2(c

t
t−1, c

t
t, c

t
t+1) =

= lim
ctt+1→0

u3(c
t
t−1, c

t
t, c

t
t+1) = ∞.

Здесь u1, u2, u3 – частные производные по первой, второй и третьей переменным соответ-
ственно.

Потребление в первый период жизни обеспечивается родителями данного индивида. Для обес-
печения потребления своего ребенка родители затрачивают часть своей заработной платы, что
можно выразить как ctt−1 = gt−1wt−1/pt−1, где 0 < gt−1 < 1 – коэффициент, характеризующий
долю зарплаты родителей, отдаваемой на потребление детей. В зависимости от того, насколько
велики были затраты родителей на потребление детей (сюда входят как обычное потребление,
так и затраты на получение образования), дети, в свою очередь, ответят родителям благодарно-
стью, выраженной в виде денежной помощи. Это произойдёт в следующий период, когда бывшие
дети сами начнут работать и получать зарплату, а их родители выйдут на пенсию. Во втором пе-
риоде жизни индивиды свою заработную плату делят на собственные потребление и сбережение,
потребление своих детей и отчисления родителям. Отчисления индивидов, рожденных в период
t− 1 и работающих в период t, родителям, математически могут быть представлены следующим
образом: Ht = h(ctt−1)wt = h(gt−1wt−1/pt−1)wt, где 0 < h(ctt−1) < 1 – неубывающая функция,
зависящая от потребления работающего индивида в период его детства. Естественно, должно
выполняться условие 0 < h(ctt−1) + gt < 1. В этом случае потребление в третьем периоде жизни)
выглядит следующим образом:

ctt+1 =
rt+1st
pt+1

+
Ht+1

pt+1
=
rt+1st + h(ct+1

t )wt+1

pt+1
=
rt+1st + h(gtwt/pt)wt+1

pt+1
.

Сбережение принимает вид st = wt − pt(c
t
t + ct+1

t )−Ht = wt(1− gt − h(gt−1wt−1/pt−1))− ptc
t
t.

Уровень сбережения и коэффициент gt выбираются таким образом, чтобы максимизировать
межвременную функцию полезности

st = s(wt, pt, rt+1, pt+1, wt+1) =

= argmax u
st∈[0,wt]


gt−1wt−1

pt−1
,
wt

(
1− gt − h

(
gt−1wt−1

pt−1

))
− st

pt
,
rt+1st + h

(
gtwt

pt

)
wt+1

pt+1


 ,

gt = g(wt, pt, rt+1, pt+1, wt+1) =

= argmax u
gt∈[0,1]


gt−1wt−1

pt−1
,
wt

(
1− gt − h

(
gt−1wt−1

pt−1

))
− st

pt
,
rt+1st + h

(
gtwt

pt

)
wt+1

pt+1


 .

Потребление в период детства ctt−1 = gt−1wt−1/pt−1 является экзогенным, поэтому менять его ин-
дивиды не могут. Однако, будучи пенсионерами (в период t+ 1) индивиды располагают суммой
сбережений rt+1st, сделанных в предыдущий период. С этой суммы они могут не только обеспе-
чить собственное потребление ctt+1, но и оказывать помощь своим детям и внукам, увеличивая
их потребление на et+1rt+1st и ft+1rt+1st соответственно. Но тогда значения потребления в пери-
оды t − 1 и t, соответственно, будут выглядеть следующим образом: ctt−1 = gt−1wt−1+ft−1rt−1st−2

pt−1
,

ctt =
(1−gt)wt+etrtst−1−st

pt
.
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Помощь пенсионеров родственникам должна приносить пенсионерам нематериальное удовле-
творение. В этом случае пенсионеры будут получать “прибавку” к функции полезности, завися-
щую от того, насколько их помощь увеличила полезность их детей и внуков, и межвременная
функция полезности будет выглядеть следующим образом:

u = u(ctt−1, c
t
t, c

t
t+1) + u1

(
ftrtst−1

gtwt + ftrtst−1

)
+ u2

(
etrtst−1

(1− gt)wt + etrtst−1

)
.

В данном выражении u1 и u2 имеют смысл нематериальной прибавки к функции полезности
индивида, они характеризуют радость индивида от совершения альтруистического поступка.

Теперь построим обобщенную модель с учетом всех возможных вариантов: пенсионеры могут
помогать младшим поколениям и одновременно получать “благодарность” от своих работающих
детей за их счастливое детство. Имеем:

ctt−1 =
gt−1wt−1 + ft−1rt−1st−2

pt−1
;

ctt =

(
1− h

(
gt−1wt−1

pt−1

)
− gt

)
wt + etrtst−1 − st

pt

ctt+1 =
rt+1st
pt+1

+
Ht+1

pt+1
− (et+1 + ft+1)rt+1st

pt+1
=

(1− (et+1 + ft+1))rt+1st + h(ct−1
t )wt+1

pt+1
=

=
(1− (et+1 + ft+1))rt+1st + h(gtwt/pt)wt+1

pt+1
;

st = wt + etrtst−1 − ptc
t
t − wtgt −Ht =

(
1− h

(
gt−1wt−1

pt−1

)
− gt

)
wt − etrtst−1 − ptc

t
t.

Межвременная функция полезности будет выглядеть следующим образом:

u = u(ctt−1, c
t
t, c

t
t+1) + u1

(
ftrtst−1

gtwt + ftrtst−1

)
+ u2

(
etrtst−1

(1− gt)wt + etrtst−1

)
.

Аналогично рассуждениям п. 1, можно показать, что st = s(pt−1, pt, pt+1) и gt = G(pt, pt+1), т.е.
динамическая система описанной экономики будет характеризоваться траекториями пар (kt, pt).

3. Конкретизируем модель, рассмотрев производственную функцию Кобба-Дугласа и мгно-
венную функцию полезности с постоянной межвременной эластичностью замещения. Пусть про-

изводственные функции имеют вид

{
Xt = AKxα

t Lxβ

t

Yt = BKyγ

t Lyθ

t

, где A > 0, B > 0, α+β = γ+θ = 1; тогда

в интенсивной форме они примут вид fx(k
x
t ) = Akx

α

t fy(k
y
t ) = Bky

γ

t , причем rt = ptAαk
xα−1

t =

Bγkx
γ−1

t , wt = ptAβk
xα

t = Bθkx
γ

t . Отсюда получим, что kxt = wt
α
β , k

y
t = wt

γ
θ ; pt = ωγ−α

t
Bγγθθ

Aββαα .
В данном случае роль интенсивности факторов играет отношение коэффициентов α и γ: если

α > γ, то капиталоемким будет сектор потребительских товаров, иначе – сектор инвестиционных
товаров.

Найдем функцию ω(pt): ω(pt) = ωt =
(
A
B

) 1
γ−α

α
αγ−α

β

βγ−α

γ

γγ−α
θ

θγ−α

p
1

γ−α

t = Mp
1

γ−α

t ; тогда kxt = α
βMp

1
γ−α

t ,

kyt = γ
θMp

1
γ−α

t , rt = p
γ−1
γ−α

t Aα
(
α
βM

)α−1
, wt = p

γ
γ−α

t Aβ
(
α
βM

)α
; yt = y(kt, pt) =

= Aαβ
(
α
βM

)α
p

γ
γ−α

t

(
kt

(γ−α)p
1

γ−α
t

α
β
M

− 1

)
.

В качестве мгновенной функции полезности для индивидов выберем функцию u(с) =(
1− 1

σ

)−1
c1−

1
σ , σ > 0, σ 6= 1. Функцию благодарности детей будем рассматривать в виде Ht =

h(ctt−1)wt =
gt−1wt−1

pt−1
ptwt. Это означает, что дети в точности возвращают родителям деньги, кото-

рые те затратили на их воспитание, образование и т.д., в пересчете на текущий уровень цен, то
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есть обеспечивают родителям в старости такое же потребление, какое у них самих было в моло-
дости. Для простоты изначальных изысканий, величину gt положим постоянной, но будем иметь
в виду, что ее тоже можно изменять, и она также является управляющим параметром наряду со
сбережением.

Таким образом, потребление детей, живущих в период t − 1, примет следующий вид: ctt−1 =

gp
α

γ−α

t−1 Aβ
(
α
βM

)α
. Потребление тех же индивидов в следующий (“рабочий”) период t запишется

следующим образом: ctt = (1− g)p
α

γ−α

t−1 Aβ
(
α
βM

)α
− gp

α
γ−α

t−1 p
α

γ−α

t A2β2
(
α
βM

)2α
− st

pt
. В “пенсионном”

периоде t+ 1 ctt+1 = p
α−1
γ−α

t+1 stAα
(
α
βM

)α−1
+ gp

α
γ−α

t p
γ

γ−α

t+1 A
2β2

(
α
βM

)2α
.

Тогда межвременная функция полезности примет вид:

u(сtt−1, с
t
t, с

t
t+1) =

(
1− 1

σ

)−1
{[

Aβ

(
α

β
M

)α

p
α

γ−α

t−1

]1− 1
σ

+

[
(1− g)Aβ

(
α

β
M

)α

p
α

γ−α

t − gA2β2
(
α

β
M

)2α

p
α

γ−α

t−1 p
α

γ−α

t − st
pt

]1− 1
σ

+

+

[
Aα

(
α

β
M

)α−1

p
α−1
γ−α

t+1 st + gA2β2
(
α

β
M

)2α

p
α

γ−α

t p
γ

γ−α

t+1

]1− 1
σ



 .

Из условий первого порядка получаем выражение для максимума функции u(сtt−1, с
t
t, с

t
t+1):

t
tt

tt

t
tt

ttt

t

p
pMAp

MApgp

p
pMAp

ppMgApMAg

s

11

)1(

)1)(1(
11

1
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22

1
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1

1
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22
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β

α
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=

σ−
σ−−α

σ−σ−
+

α+α−σ
σ−σ−

+

σ−
σ−−α

σ−σ−
+

−

αα

α−γ

σ−−α

α−γ

α−σ+γ

α−γ
σ−α

α−γ

σ−−α

α−γ
α

α−γ
α
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α

 
Из условия рыночного равновесия st = yt будем иметь:

(1−g)Aβ
(
α
βM
)α
p

α
γ−α
t −gA2β2

(
α
βM

)2α
p

α
γ−α
t−1 p

α
γ−α
t −gp

α−σ
γ−α
t p

γ+σ(1−α)
γ−α

t+1 A2−σβ2α−σ
(
α
βM

)σ(1−α)+2α
=

= Aαβ
(
α
βM

)α
p

γ
γ−α
t


 kt

(γ−α)p

1
γ−α
t

α
β
M

− 1



(
p

(α−1)(1−σ)
γ−α

t+1 A1−σα1−σ
(
α
βM

)(α−1)(1−σ)
p−σ
t − 1

pt

)
.

Исследуем случай, когда эластичности потребления по труду и капиталу α = β = 1
2 и пусть

инвестиционный товар неэластичен по труду и эластичен по капиталу, то есть γ → 0 и θ →
1. Тогда последние соотношения приобретают вид можно записать в виде следующей системы
разностных уравнений второго порядка, описывающей выпуск потребительского товара в случае,
когда он одинаково эластичен по обоим факторам и по труду и капиталу, а инвестиционный товар
неэластичен по труду и эластичен по капиталу:

p=t+1

(
(2g − 1)Mpσt + 2pσ+2

t kt + gAM
3
2 p

−1

t−1p
σ+1
t + 2−σgA1−σM

σ+3
2

2−σA1−σM
σ−1
2

(
p3tkt +

1
2p

M
t

)
)− 1

σ+1

,

kt+1 = − AM
1
2

4 (n+ 1)

(
2ktM

−1p2t + 1
)
.
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Математическая модель цикла “новации-инновации” в параметрическом
пространстве вкусов покупателей

О.М. Дюсуше

В статье построены две параметрические модели для статических и динамических решений на
сетевых рынках монополии с элементами институционального подхода к управлению эффек-
тивностью использования ресурсов на стадиях заимствования новаций и инноваций. Основными
выводами для долгосрочных стратегий являются: 1) повышение нижнего предела эффективности
использования ресурсов на стороне спроса для консервативной политики; 2) повышение верхнего
предела эффективности использования на стороне спроса для инновационной политики.

Введение

Определяющим фактором развития в современной экономике является создание и распростра-
нение новых технологий в организации рынков и производстве ресурсов, эффективных, широ-
кого применения и пролонгированного действия, [9]. Согласно Й. Шумпетеру дифференциация
продуктов способствует экономическому развитию1, а предпринимателям принадлежит ведущая
роль в развитии экономики – они находят новые продукты2, методы производства, рынки сбыта,
источники сырья, используют существующие источники новыми способами. В неошумпетериан-
ских работах анализируется концепция развития “новаторы-консерваторы” и отмечается решаю-
щее значение институтов в эффективном функционировании этой связки3. В начале прошлого
века Н.Д. Кондратьев исследовал длинные волны экономической динамики, а в настоящее вре-
мя с развитием специальных методов обработки данных вырос интерес к выявлению длинных
волн4. Актуальность исследования длинных волн связана с проблемой прогнозирования стадий
цикла, в том числе, приближения кризиса или депрессии [4, 5]. В работе [3] методом имитацион-
ного, численного моделирования квази-динамики рынков было показано, что последовательные
стадии освоения заимствованных технологий и перехода к инновационными технологиями могут
формировать длинные волны и рост валового выпуска. Здесь анализируется проблема оптималь-
ного регулирования сетевых рынков при заимствовании новаций, которое рассматривается как
консервативная политика, и инновационной политикой. Целью работы является анализ парамет-
рических решений организации процесса экономического роста как частная альтернатива подходу
динамического и нелинейного программирования [1, 2].

1Holcombe, R.G. Product differentiation and economic progress// Quarterly Journal of Austrian Economics.
– 2009. – №12(1). – P. 17-35.

2В широком смысле продукты как результат производства и продажи на стороне предложения могут
рассматриваться как ресурсы, используемые на стороне спроса. Например, домашние хозяйства рассмат-
ривались Г. Беккером, как мини-фабрики, а внутренне производство домашних хозяйств в ряде стран
стали учитывать в ВВП.

3Акерлоф Дж., Шиллер Р. Spiritus Animalis, или как человеческая психология управляет экономи-
кой и почему это важно для мирового капитализма. – М.: ООО “Юнайтед Пресс”, 2010. – С. 147-
162. Сухарев О.С. Проблемы институциональной экономики: факторы экономических изменений// Terra
Economicus. – 2010. – Т.8. – №4. – С. 37-46.

4Коротаев А.В., Цирель С.В. Кондратьевские волны в мировой экономической динамике/ Системный
мониторинг. Глобальное и региональное развитие. – М.: Либроком URSS, 2010. – C. 189-229.
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1. Общая постановка задачи

Рассматривается параметрическая задача моделирования квази-динамического процесса состо-
яния сетевых рынков в ограниченном двумерном пространстве “вкусов” покупателей Ω (x, θ).
Комбинация горизонтально и вертикально дифференцированных “вкусов” основана на синтезе
подходов Г. Хотеллинга [6] и М. Муссы, С. Розена [7] и отличается от подходов пространственной
географии [8] с одинаковой метрикой измерений пространства и от неоклассического простран-
ства рынка А. Маршалла с координатными осями {p,Q}. Здесь используются следующие понятия
и обозначения:

Ω (x,θ) – пространство потенциального спроса покупателей с измерениями параметров раз-
нообразия ресурсов и эффективности их использования (x,θ), x ∈ [0,X], θ ∈ [θb, θt];

ν = (X(θt − θb))
−1 – плотность распределения покупателей в параметрическом пространстве;

∆θ = θt−θb – интервал распределения эффективности использования ресурсов с переменными
границами в динамике рынка;

CS (x, θ\t, p, S) = θS − p− tmod(Аi − x) – функция выигрыша покупателя;
p, S,mod(Аi − x) – цена, качество, и параметр “несовпадения” разнообразия и вкусов;
t – цена транзакционных издержек при различном расположении покупателя и ресурса;
R – радиус локального рынка (максимум расстояния по оси x от покупателя до продавца);
Аi, i, n – параметр разнообразия рыночного ресурса, номера локального рынка или фирмы,

и число рынков в параметрическом пространстве, Аi ∈ [0,X], i = 1,. . .n;
π(p, q, S\c, F ) = pq − сS2 − F = qs(ps − сS) − F – функция прибыли фирмы на локальном

рынке;
c, F – предельные и фиксированные издержки фирм;
ps = p/S – отношение цена-качество – нижняя граница неэффективных рынков;
q и qs = qS – номинальный и эффективный объёмы выпуска фирмы;
Π = πn – суммарная прибыль сетевого рынка;
ВП = npq – валовый продукт сетевого рынка (сумма выпуска в денежном выражении).
Локальные рынки отличаются только параметрами разнообразия, ресурсы одинакового каче-

ства продаются по одной цене. При CS≥0 покупатель приобретает 1 единицу ресурса. Динамика
моделируется дискретными сдвигами границ параметра эффективности использования ресурсов

θ. Сдвиги нижней границы θb имитируют рост заимствования эффективных технологий в различ-
ных сферах экономики (стадия новаций), – плотность распределения ν и объем выпуска растут.
Сдвиг верхней границы θt имитирует появление принципиально новых эффективных техноло-
гий (стадия инноваций), – плотность распределения ν и объем выпуска снижаются. “Принцип
максимума” Л.С. Понтрягина утверждает, что для управляемых систем может быть построен
такой процесс регулирования, при котором само состояние системы в каждый данный момент
подсказывает наилучший с точки зрения всего процесса способ действий.

В статике рынка определяются оптимальные параметры состояния: число фирм, цены, каче-
ство ресурсов при фиксированных значениях остальных параметров, а также прибыль, валовый
выпуск и ограничения на параметры. Рассматриваются 2 модели сетевых монополий, при усло-
виях низкоэффективного и эффективного рынка. Низкоэффективный рынок определяется неэф-
фективной частью спроса и означает, что в области параметрического пространства (p/S > θb)

никакие потенциальные покупатели не участвуют в рыночных отношениях. Если существуют по-
купатели, которым для их целей идеально подходят рыночные ресурсы x = Аi, но они не в состо-
янии купить его, то нижняя граница неэффективных рынков определяется условием CS (Аi,θ)=0.
Радиус рынка R определяется условием на верхней границе CS (0,θt) = 0 :

CS(0, θt) = θtS − p− tR = 0 ⇒ R = S(θt − ps)/t; (1)

CS(Ai, θ) = θS − p− t|Ai −Ai| = 0 ⇒ θ = p/S = ps > θb. (2)
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2. Сеть монополий (Модель I – низкоэффективный рынок монополии)

Локальные рынки в сети монополий имеют не более двух общих точки. Область рынков опре-
деляется условием неотрицательного выигрыша покупателей CS≥0, а соответствующая площадь
в параметрическом пространстве определяет номинальный объём выпуска. Низкоэффективный
рынок означает ограничение области рынков уровнем цена/качество: θb < ps. В модели I локаль-
ный рынок (рис. 1) имеет вид треугольника. На таких рынках проявляется эффект дискрими-
нации по параметрам вкусов к разнообразию, когда из-за несоответствия рыночного ресурса и
вкусов дискриминируется половина покупателей с параметрами θ : ps < θ < θt.1

Рис. 1. Рынок монополии M I

2.1. Оптимизация и ограничения на параметры рынка M I

Объём выпуска на локальном рынке, суммарная прибыль и параметрические ограничения в
модели I имеют вид:

qs = Sν ((θt − ps)R = ν S2 (θt − ps)
2/t; Π = n [π − F ], (3)

π = ν S2(θt − ps)
2(ps − cS)/t; s.t. 1) ps − θb ≥ 0; 2)X/2n − R ≥ 0; 3) π ≥ F (4)

Оптимальные параметры S, ps определены из условий максимизации прибыли, ограниче-
ния на остальные параметры модели определены с учётом полученных решений, и оптимальное
выражение функции валового продукта (ВП) исследуются с целью определения оптимальной
стратегии изменения факторов динамики θb, θt.

∂Π/∂S = nν [S(θt − ps)(2ps − 3cS)]/t → ps = 0, 6cS; (5)

∂Π/∂ps = nν [S2(θt − ps)(−3ps + 2c S + θt)]/t ⇒ S = 0, 4 θt/c; ps = 0, 6 θt; (6)

R = 0, 16 θ2t /tc; qs = (2θt/5)
4/tc2X(θt − θb); p = 0, 24θ2t /c; (7)

1) 2 θt/5− θb ≥ 0 ⇒ θb/θt ≤ 0, 6; 2) X/2n− (2 θt/5)
2/tc2 ≥ 0 ⇒ n ∼= 25ctX/8θ 2

t ; (8)

3) π = 5(0, 4 θt)
5(θt − θb)/(c

2tX)− F ≥ 0 ⇒ F ≤ 5(0, 4 θt)
5(θt − θb)/c

2tX; (9)

ВП = nps qs ∼= 6θ3t /(125c(θt − θb)); (10)

∂ВП/∂θt = (2θt/125c)((2 − 3θb/θt)/(1 − θb/θt)
2); ∂ВП∂/θb = (2θt/125c)/(1 − θb/θt)

2; (11)

Π = n (qs(ps − cS)− F ) ∼= 2θ3t /(125c(θt − θb))− 25FctX/8θ. (12)

1Если зависимость выигрыша покупателя имеет вид, например, CS=θS − p− tR0,5 (α < 1), и боковые
границы рынка выпуклые вниз, то степень дискриминации по параметрам вкуса снижается.
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2.2. Особенности динамики низкоэффективного рынка монополии

Институциональная проблема управления долгосрочным экономическим развитием состоит
в выделение затрат на стимулирование спроса и сдвигов границ θb, θt для целей перспективного
роста валового выпуска. На рис. 2 приведены значения коэффициентов частных производных см.
формулу (11) (при одинаковых множителях 2θt/125c) в зависимости от отношения ω=θb/θt ≤0,6.
При низких значениях ω кажущая привлекательность сдвига верхней границы θt является ин-

ституциональной ловушкой неэффективности, потому, что с ростом θt значение ω уменьшится
и рынок будет ещё более неэффективным. Для целей перспективного роста целесообразно стиму-
лировать сдвиг нижней границы θb, чтобы преодолеть опасности институциональной ловушки.
На низкоэффективном рынке консервативная стратегия (сдвиг θb) ориентирована на перспектив-
ный рост. Если сеть монополий кооперируется, чтобы внедрять инновации (сдвиг θt), регулятору
возможно следует сдерживать внедрение.
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Рис. 2. Особенности институциональной ловушки

Достижение уровня ω > 0, 25 делает очевидным преимущества дальнейшего повышения ниж-
ней границы θb вплоть до достижения уровня θb/θ = 0, 6 в рамках стратегии пошагового выбора.
Дальнейший рост ω ведёт к изменению модели спроса и требует расчёта оптимальных параметров
сети монополий на эффективном рынке.

3. Сеть монополий (модель II – эффективный рынок)

В модели II локальный рынок монополии при условии θb < ps имеет вид трапеции (заштрихо-
ванная площадь), где высота θt − θb определяется вертикальными размерами параметрического
пространства. Нижняя граница локального рынка совпадает с нижней границей пространства θb.
Максимальный радиус R рынка определяется по формуле (1). Минимальный радиус на нижней
границе рынка Rb определён из условия нулевого выигрыша в угловой точке:

CS (R−Rb, θb) = θbS − p− tRb = 0 ⇒ Rb = S(θb − ps)/t. (13)



Дюсуше О.М. Математическая модель цикла “новации-инновации” в параметрическом
пространстве вкусов покупателей 79

Рис. 3. Рынок монополии M II

3.1. Оптимизация и ограничения на параметры рынка M II

Объём продаж на локальном рынке, суммарная прибыль и параметрические ограничения в
модели I имеют вид:

qS = ν S(θt − θb)(R +Rb) = S2(θt + θb − 2pS)/tX; (14)

Π = n [S2(θt + θb − 2pS)
2(pS − cS)/tX − F ], s.t. 1) θb − pS ≥ 0; 2)X/2R − n ≥ 0. (15)

Оптимальные параметры S, ps ограничения на остальные параметры модели и оптимальные
выражения целевых функций определяются аналогично п.2.

∂Π∂S = S(θt + θb − 2pS)(2pS − 3cS) = 0 ⇒ 2pS = 3cS; (16)

∂Π∂pS = S2(θt + θb − 4pS + 2cS) = 0 pS = 3(θt + θb)/8; S = (θt + θb)/4c; (17)

1) θb − pS ≥ 0 ⇒ θb − 3(θt + θb)/8 ⇒ θb/θt ≥ 0, 6; 2) X/2R ≥ n⇒ n = [16ctX/((θt + θb)(5θt − 3θb)];
(18)

3)π = qS(pS − cS)− F ≥ 0 ⇒ F ≤ (θt + θb)
4/256c2tX; (19)

Π = (θt + θb)
3/(16c(5θt − 3θb))− [16ctX/((θt + θb)(5θt − 3θb)] · F ; (20)

ВП = npSqS = 3(θt + θb)
3/(32c (5θt − 3θb)); (21)

∂ВП∂θt=3θt(1+θb/θt)
2(10−14θb/θt)/(32c(5−3θb/θt)); ∂ВП∂θb=3θt(1+θb/θt)

2/(32c(5−3θb/θt)2). (22)

3.2. Особенности динамики эффективного рынка монополии

Эффективный рынок монополии характеризуется высокой степенью удовлетворения спроса
потенциальных покупателей. Проблема экономического развития состоит в разработке и внедре-
нии инновационных технологий, что в модели отражается сдвигом вверх границы θt. Однако, при
сдвиге вверх, часть потенциальных покупателей остаётся за границами рынка, и ожидаемый вы-
игрыш от инноваций может не реализоваться. Например, на монопольном рынке с параметрами
θb = 0, 85, θt = 1 и валовым выпуском 12,11 у.е. было принято решение стимулировать внедрение
инновационных исследований по повышению верхней границы эффективности использования ре-
сурсов до уровня θt = 1, 2. Однако валовый выпуск (ВП) снизился в соответствии с табл. 1. до
уровня 11,71 у.е., так как приток высокоэффективных (платёжеспособных) покупателей не ком-
пенсировал общего снижения плотности при росте расстояния между границами θb и θt, а рост
ВП в этом примере начинается только с уровня θt=1,5. Область, где проявляется этот эффект,
можно назвать инновационной ловушкой.
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Таблица 1

Валовый выпуск монополии в моделях I и II зависимости от параметров θt и θb

tb\tt 1,00 1,10 1,20 1,30 1,40 1,50 1,60 1,70 1,80 1,90 2,00 

0,10 2,67 3,19 3,77 4,39 5,07 5,79 6,55 7,37 8,23 9,15 10,11 

0,15 2,82 3,36 3,95 4,59 5,27 6,00 6,78 7,61 8,48 9,41 10,38 

0,20 3,00 3,55 4,15 4,79 5,49 6,23 7,02 7,86 8,75 9,68 10,67 

0,25 3,20 3,76 4,37 5,02 5,73 6,48 7,28 8,13 9,03 9,98 10,97 

0,30 3,43 3,99 4,61 5,27 5,99 6,75 7,56 8,42 9,33 10,29 11,29 

0,35 3,69 4,26 4,88 5,55 6,27 7,04 7,86 8,73 9,65 10,62 11,64 

0,40 4,00 4,56 5,18 5,86 6,59 7,36 8,19 9,07 10,00 10,97 12,00 

0,45 4,36 4,91 5,53 6,20 6,93 7,71 8,55 9,43 10,37 11,35 12,39 

0,50 4,80 5,32 5,92 6,59 7,32 8,10 8,94 9,83 10,77 11,76 12,80 

0,55 5,33 5,81 6,38 7,03 7,75 8,53 9,36 10,25 11,20 12,19 13,24 

0,60 6,00 6,39 6,91 7,53 8,23 9,00 9,83 10,72 11,66 12,66 13,71 

0,65 6,90 7,10 7,54 8,11 8,78 9,53 10,35 11,23 12,17 13,17 14,22 

0,70 7,94 8,04 8,29 8,79 9,41 10,13 10,92 11,79 12,72 13,72 14,77 

0,75 9,14 9,13 9,27 9,59 10,13 10,80 11,57 12,41 13,33 14,31 15,36 

0,80 10,51 10,37 10,42 10,59 10,98 11,57 12,29 13,10 14,00 14,97 16,00 

0,85 12,11 11,78 11,71 11,79 12,00 12,46 13,11 13,87 14,73 15,68 16,70 

0,90 13,98 13,39 13,15 13,13 13,26 13,50 14,04 14,74 15,55 16,46 17,45 

 

4. Проблемы оптимальной траектории

4.1. Возвращаясь к вопросу “ловушки неэффективности” в модели I неэффективного рынка,
в табл.1 можно заметить, что с точки зрения одношагового роста валового выпуска в области
неэффективного рынка θb/ θt ≤ 0, 6 (cм. выше границы, выделенной цветом) предпочтительной
стратегией является движение по горизонтали, а не по вертикали. Если рассматривать длинные
траектории с фиксированным числом шагов в табл. 1, то для точек в области неэффективного
рынка оптимальным является движение по вертикали. Корректная постановка этой задачи тре-
бует обоснования значений входа в табл. 1 из условия равных трансформационных затрат при
движении по шагам траектории.

4.2. В случае численных методов поиска решений в задачах с ограничениями в виде неравенств
может применяться модифицированная функция Лагранжа [1, с. 255] и принцип оптимальности
Беллмана [2], когда оптимальное управление строится по шагам, и исследуется оптимальность с
точки зрения процесса в целом.
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Математические модели физических процессов при кипении в невесомости

А.В. Корольков

При пузырьковом кипении на Земле отрыв парового пузыря от поверхности нагревателя и его
отвод из зоны кипения осуществляется, в основном, силами плавучести [1]. В условиях пони-
женной гравитации или в условиях полной невесомости становятся значительными другие (не
гравитационные) явления, определяющие режим кипения. Кипящая жидкость представляет со-
бой сложную газожидкостную систему с инерционными и упругими свойствами. Можно считать,
что паровой пузырь играет в системе роль пружины, а окружающая жидкость – груза. Такая
механическая аналогия позволяет рассматривать газожидкостную систему как некий маятник,
способный осуществлять периодические движения.

Условные обозначения
u – скорость;
Y – радиус пузыря;
Yb – начальный радиус пузыря;
t – время;
ρ – плотность жидкости;
ρv – плотность пара;
ρb – начальная плотность пара;
C – теплоемкость жидкости;
µ – коэффициент динамической вязкости жидкости;
ν коэффициент кинематической вязкости жидкости;
Co – теплота парообразования;
T – температура жидкости или пара;
Tn – температура кипения;
q – плотность теплового потока;
S – площадь поверхности нагревателя, относящаяся к одному центру кипения;
R – газовая постоянная пара;
P – давление или избыточное давление (указано в тексте);
p∞ – давление окружающей среды;
m – условная, присоединенная к пузырю масса жидкости;
g – ускорение силы тяжести;
Локальные обозначения даны в тексте.
Рассмотрим процесс роста парового пузыря на поверхности нагревателя при пузырьковом

кипении жидкости в некотором ограниченном объеме в условиях полной невесомости. Счита-
ем, что пузырь имеет сферическую форму. Предполагается, что плотность теплового потока на
поверхности нагревателя постоянна, состояние пара внутри пузыря изменяется адиабатически,
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конденсация и парообразование на поверхности пузыря не происходят. В начальный момент сфе-
рический зародыш пузыря имеет радиус Yb и нулевую скорость роста. Полагаем, что все посту-
пающее от нагревателя тепло идет на нагрев жидкости до температуры кипения C · (Tn − T ) и
на парообразование C0. При заданной плотности теплового потока q на нагревателе в пузырь
поступает масса пара, пропорциональная времени ε · t, где

ε =
q · S

C · (Tn − T ) +C0
. (1)

Считая процесс изменения состояния пара в пузыре адиабатическим, из уравнения состояния
для совершенного газа, учитывая, что ρv (t) =

ϑb·ρb+ε·t
ϑ , где ϑbи ϑ – начальный и текущий объемы

парового пузыря, получаем связь между давлением и радиусом пузыря в зависимости от времени

P (t) =
4
3 · π · Y 3

b · ρb + ε · t
4
3 · π · Y (t)3

. (2)

Зависимость температуры пара от давления при адиабатическом изменении состояния опи-

сывается формулой T (t) = Tn ·
(
1 + P

P∞

) k−1
k

, где k – показатель адиабаты, однако, при малых

значениях избыточных давлений по сравнению с давлением окружающей среды, можно положить
T (t) = Tn = const.

Росту пузыря препятствует масса окружающей жидкости, которую необходимо оттеснить. В
связи с этим давление в пузыре начинает расти, избыточное давление разгоняет массу жидкости,
увеличивая скорость роста пузыря.

Объем жидкости в технологических системах ограничен, как правило, существует не один,
а несколько центров кипения, имеется свободная поверхность и т.д. Поэтому уже на начальном
этапе оттеснение жидкости осуществляется не равномерно, а в выделенном направлении (напри-
мер, в сторону свободной поверхности жидкости). При этом оттеснению подвергается не весь
объем жидкости, а только часть. Если допустить, что размер пузыря в период роста остается
много меньше размера емкости, то можно считать, что с ростом пузыря структура течения от-
тесняемой жидкости остается неизменной (изменяется лишь интенсивность движения жидкости).
При составлении уравнения движения для поверхности пузыря следует учесть инерцию оттес-
няемой массы жидкости, в качестве которой можно использовать массу некоторого фиктивного
присоединенного к пузырю объема жидкости.

В этих условиях уравнение движения для присоединенной массы связывает ускорение присо-
единенной массы (вторую производную от радиуса пузыря по времени) с силой, обусловленной
воздействием избыточного давления в пузыре на поверхность пузыря

m · d
2Y

dt2
= (P (t)− P∞) · Sv(t), (3)

где Sv (t) – площадь поверхности пузыря, оттесняемой в сторону свободной поверхности (напри-
мер, площадь проекции пузыря на свободную поверхность). После подстановки выражения для
давления (2) получаем уравнение

m · d
2Y

dt2
= (

4
3 · π · Y 3

b · ρb + ε · t
4
3 · π · Y 3

− P∞) · π · Y 2. (4)

Для упрощения записи вводим дополнительные обозначения

δ =
Y 3
b · ρb
m

· π, (5)

β =
3

4
· ε · π
m

, (6)
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γ =
P∞ · π
m

. (7)

и окончательно зависимость радиуса пузыря от времени будет описываться задачей Коши





d2Y
dt2

= δ+β·t
Y − γ · Y 2

Y (0) = Yb
dY
dt (0) = 0

(8)

Характерное решение задачи (8), полученное численно методом Эйлера, представлено на
рис. 1 (данные соответствуют кипению воды при атмосферном давлении, q=1000 Вт/м2, S=0,01
м2, m=1).

 

Рис. 1. Зависимость радиуса парового пузыря от времени (данные соответствуют кипению воды
при атмосферном давлении, q=1000 Вт/м2, S=0,01 м2, m=1)

Колебательный характер развития парового пузыря может наблюдаться в земных условиях,
если период колебания будет меньше времени отрыва пузыря за счет сил плавучести. Количе-
ство испаряемой жидкости пропорционально времени, поэтому осредненный (по времени) радиус
пузыря пропорционален времени в степени 1/3:

Yср = w · t1/3.

Относительно поверхности нагревателя верхняя часть пузыря движется со скоростью

u = 2 · dYcp(t)
dt

.

Шарообразный пузырь при таком движении испытывает силу сопротивления

F = 6 · π · µ · Y · u.

Пузырь оторвется от поверхности нагревателя за счет сил плавучести, как только сила плавуче-
сти превысит силу сопротивления. Таким образом, в земных условиях момент отрыва парового
пузыря от поверхности нагревателя за счет сил плавучести произойдет относительно момента
зарождения пузыря в момент

tотр =

(
3

2
· ν

w · g

)3/4

. (9)

Если пузырь оторвался раньше, то механизм отрыва – упругие и инерционные свойства газо-
жидкостной системы, описанные в работе.
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Рис. 2. Сравнение пульсаций радиуса парового пузыря в эксперименте Lee и Merte [2] с
пульсациями, полученными по представленной модели

Анализируя результаты экспериментов Lee H.S. и Merte H.Jr. [2] по выращиванию одиночного
парового пузыря в условиях орбитального космического полета (то есть, в условиях, близких
к невесомости), можно отметить, что рост парового пузыря сопровождается пульсациями его
высоты (радиуса).

Объяснить колебания пузыря действием сил плавучести (изменением направления вектора
остаточных ускорений) не удается, так как для возбуждения таких колебаний необходима вели-
чина ускорения порядка 1 м/сек2, однако в период проведения эксперимента таких ускорений
экспериментальная установка не испытывала.

По-видимому, эти колебания имеют негравитационную природу. Используя данные работы
[2], удалось подобрать значения определяющих параметров нашей модели (m и q) чтобы полу-
чить частоту колебаний парового пузыря, наблюдаемую в эксперименте. Результат сравнения
показан на рис.2. В модели пар считается совершенным газом, не учитывается конденсация пара
на поверхности пузыря, имеются другие упрощения. Поэтому амплитуда колебаний завышена по
сравнению с результатами работы [2]. Тем не менее, можно полагать, что модель дает объяснение
наблюдаемых колебаний.
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Об одной краевой задаче для уравнения Курамото-Сивашинского

А.Н. Куликов, Д.А. Куликов

Введение. Уравнение Курамото-Сивашинского (КС) встречается во многих разделах физики и
ее приложениях. Например, оно было получено при исследовании одной из гидродинамических
задач [1]. Используется оно при рассмотрении некоторых задач химической кинетики [2]. По-
следнее время оно стало популярным в связи с использованием его в качестве математических
моделей в области нанотехнологий. К нему сводится изучение механизма формирования неодно-
родного по пространству рельефа на поверхности плоских пластинок под воздействием потока
ионов [3-5]. Отметим, что в данном разделе физики это уравнение часто называют уравнением
Бредли-Харпера(БХ) по имени авторов работы [3], где оно было выведено. Справедливости ра-
ди следует уточнить, что уравнение БХ все же отличается от уравнения КС, но часто к нему
сводится или сводится к одному из обобщений последнего уравнения.

Приведем одну из классических версий уравнения КС

ut = −uxxxx − buxx + au2x, (0.1)
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где a, b ∈ R,u = u(t, x). Такой вариант уравнения КС (БХ) встречается при изучении эрозии по-
верхности под воздействием потока ионов, когда поток перпендикулярен невозмущенной поверх-
ности мишени [3] и если изучаются "цилиндрические"ее деформации. Подчеркнем, что в работе
[3] в конце концов для численного исследования соответствующей краевой задачи рассматривают
именно версию уравнения КС (0.1).

Уравнение (0.1), как правило, рассматривают вместе с периодическими краевыми условиями.
Например,

u(t, x+ 2π) = u(t, x). (0.2)

Если в качестве приложений рассматривать задачу об эрозии поверхности под воздействием по-
тока ионов, то вариант (0.2) возможен, но не является единственным. С физической точки зрения
[3] достаточно естественны и такие краевые условия

ux(t+ 2π) = ux(t, x). (0.3)

Краевые условия (0.1), (0.3) безусловно допускают решение u(t, x) = const, которое описывает
плоский профиль обработки мишени. Более того, краевая задача (0.1), (0.3) инвариантна относи-
тельно замены u(t, x) → u(t, x) + const. Поэтому без нарушения общности будем интересоваться
изучением окрестности нулевого состояния равновесия u(t, x) = 0. При исследовании этой крае-

вой задачи основной интерес представляют ее решения u(t, x), для которых
∂u

∂x
6= 0, т.е. решения,

описывающие неоднородный рельеф. Механизм формирования устойчивого неоднородного ре-
льефа представляет определенный интерес для нанотехнологий в микроэлектронике. Ниже будем
интересоваться именно этим вопросом.

1. Вспомогательные построения. Пусть достаточно гладкая функция u(t, x) удовлетво-
ряет краевой задаче (0.1), (0.3) (уточнение свойств функции u(t, x) будет приведен ниже). Тогда
для периодической функции u(t, x) справедливо представление

ux = v0(t) + vx(t, x), vx(t, x) =
∑

n 6=0

vn(t) exp(inx), n ∈ Z \ {0}.

Коэффициенты Фурье {vk(t)} естественно зависят от t. Следовательно, справедливо равенство

u(t, x) = v0(t)x+ u0(t) +
∑

n 6=0

un(t) exp(inx),

где un(t) = vn(t)/(in). Эти замечания означают, что для решений краевой задачи (0.1), (0.3)
справедливо представление

u(t, x) = v0(t)x+ u0(t) + v(t, x), (1.1)

где функция v(t, x) по переменной x имеет период 2π. Более того,

v(t, x) =
∑

n 6=0

un(t) exp(inx),M(v) =
1

2π

2π∫

0

v(t, x)dx = 0,

т.е. v(t, x) –функция с нулевым средним.
Подстановка суммы (1.1) в уравнение (0.1) приводит к равенству

v̇0(t)x+ u̇0(t) + vt(t, x) = −vxxxx(t, x)− bvxx(t, x) + a(v0(t) + vx(t, x))
2,

в котором все слагаемые, кроме первого в левой части, периодические функции переменного x.
Откуда v̇0(t) = 0, т.е. v0(t) = const. Кроме того краевая задача (0.1), (0.3) при всех b, a имеет
двупараметрическое семейство решений

ul(t, x) = γt+ βx+ α, γ = aβ2, (1.2)
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где коэффициенты α, β произвольны. Семейство решений (1.2) формирует двумерное инвари-
антное многообразие V2 для эволюционной краевой задачи (0.1), (0.3). Напомним, что решение
ul(t, x) ∈ V2, если из включения ul(0, x) ∈ V2 вытекает включение ul(t, x) ∈ V2. В нашем случае
ul(t, x) = βx+ αt, где αt = γt+ α, также линейная функция переменного x.

Положим теперь
u(t, x) = ul(t, x) + w(t, x),
w(t, x) = w0(t) + v(t, x),

(1.3)

где периодическая функция v(t, x) имеет нулевое среднее. В результате краевую (0.1), (0.3) можно
переписать в следующей форме

wt = B(b, β)w + aw2
x, (1.4)

w(t, x+ 2π) = w(t, x). (1.5)

Таким образом уравнение (1.4) уже рассматривается вместе со стандартными периодическими
краевыми условиями (1.5). В уравнение (1.4) линейный дифференциальный оператор определен
равенством

B(b, β)y = −yxxxx − byxx + b1yx, y = y(x), b1 = 2aβ.

Его область определения состоит из достаточно гладких 2π периодических функций. Более того,
периодическую краевую задачу (1.4), (1.5) можно записать и иначе

vt + ẇ0 = B(b, β)v + av2x,

где v(t, x) удовлетворяет периодическим краевым условиям и M(v) = 0. Откуда заключаем, что
ẇ0 = aM(v2x). В результате нелинейную краевую задачу (1.4), (1.5) целесообразно переписать в
более детализированной форме

ẇ0 = aM(v2x), (1.6)

vt = B(b, β)v + a[v2x −M(v2x)], (1.7)

v(t, x+ 2π) = v(t, x), M(v) = 0. (1.8)

Из построений этого пункта вытекает, что основное внимание при исследовании основной кра-
евой задачи (0.1), (0.3) следует уделить изучению вспомогательной краевой задачи (1.7), (1.8).
Решения краевой задачи (0.1), (0.3) восстанавливаются по формулам (1.3), с учетом уравнения
(1.6). Подчеркнем еще раз, что равенства (1.7), (1.8) на самом деле содержат семейство краевых
задач (1.7), (1.8), зависящих от параметра β.

2. Вспомогательная краевая задача. В этом пункте рассмотрим краевую задачу (1.7),
(1.8). Если ее дополнить начальными условиями

v(0, x) = g(x), (2.1)

где g(x) ∈ H4
2 и M(g) = 0, то смешанная задача (1.7), (1.8), (2.1) будет корректно разреши-

ма. Это утверждение вытекает из результатов работ [6,7]. Здесь через H4
2 обозначено простран-

ство Соболева 2π периодических функций g(x), у которых существуют обобщенные производные
g′(x), g′′(x), g′′′(x), gIV (x), которые принадлежат L2(0, 2π). Норма в пространстве H4

2 может быть
определена равенством

||g||H4
2
= ||g||L2(0,2π) + ||g′||L2(0,2π) + . . .+ ||gIV ||L2(0,2π),

||ϕ||2L2(0,2π)
=

2π∫
0

ϕ2(x)dx.

Использование результатов работы [6] базируется на том факте, что линейный дифференци-
альный оператор

B(b, β)y = −yIV − by′′ + b1y
′,
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определенный на функциях y(x), имеющих период 2π и нулевое среднее (M(y) = 0) порождает
аналитическую полугруппу ограниченных операторов [7]. Поясним это.

Пусть H0 подпространство гильбертова пространства интегрируемых с квадратом периодиче-
ских достаточно гладких функций, имеющих период 2π и нулевое среднее. Тогда в H0 линейный
дифференциальный оператор B(b, β) имеет счетное множество собственных значений

λn = τn + iσn, τn = −n4 + bn2, σn = b1n, n ∈ Z \ {0}.

Соответствующие собственные функции exp(inx) (n 6= 0) в пространствах периодических функ-
ций с нулевым средним образуют полную ортогональную систему. Наконец, при |n| > n0, где n0
– некоторое достаточно большое число, справедливы неравенства |σn| ≤ M |τn|. Последние три
замечания и дают основание считать [7], что B(b, β) – производящий оператор аналитической
полугруппы линейных ограниченных операторов. Добавим, что просто проверяется, справедли-
вость неравенства

τn ≤ −τ0 < 0, τ0 = 1− b,

если b < 1. При b = 1 линейный дифференциальный оператор B(b, β) имеет двукратное нулевое
собственное число. Наконец, при b > 1 у него есть собственные значения, лежащие в правой
полуплоскости комплексной плоскости. Из последних замечаний вытекает справедливость сле-
дующего утверждения.

Лемма 1.Пусть b < 1. Тогда нулевое решение краевой задачи (1.7), (1.8) экспоненциально
асимптотически устойчиво. Если b > 1, то нулевое решение вспомогательной краевой задачи
(1.7), (1.8) неустойчиво.

В нашем случае при b < 1 выполнено неравенство

||v||H4
2
≤M1 exp(−γ0t)||g||H4

2
, (2.2)

где M1 > 0, γ0 = 1 − b − δ1 > 0, δ1 – достаточно малая положительная постоянная. Последнее
неравенство выполнено, если g(x) = v(0, x) ∈ Q4(δ) – шару достаточно малого радиуса δ > 0 с
центром в нуле пространства H4

2 (M(g) = 0). Подчеркнем, что указанное неравенство выполнено
вне зависимости от выбора постоянной β.

В заключении этого пункта отметим, что при b = 1 имеет место критический случай в задаче
об устойчивости нулевого решения вспомогательной задачи (1.4), (1.5).

Далее будем рассматривать лишь случай b < 1, т.е. когда выполнено неравенство (2.2). Стан-
дартно проверяется, что в таком случае справедливо неравенство

|ẇ0(t)| ≤M2 exp(−2γ0t)||g||2H4
2
.

Следовательно, выполнено неравенство

|w(t)| ≤M3 +M4 exp(−2γ0t)||g||2H4
2
,

где M3 = |w0(0)|. Без нарушения общности в силу замен (1.3) и выбора функций ul(t, x) =
aβ2t+ βx+ α можно считать, что w0(0) = 0.

3. Результаты для основной краевой задачи. Пусть определена функция v(t, x), а также
w0(t) как решение уравнения (1.6). В таком случае

u(t, x) = aβ2t+ aβx+ α+ v(t, x), (3.1)

u(0, x) = f(x) = βx+ α+ g(x). (3.2)

Будем считать, что f(x) ∈ H4
2 (g(x) ∈ H4

2 ). Если β, α достаточно малы g(x) ∈ Q4(δ), где δ > 0,
то f(x) ∈ Q4(δ1), где δ1 = δ1(δ) → 0 при δ → 0. Верно и обратное включение, если f(x) ∈ Q4(δ1),
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то g(x) ∈ Q4(δ), δ = δ(δ1) → 0 при δ1 → 0. Если теперь дополнить краевую задачу (0.1), (0.3)
начальным условием

u(0, x) = f(x) ∈ Q4(δ1), (3.3)

то смешанная задача (3.1), (3.2), (3.3) локально однозначно разрешима. При этом, как было
отмечено в п.2, последнее слагаемое v(t, x) → 0 в смысле нормы пространства H4

2 со скоростью
экспоненты. Из этих замечаний вытекает справедливость утверждения.

Теорема 1.Пусть b < 1. Тогда инвариантное многообразие V2 локально экспоненциально
устойчиво.

Данная краткая формулировка означает следующее. Пусть f(x) ∈ Q4(δ1), где δ1 > 0 и доста-
точно мало, ||g(x)||2 ≤ δ2, δ2 > 0 и, в свою очередь, достаточно мало (δ2 = δ2(δ1)). Тогда

d(u, V2) ≤M0 exp(−γt)||f ||H4
2
, γ = γ0 − δ2M0, M0 = const > 0,

где u = u(t, x), а d(h, V2) – расстояние между элементом h = h(x) ∈ H4
2 и V2, индуцированное

нормой в пространстве H4
2 . Из этой теоремы вытекает, в частности, следствие (см., также, [8-10]).

Пусть Q4(δ) шар достаточно малого радиуса δ, а f(x) ∈ Q4(δ1), δ1 = δ1(δ), то все решения
краевой задачи (0.1), (0.3) с такими начальными условиями или стремятся к двумерному много-
образию V2 или покидают шар Q4(δ) фазового пространства (пространства начальных условий)
краевой задачи (0.1), (0.3). Последние два замечания позволяют считать, что V2 – локальный
аттрактор нелинейной краевой задачи (0.1), (0.3).

Теорема 2.Все решения, принадлежащие V2 неустойчивы по Ляпунову в смысле нормы про-
странства H4

2 .

Действительно, пусть ul1(t, x), ul2(t, x) два решения этой краевой задачи, принадлежащие V2,
т.е.

ulj = ulj(t, x) = aβ2j t+ βjx+ αj , ulj(0, x) = fj(x) = βjx+ αj , j = 1, 2, ||f2 − f1||H4
2
≤ δ.

Справедливо неравенство
||ul2 − ul1||H4

2
≥ ||ul2 − ul1||L2(0,2π),

но при t > 0 в силу неравенства треугольника

||ul2 − ul1|| ≥
∣∣∣2πt|a||β22 − β21 | − ||f2 − f1||L2(0,2π)

∣∣∣,

если |β1| 6= |β2|. Откуда заключаем, что lim
t→∞

||ul2 − ul1|| = ∞ и, следовательно, любое решение,

например ul1(t, x) = aβ21t+ β1x+ α1 неустойчиво.
С физической точки зрения, если краевая задача (0.1), (0.3) моделирует формирование вол-

нового нанорельефа, то сформулированные результаты означают следующее. Если начальные
возмущения достаточно малы, то с течением времени в результате ионной бомбардировки сфор-
мируется рельеф, который может быть задан формулой (в системе xOz)

z = z(x) = q1x+ q0, q1, q0 ∈ R,

но q1, q0 относительно произвольны, их выбор "относительно случаен". Последнее наблюдалось
и в опытах. В некоторых работах [10] была предпринята попытка объяснения этой неполной
детерменированности путем включения в соответствующее уравнение "случайных"возмущений.
Например, в его коэффициенты [11].

Наконец, отметим, что в работе был выявлен механизм формирования наклонного рельефа
z = z(x) = q1x+ q0. Он иногда может быть проинтерпретирован как рельеф, который называют
террасы.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента Российской Федерации
(контракт №МК-2298.2013.1).
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О бифуркациях волнового рельефа в рамках нелокальной модели эрозии

Д.А. Куликов

Введение. Задача об описании эрозии поверхности мишени под воздействием потока ионов до-
статочно актуальна для ряда разделов физики. Особенно она стала привлекать внимание с раз-
витием микро и наноэлеткроники. В настоящее время существуют две математические модели,
которые моделируют этот физико-технологический процесс. Речь идет о модели, предложенной
Бредли и Харпером [1], а также математическая модель, основанная на использовании нелокаль-
ного уравнения эрозии [2]. Обе эти модели основаны на физической теории П. Зигмунда [3], в
которой описывается процесс взаимодействия ионов с поверхностью твердых тел.

В работе будет рассмотрена периодическая краевая задача для нелокального уравнения эро-
зии (см., например, [2,4,5]) при несколько иных предположениях на параметры данного уравне-
ния. Итак рассмотрим краевую задачу сразу в перенормированном виде [4,5]

ut = auxx − cwx + u− w + b(u− w)wx + dcw2
x − bd(u−w)w2

x, (0.1)

u(t, x+ 2π) = u(t, x), (0.2)

где w(t, x) = u(t, x− h), h ∈ (0, π), a, b, c, d ∈ R. В рамках данной работы предполагается малость
коэффициента c, т.е. далее будем считать, что c = ε, где ε ∈ (0, ε0), 0 < ε0 << 1. Отметим, что в
рамках этой работы есть два отличия от условий приведенных в работах [4, 5]. Первое состоит в
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предположении о малости c. Ранее никаких ограничений на c не было, но зато теперь предложен
более широкий диапазон для выбора h. В данной работе h "практически"любая постоянная из
разумного с физической точки зрения диапазона.

Сразу отметим, что краевая задача (0.1), (0.2) допускает решения вида u(t, x) = const. Более
того, эта краевая задача инвариантна относительно замены u → u + const. С физической точ-
ки зрения последние два замечания означают, что система координат, в которой моделируются
отклонения от плоского профиля u = const можно выбрать удобным образом. В дальнейшем
будем считать, что однородное состояние равновесия, которое рассмотрено в начальный момент
технологического процесса u = 0(const = 0).

Если теперь дополнить краевую задачу (0.1), (0.2) начальным условием

u(0, x) = f(x) (0.3)

и считать, что f(x) ∈ Q2(δ) – шар достаточно малого радиуса δ с центром в нуле гильберто-
ва пространства H2

2 , то из работы [6] вытекает, что смешанная задача (0.1),(0.2),(0.3) локально
корректно разрешима. Напомним, что через H2

2 обозначено пространство Соболева периодиче-
ских функций f(x), у которых существуют обобщенные производные f ′(x), f ′′(x) ∈ L2(0, 2π). Из
теорем вложения вытекает, что f(x) ∈ C1[0, 2π].

1. Об устойчивости нулевого решения линеаризованной задачи. Вместо нелинейной
краевой задачи (0.1), (0.2) в этом пункте рассмотрим вспомогательную краевую задачу

ut = A(c)u, (1.1)

u(t, x+ 2π) = u(t, x), (1.2)

где A(c) – линейный оператор, определенный на достаточно гладких 2π периодических функциях
y(x) следующим равенством

A(c)y(x) = ay′′(x)− cy′(x− h) + y(x)− y(x− h).

Пусть A0y(x) = A(0)y(x) = ay′′(x)+y(x)−y(x−h). Последний имеет счетный набор собственных
значений (СЗ)

λn = τn + iσn, τn = −an2 + (1− cosnh), σn = sinnh, n ∈ Z,

которые отвечают собственным функциям exp(inx). Отметим, что всегда λ0 = 0. Далее будем
интересоваться лишь теми n ∈ Z, которые отличны от 0: n = ±1,±2, . . .

Положим aкр = 2 sin2 α,α = h/2 ∈ (0, π/2], а a = 2a2α, aα > 0.

Лемма 1. Пусть a > aкр(aα > sinα). Тогда решения вспомогательной краевой задачи (1.1),
(1.2) устойчивы. При a ∈ (0, aкр) (aα ∈ (0, sinα)) – неустойчивы.

Запишем формулу для τn в ином виде

τn = −2a2αn
2 + 2 sin2 nα = −2ϕn,

ϕn = a2αn
2 − sin2 α = (a2α − sin2 α)n2 + n2 sin2 α− sin2 nα.

Хорошо известно неравенство |n sinα| ≥ | sinnα|, где n ∈ N. Отсюда заключаем, что при
всех n ∈ N справедливо неравенство n2 sin2 α− sin2 nα ≥ 0. Из последнего неравенства вытекает
справедливость следующих двух неравенств:

1. ϕn > 0, если aα > sinα;
2.ϕn+1 ≥ ϕn, если aα ≥ sinα.

Отметим, что при aα = sinα выполнено неравенство ϕ1 = 0 (τ1 = 0), но уже ϕ2 > 0 (τ±2 < 0).
Положим теперь a = aкр − βε, β ∈ R. Рассмотрим линейный дифференциальный оператор

A(ε)y(x) = (aкр − βε)y′′(x)− εy′(x− h) + y(x)− y(x− h).
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Стандартные вычисления показывают, что

λn(ε) = τn(ε) + iσ(ε), n ∈ Z, τn(ε) = (−2 sin2 α+ βε)n2 + 2 sin2 nα− εn sin 2nα,
σn(ε) = sin 2nα− εn cos 2nα,α = h/2.

Из приведенных формул заключаем, что τ0(ε) = 0, σ0(ε) = 0 (λ0(ε) = 0)

τ1(ε) = βε− ε sin 2α = ε[β − sinh], σ1(ε) = sin 2α− ε cos 2α = sinh− ε cos h,

т.е. τ1(0) = 0, σ1(0) = sinh > 0, σ−1 = −σ. Наконец, при n = ±2,±3, . . .

Reλn(ε) ≤ −γ < 0, (1.3)

если ε достаточно мало. Иными словами у линейного оператора A0 = A(0) на мнимой оси лежат
три СЗ λ0 = 0, λ±1 = ±iσ, σ = sinh. Остальные СЗ лежат в левой полуплоскости комплексной
плоскости (см. неравенство (1.3)). Из результатов работ [7,8] вытекает, что у нелинейной краевой
задачи

ut = A(ε)u+ b(u− w)wx + dεw2
x − bd(u− w)w2

x, (1.4)

u(t, x+ 2π) = u(t, x) (1.5)

существует гладкое локально инвариантное трехмерное центральное многообразие. При этом ди-
намику решений краевой задачи (1.4), (1.5) определяет система из трех обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений – нормальная форма.

2. Построение нормальной формы. Построение нормальной формы использует модифи-
кацию известного алгоритма Крылова-Боголюбова. Эта версия применительно к краевым зада-
чам (1.4), (1.5) достаточно подробно изложена в работах [4,5]. Поэтому изложение этого пункта
будет опираться на методику, изложенную в этих работах.

Решения на трехмерном инвариантном многообразии краевой задачи (1.4), (1.5) будем искать
в следующей форме

u(t, x, ε) = ψ(s) + v(t, s, x, ε), v(t, s, x, ε) = ε1/2u1(t, s, x) + εu2(t, s, x) + ε3/2u3(t, s, x) + . . . ,
u1(t, s, x) = z(s) exp(iσt+ ix) + z(s) exp(−iσt− ix), s = εt, σ = sinh > 0.

Здесь точками обозначены слагаемые, имеющие более высокий порядок малости относительно
степеней ε(o(ε3/2)). Функции uj(t, s, x) по переменной x имеют период 2π, а по переменной t
период 2π/σ. При фиксированном t и s функции uj(t, s, x) ∈ H2

2 , j = 1, 2, 3, . . . Ниже будут ис-
пользованы обозначения wj(t, s, x) = uj(t, s, x− h).

Приравнивая выражения при одинаковых степенях ε, получаем неоднородные краевые задачи
для определения u2, u3. Так, приравнивая слагаемые при ε, получаем следующую краевую задачу

u2t + ψ′(s) = A0u2 + b(u1 − w1)w1x, (2.1)

u2(t, s, x+ 2π) = u(t, s, x). (2.2)

Наконец, приравнивая слагаемые при ε3/2, получаем неоднородную краевую задачу для опреде-
ления u3(t, s, x).

u3t + u1s = A0u3 + βu1xx + b(u1 −w1)w2x + b(u2 − w2)w1x − bd(u1 − w1)w
2
1x, (2.3)

u3(t, s, x+ 2π) = u3(t, s, x). (2.4)

Прежде чем приступить к анализу неоднородных краевых задач (2.1), (2.2) и (2.3), (2.4) на-
помним один хорошо известный факт из теории дифференциальных уравнений (функциональ-
ного анализа).

Лемма 2 (условие разрешимости). Рассмотрим неоднородную краевую задачу

vt = A0v +G(t, x), (2.5)
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v(t, x+ 2π) = v(t, x), (2.6)

где G(t, x) – достаточно гладкая функция переменных t и x. При этом по t она имеет период
2π/σ, а по x – 2π. Тогда краевая задача (2.5), (2.6) имеет по t 2π/σ периодическое решение, если
выполнены равенства

M0(G) =
1

2π

2π/σ∫

0

2π∫

0

G(t, x)dxdt = 0,

M±1(G) =
1

2π

2π/σ∫

0

2π∫

0

G(t, x) exp(±iσt± ix)dxdt = 0.

Равенства M0(v) =M±1(v) = 0 выделяют одно такое решение.

При реализации алгоритма построения нормальной формы будем считать, что выполнены
равенства

M0(uj) =M±1(uj) = 0, j = 2, 3.

При анализе разрешимости краевых задач (2.1), (2.2) и (2.3), (2.4) вспомогательная переменная
s рассматривается как параметр.

Из условий разрешимости неоднородной краевой задачи (2.1), (2.2) получаем равенство

ψ′(s) = 2b sin 2α|z|2, α = h/2, (2.7)

т.е. первое уравнение нормальной формы. После этого достаточно стандартно находится функция
u2(t, s, x) с необходимыми свойствами

u2(t, s, x) = ηz2(s) exp(2ix + 2iσt) + η z2(s) exp(−2ix− 2iσt),

где η = η1 + iη2, η1, η2 ∈ R и

η1 =
1

q21 + q22
(p1q1 − p2q2), η2 =

1

q21 + q22
(p2q1 − p1q2), q1 = 8 sin4 α,

q2 = 4 sin2 α sin 2α, p1 = b(− sin 4α+ sin 2α), p2 = b(cos 2α− cos 4α).

Использование условий разрешимости, при рассмотрении краевой задачи (2.3), (2.4) приводит
к еще одному уравнению для нормальной формы

z′ = (γ1 + iγ2)z + (l1 + il2)z|z|2, (2.8)

которое может быть дополнено комплексно к нему сопряженным. Величина l1 + il2 называется
комплексной ляпуновской величиной, а l1 – первой ляпуновской величиной. Последняя играет
особую роль при изучении уравнения (2.8). В нашем случае

γ1 + iγ2 = β − sin 2α− i cos 2α,
l1 + il2 = bd[−(2 sin2 α+ 2 sin2 2α)− i(sin 2α+ sin 4α)]+

+2b(η1 + iη2)(sin 4α+ i(cos 4α− cos 2α)).

Отметим, что можно привести окончательные варианты для l1, l2, используя явный вид коэффи-
циентов η1, η2. Приведем соответствующее выражение лишь для l1 – первой ляпуновской вели-
чины. После достаточно громоздких вычислений оказалось, что

l1 = l11 + l12 + l13, l11 = −2bd(sin2 α+ sin 2α),

l12 = b2 sin 4α
sin3 α sin 2α sin 3α− 2 sin5 α cos 3α

4 sin8 α+ sin4 α sin2 2α
,

l13 = −2b2 sinα sin 3α
2 sin5 α sin 3α− sin3 α sin 2α cos 3α

4 sin2 α+ sin4 α sin2 2α
.
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Уместно отметить, что l1 = l1(α), т.е. функция, которая зависит от α достаточно сложно. Так,
например, если α = π/2, то получаем

l1(
π

2
) = −2bd+ b2 = b(b− 2d).

Последнее выражение может принимать числовые значения разных знаков в зависимости от
выбора b, d > 0. Если b < 2d, то l1(π/2) > 0, и l1(π/2) < 0 при b < 2d.

Перейдем к анализу нормальной формы, состоящей из дифференциальных уравнений (2.7),
(2.8).

Лемма 3. Уравнение (2.8) имеет периодическое решение

z(s) = ξ exp(iωs), (2.9)

где ξ =
√

−γ1/l1, ω = γ2 − (l2γ1/l1).

Это решение существует, если γ1/l1 < 0. Оно устойчиво как решение уравнения (2.8), если
γ1 > 0(l1 < 0) и неустойчиво, если γ1 < 0(l1 > 0).

Доказательство леммы стандартно и хорошо известно, так как уравнение (2.8) – это нормаль-
ная форма для классической задачи о бифуркациях Андронова-Хопфа.

Теперь легко найти решение ψ(s), соответствующее циклу Андронова-Хопфа (2.9)

ψ(s) = −(2b
γ1
l1

sin 2α)s + ψ0, ψ0 ∈ R. (2.10)

Теперь можно сформулировать основной результат.

Теорема. Существует такое ε0 > 0, что при всех ε ∈ (0, ε0) краевая задача (0.1), (0.2) име-
ет решение, соответствующее решению (2.9), (2.10) нормальной формы. Для этого решения
справедлива асимптотическая формула

u(t, x, ε) = ψ(εt) + v(t, εt, x, ε), ψ(εt) = −[2b
γ1
l1
ε sin 2α+ o(ε)]t+ ψ0, ψ0 ∈ R,

v(t, εt, x, ε) = ε1/2
√

−γ1
l1
[exp(ix+ iω)t+ exp(−ix− iω)t]+

+ε(−γ1
l1
)[(η1 + iη2) exp(2ix + 2i(σ + ω)t) + (η1 − iη2) exp(−2ix− 2i(σ + ω)t)].

(2.11)

Решение u(t, x, ε) устойчиво (неустойчиво), если устойчиво (неустойчиво) решение (2.9), (2.10)
системы (2.7), (2.8).

Отметим также, что на самом деле получено двупараметрическое семейство решений, так
как наряду с решением (2.11) есть решение u(t+ γ3, x, ε), а также u(t, x, ε) + γ4, где γ3, γ4 – про-
извольные действительные постоянные. Семейство решений (2.11) и задает профиль волнового
рельефа, если конечно это семейство сформировано устойчивыми решениями.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента Российской Федерации
(контракт №МК-2298.2013.1).
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Случайные величины с абстрактными и многомерными вероятностями

В.М. Максимов

П. 1. В нашей работе исследуется формальное обобщение понятия вероятности и возможность
его влияния на классическую вероятностную феноменологию.

Как хорошо известно, [1], колмогоровская концепция основания теории вероятности состоит
в понятии случайной величины ξ (ω) как измеримой действительнозначной функции, опреде-
ленной на множестве Ω – так называемом множестве элементарных событий ω ∈ Ω. При этом,
на множестве Ω задана система подмножеств (событий) B, называемая σ-алгеброй событий, и
действительнозначная мера P , определенная на множествах B, ∀B ∈ B имеем 0 ≤ p(B) ≤ 1.
Очевидно, что эта концепция позволяет рассматривать многочисленные обобщения значений ве-
роятностных мер p(B).

П. 2. Впервые понятие абстрактных вероятностей было опубликовано в [2], но позже оно
уточнялось в [3, 4]. Случай p-адических вероятностей рассматривался в [6]. В определение топо-
логического вероятностного множества в настоящей работе впервые добавлена новая аксиома.

Очевидно, что предполагаемое абстрактное вероятностное множество P должно иметь две
бинарные операции (умножение и сложение), иметь нулевой (o) и единичный (l) элементы, и
обладать некоторыми свойствами обычных вероятностей из отрезка [0, 1].

Определение 1 [3]. Некоторое множество P с операциями умножения (◦) и сложения (+)
будет называться вероятностным множеством или множеством абстрактных вероятностей (аб-
страктные вероятности), если выполнены следующие свойства:

a) Умножение (◦) есть бинарная ассоциативная и коммутативная операция с l (единица в P ).
Очевидно, единичный элемент единственен в P

b) Сложение (+) определено не для каждой пары α, β ∈ P . Если суммы (α+ β) и (α+ β) + γ
определены в P , α, β, γ ∈ P , то имеет место равенство:

(α+ β) + γ = α+ (β + γ) ,

т.е. β + γ тоже определено (свойство ассоциативности).
Кроме того, выполнено условие коммутативности, которое предполагает, что если α+β опре-

делено в P , то и β + α определено в P и при этом α+ β = β + α.
Операция (+) предполагает существование нулевого элемента o, такого что ∀α ∈ P сумма

α+ o определена и равна α. Очевидно, o – единственный элемент с таким свойством.

c) Свойство дистрибутивности. Если для некоторых α, β ∈ P сумма (α+ β) определена,
тогда для любого γ ∈ P сумма α ◦ γ + β ◦ γ определена и
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α ◦ γ + β ◦ γ = γ ◦ (α+ β) .

(Заметим, что сумма α ◦ γ+β ◦ γ может быть определена, но α+β не определено. Например, это
справедливо даже и для обычных числовых вероятностей).

d) Свойство неразложимости нуля. Если α+ β определено в P и α+ β = o, то α = β = o.

Из неразложимости нуля следует интуитивно понятное свойство: если вероятность множества
A ⊂ Ω равна нулю, то и каждое его подмножество имеет вероятность ноль,

e) Свойство дополнительности до l. Для каждого α ∈ P существует единственный эле-
мент ᾱ ∈ P , такой что α + ᾱ = l. Элемент ᾱ называется дополнительным элементом к
α.

f) Вероятностная версия аксиомы Архимеда в теории действительных чисел. Для
∀α ∈ P , α 6= 0, существует натуральное k (α) такое, что сумма α + α + . . . + α (k (α) раз)
определена в P , но сумма α+ α+ . . .+ α (k (α) + 1 раз) не определена в P.

g) Условие Колмогорова Уравнение x = x2 имеет только два решения в P : x1 = o, x2 = l.

g’) Расширенное условие Колмогорова. Уравнение x = x2 имеет конечное число решений
в P .

g”) Бесконечное условие Колмогорова, когда уравнение x = x2 имеет бесконечное число
решений.

Определение 2. Пусть P1, P2, . . . , Ps – некоторые вероятностные множества. Тогда декартово
произведение P = P1 × P2 × . . . × Ps будем называть декартовым произведением вероятностных
множеств P1, P2, . . . , Ps, если в P , как обычно, для (α1, . . . , αs) ∈ P введены операция умножения

(α1, . . . , αs) ◦ (β1, . . . , βs) = (α1 ◦ β1, . . . , αs ◦ βs)

и операция суммирования

(α1, . . . , αs) + (β1, . . . , βs) = (α1 + β1, . . . , αs + βs) ,

если суммы (αi + βi) определены в Pi для всех i, i = ¯1, s. Тогда элемент o = (o1, . . . , os) есть нуль
в P и l = (l1, . . . , ls) есть единица в P .

Очевидно, декартово произведение P вероятностных множеств P1, . . . , Ps есть снова вероят-
ностное множество с расширенным условием Колмогорова.

Мы имеем два основных естественных примера вероятностных множеств.
Во-первых, это множество действительных чисел отрезка [0, 1] с которого мы списали свой-

ства абстрактного вероятностного множества. Во-вторых, это конечное вероятностное множество,
описанное в [5].

Очевидно, простейшее вероятностное множество состоит из двух элементов: {o, l} = B1.

Предложение 1. Всякое конечное вероятностное множество представляется в виде Bs =
B1 × . . .×B1.

Пусть E (P ) есть множество всех идемпотентных элементов e, e ∈ P . Очевидно, что o, l ∈
E (P ) и E (P ) есть мультипликативная полугруппа. Если в P выполнено условие Колмогорова,
то E (P ) содержит только o и l. Если в P выполнено расширенное условие Колмогорова, то E (P )
имеет s элементов, s > 2. Идемпотенты e1 и e2 называются ортогональными, если e1 ◦ e2 = o.

Предложение 2. Множество идемпотентов E (P ) относительно операций в P является
вероятностным множеством.

Если E (P ) конечно, то оно является конечным вероятностным множеством и, как отмечалось,
описано в [5]. В частности, оно содержит s = 2k элементов.
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П.3. Определение 3. Вероятностное множество P будет называться топологическим веро-
ятностным пространством с топологией τ , если в множестве P введена топология τ , удовлетво-
ряющая следующим условиям:

1) Операция умножения непрерывна. Т.е. как обычно, для любой окрестности V (αβ) элемента
αβ, ∀α, β ∈ P существует окрестности V (α) и V (β) такие, что α′ ◦ β′ ∈ V (α, β), если
α′ ∈ V (α), β′ ∈ V (β) .

2) Операция сложения непрерывна в следующем смысле: для всякой окрестности V (α+ β)
элемента α+β (если сумма определена) найдутся окрестности V (α) и V (β) такие, что доля
всех α′ ∈ V (α) и β′ ∈ V (β) для которых сумма α′ + β′ определена в P мы будем иметь
α′ + β′ ∈ V (α+ β) .

3) Если для элементов a и b из P сумма a + b не определена, то найдутся окрестности V0 (a)
и V0 (b), для которых сумма α+ β не определена для всяких α ∈ V0 (a) и β ∈ V0 (b) .

Из свойств 1) и 2), очевидно, вытекают эквивалентные им формулировки: если αn → α и
βn → β, то αnβn → αβ, а если αn + βn определена и α + β определена, то αn + βn → α + β.
Из 3) следует, если αn → α и βn → β и сумма α + β не определена, то сумма αn + βn также
не определена начиная с некоторого n. Кроме того, если αn + βn определена и αn + βn → o, то
αn → o и βn → o. Действительно, в силу компактности можно считать, что αn → α, βn → β. Т.к.
αn + βn определено, то в силу 3) определена сумма α + β. Тогда в силу 2) α + β = o, откуда в
силу аксиомы неразложимости нуля следует, что α = β = o. Это свойство мы будем называть
свойством непрерывности неразложимости нуля.

Это свойство можно сформулировать в терминах окрестностей следующим образом: Для
любых окрестностей нуля V1 (o) и V2 (o), существует окрестность нуля V12 (o), такая, что если
α+ β ∈ V12 (o), то α ∈ V1 (o), β ∈ V2 (o).

Важно заметить, что свойство непрерывности неразложимости нуля не есть следствие 2),
а является, в некотором смысле, ему противоположное. Этим свойством, очевидно, обладает
множество неотрицательных действительных чисел.

Классическое вероятностное множество [0, 1] является пока единственным примером компакт-
ного вероятностного множества, удовлетворяющим условиям Колмогорова, т.е. обладает двумя
идемпотентами 0 и 1.

Имеет место очень важное

Предложение 3. Пусть P произвольное компактное вероятностное множество, удовле-
творяющее условию Колмогорова. Тогда для ∀α ∈ P , α 6= l, последовательность αn сходится к
нулю при n→ ∞.

Из предложения 3 не сложно показать

Предложение 4. Всякое компактное вероятностное множество, удовлетворяющее усло-
вию Колмогорова, не имеет делителей нуля.

П. 4. Нам необходимы базовые понятия в концепции Колмогорова для случайных незави-
симых величин с абстрактными вероятностями. Основной объект есть множество элементарных
событий Ω с некоторой -алгеброй B подмножеств Ω и P -значной мерой P , определенной на B,
удовлетворяющей аксиоме непрерывности. Мы предполагаем, что P - произвольное компактное
вероятностное множество с расширенным условием Колмогорова. Тройку (Ω, B, P ) как обычно,
мы назовем вероятностным пространством над P .

Условие непрерывности для -значной меры P как обычно означает: ∀An ∈ B, таких, что
An ⊆ An+1 ∈ B и

⋃
n
An = B, мы имеем lim

n
P (An) = P (B) в смысле топологии, определенной в

P .
Далее, по Колмогорову [1], всякое отображение ξ (ω) множества Ω в R (действительные чис-

ла) называется случайной величиной (действительнозначной) относительно пары (Ω, B), если
{ω : ξ (ω) < λ} ∈ B.
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Два множества A и B из B называются независимыми относительно тройки (Ω, B, P ), если
P (A ∩B) = P (A)P (B). Две системы семейств подмножеств {Aθ} и {Bγ} из B независимы
относительно (Ω, B, P ), если всякие два множества Aθ и Bγ независимы относительно (Ω, B, P ).
Две -алгебры F (Aθ) и F (Bγ) порождаемые множествами {Aθ} и {Bγ} независимы, если {Aθ} и
{Bγ} независимы.

Пусть -алгебра F (ξ) порождена множествами {ω : ξ (ω) < λ} , ∀λ ∈ R. Тогда по определению,
две случайные величины ξ1 (ω) и ξ2 (ω) относительно (Ω, B, P ) независимы, если -алгебра F (ξ1)
и F (ξ2) независимы.

В рамках сформулированных определений и понятий сохраняются следующие предложения:

Предложение 5. (Аналог закона 0 или 1). Пусть {ξn (ω)} независимые случайные величины
относительно (Ω, B, P ), где P есть -значная мера с расширенным условием Колмогорова. Тогда
множество сходимости ряда

∑
n
ξn (ω) принадлежит B и его P -мера есть корень уравнения

x2 = x в P , т.е. вероятность множества сходимости может быть любым идемпотентным
элементом в P . Если P удовлетворяет условию Колмогорова, то имеется также два решения
x1 = o, x2 = l, как мы имеем в классической теории.

П. 5. Пусть на вероятностном пространстве (Ω, B, P ) с -значной мерой P заданы события
A1, A2, . . .. Пусть ξAn (ω) – случайная величина, принимает 1 для ω ∈ An и 0 в противном случае.

Мы сформулируем лемму Бореля-Кантелли для случая абстрактных вероятностей в следую-
щих двух предложениях.

Предложение 6. Если сумма
n∑
1
P (An) определена в P и при n→ ∞ сходится в компактном

множестве P , то ряд
∞∑
n=1

ξAn (ω) сходится почти всюду.

Предложение 7. Если случайные величины ξAn (ω) независимы, то для сходимости ряда
∞∑
1
ξAn (ω) необходимо и достаточно сходимости

∞∏
m
P
(
Ām

)
, начиная с некоторого m. А для

расходимости ряда
∞∑
1
ξAn (ω) необходимо и достаточно, чтобы

∞∏
m
P
(
Ām

)
= o для любого m.

П. 6. Обозначим Pd – декартово произведение вероятностных множеств [0, 1] (d раз). Это
вероятностное множество мы называем d-мерными вероятностями.

Pd является важнейшим вероятностным объектом в связи с гипотезой о компактных вероят-
ностных множествах (см. ниже) и следующим утверждением, не противоречащим этой вероят-
ностной гипотезе.

Предложение 8. Всякое замкнутое вероятностное подмножество P ⊂ Pd, удовлетворяю-
щее условию Колмогорова, изоморфно отрезку [0, 1] или состоит из двух элементов o и l. Кроме
того, всякое такое, P отличное от o и l, представляется в Pd следующим образом: для каждого
P найдутся натуральные ik, 1 ≤ i1 < . . . < is ≤ d, такие, что множество (α1, . . . , αd) ∈ Pd,
где αi1 = . . . = αis = λ, для всякого λ ∈ [0, 1], а остальные αk тождественно равны нулю,
совпадает с P .

Наконец заметим, что в Pd множество его вершин является конечным вероятностным множе-
ством, относительно операций в Pd.

Вероятностная гипотеза. В [4] была сформулирована следующая вероятностная гипотеза:
всякое компактное вероятностное множество с условием Колмогорова, изоморфно отрезку [0, 1],
рассматриваемому с обычными операциями сложения и умножения.

Библиографический список

1. Колмогоров, А.Н. Основные понятия теории вероятности [Текст]/ А.Н. Колмогоров; изд. 2-е.
– М.: Наука, 1974.

2. Maximov, V.M. Abstract models of probability. Foundation of probability and physics, 257-273,
QP-PQ: Quantum Probab. White Noise Anal., 13, World Sci. Publ., River Edge, NJ, 2001.



98 Глава 2. Математика в ее многообразии

3. Maximov, V.M. The sets of abstract probabilities. Foundation of probability and physics – 4, 353-
361, AIP conf. Pros; 889, Amer. Inst. Physics, Melvill, NY, 2007.

4. Максимов, В.М. Вероятностные структуры и вероятностные множества [Текст]/ В.М. Макси-
мов// УМН. – 2007. – T.62. – №6 (378). –C.181-182.

5. Максимов, В.М. Конечные вероятностные структуры [Текст]/ В.М. Максимов// Дискретная
математика. – 2008. – T.20. – №3. – C.19-27.

6. Khrennikov, A.Yu. Generalized probabilities taking values in non-Archimedean fields and
topological groups. 2006, ArXive math. PR/0512427.

Невозвратность некоторых типов возбужденных случайных блужданий

Ю.А. Малышкин

Теория случайных блужданий является важной частью теории вероятностей. В ее рамках можно
выделить разнообразные направления исследований (см., например, [4] и [5]). В настоящей работе
изучаются возбужденные случайные блуждания. Отличительной особенностью таких блужданий
является наличие определенной конечной памяти о прошлом процесса в каждой вершине. Поня-
тие возбужденного случайного блуждания впервые было введено в [3]. Существуют различные
модели таких блужданий (см., например, [1-3]). В [2] авторами рассматривалась модель, в кото-
рой пространство Z

d разбивалось на непересекающиеся уровни. Шаг блуждания по соответст-
вующему уровню осуществлялся после достижения определенного числа посещений вершины, в
которой блуждание находится в данный момент. В [2] авторами ставился вопрос о невозврат-
ности блужданий такого типа. В общем случае можно ввести последовательность размерностей
k1, ..., kl, таких что

∑l
i=1 ki = d, которая задает разбиение Z

d на уровни. Заметим, что невозврат-
ность блуждания по некоторому подмножеству уровней влечет невозвратность во всей модели.
Поэтому, если для некоторого i ∈ 1, l ki ≥ 3, то соответствующее блуждание невозвратно. Мы
изучаем случай, когда для некоторых i 6= j ki = kj = 2. В этом случае достаточно (для доказа-
тельства невозвратности) рассматривать блуждание только по Z

4. Данная модель была введенна
в [2], и наш главный результат является обобщением теоремы, полученной в этой статье.

Определим случайный процесс T = {Tn, n ∈ Z+} со значениями в Z
4 следующим образом.

Если T посещает вершину решетки Z
4 впервые в момент n, то мы прибавляем к первым двум

координатам Tn случайный двумерный вектор с распределением µ1, не зависящий от прошлого
процесса T до момента n. В противном случае (если процесс T уже посещал соответствующую
вершину ранее) случайный двумерный вектор с распределением µ2 прибавляется к последним
двум координатам Tn. Таким образом, процесс T задается формулами:

P(Tn+1 − Tn = (x, (0, 0))|Gn, Tn /∈ {T0, ..., Tn−1}) = µ1(x), x ∈ Z
2,

P(Tn+1 − Tn = ((0, 0), y)|Gn, Tn ∈ {T0, ..., Tn−1}) = µ2(y), y ∈ Z
2,

где Gn = σ{T0, ..., Tn}.
В дальнейшем нам потребуется следующее эквивалентное представление процесса T .
Пусть A = {An, n ∈ Z+} и B = {Bn, n ∈ Z+} - независимые случайные блуждания по Z

2

с началом в начале координат, порожденные распределениями µ1 и µ2 соответственно. Поло-
жим Z0 = (A0, B0) и Zn = (Arn , Bn−rn), n ∈ N, где rn - число различных вершин, посещенных
процессом Z до момента n. Введем En = σ{Z0, ..., Zn}. Покажем, что Tn = Zn по распреде-
лению. Для этого достаточно доказать, что распределения векторов (Z1 − Z0, ..., Zn − Zn−1) и
(T1 − T0, ..., Tn − Tn−1) совпадают. Последнее эквивалентно равенствам

P(Tn+1 −Tn = (x, (0, 0))|Gn, Tn /∈ {T0, ..., Tn−1}) = P(Zn+1 −Zn = (x, (0, 0))|En, Zn /∈ {Z0, ..., Zn−1})

для любого x ∈ Z
2 и

P(Tn+1 − Tn = ((0, 0), y)|Gn, Tn ∈ {T0, ..., Tn−1}) = P(Zn+1 −Zn = ((0, 0), y)|En, Zn ∈ {Z0, ..., Zn−1})
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для любого y ∈ Z
2. Докажем первое из них (второе доказывается аналогично). Заметим, что

Zn /∈ {Z0, ..., Zn−1} равносильно равенству rn+1 = rn + 1. Найдем

P(Zn+1 − Zn = (x, (0, 0))|En, Zn /∈ {Z0, ..., Zn−1}) = P(Zn+1 − Zn = (x, (0, 0))|En, rn+1 = rn + 1)

=P(Arn+1−Arn =x,Bn+1−rn+1−Bn−rn =(0, 0)|En, rn+1=rn+1)=P(Arn+1−Arn =x|En, rn+1=rn+1).

Осталось убедится, что Arn+1 − Arn и En независимы ({rn+1 = rn + 1} ∈ En). Положим Am =
σ{A0, ..., Am, B0, ..., Bn, ...}. При этом приращение Am+1 − Am не зависит от Am. Заметим, что
rk является марковским моментом относительно фильтрации {Am} (поскольку верность равен-
ства rk = l определяется значениями A1, ..., Al и B1, ..., Bk−l). Следовательно, Arn+1 −Arn и Arn

независимы. Учитывая, что En ⊆ Arn получим требуемое равенство.
Введем некоторые обозначения для случайных блужданий по Z

d (подробнее см. [4], стр. 10 и
17). Определим Pd как класс симметричных неприводимых распределений (т.е. распределений,
носитель которых не содержится в собственных подрешетках Z

d) на Z
d, имеющих конечный носи-

тель. Обозначим P∗
d - класс распределений, порождающих апериодичные неприводимые случай-

ные блуждания по Z
d. Введем подкласс P ′

d класса P∗
d , состоящий из распределений векторов с

конечными вторыми моментами компонент.
Сформулируем основной результат статьи.

Теорема 1. Пусть распределения µ1 и µ2 входят в класс P2
⋃P ′

2. Тогда процесс T – невозврат-
ный.

Вначале получим вспомогательные результаты.
Рассмотрим случайное блуждание W = {Wn, n ∈ Z+}, где W0 = (0, 0), Wn =

∑n
i=1Xi и

{Xi, i ∈ N} - последовательность независимых случайных величин, определенных на вероятност-
ном пространстве (Ω,F ,P) и принимающих значения в Z

2 в соответствии с распределением p.
Для x ∈ Z

2 положим p(x) := p({x}) и pn(x) := pn({x}) = P(Wn = x). Если p ∈ P2
⋃P ′

2, то по
Предложению 2.4.4 и Теореме 2.1.3 из [4] получим

pn(x) ≤ cn−1, x ∈ Z
2, (1)

где c > 0 есть некоторая константа. Мы будем использовать следующую норму в R
2, соответству-

ющую распределению p на Z
2:

J ∗(x) = |xtΓ−1x|1/2, x ∈ R
2,

где Γ - ковариационная матрица вектора с распределением p и t обозначает операцию транспониро-
вания. Так как в евклидовом пространстве все нормы эквивалентны, то существуют константы
c1, c2 > 0 такие, что

c1||x|| ≤ J ∗(x) ≤ c2||x||, x ∈ R
2, (2)

где || · || - норма евклида.
Нам потребуется следующая оценка для rn.

Лемма 1. Существует ǫ ∈ (0, 1) такое, что для любого M > 0 найдется константа C =
C(M) > 0, для которой

1−P

(
n

(C lnn)2
≤ rn ≤ (1− ǫ)n

)
= o(n−M ), n→ ∞.

Доказательство.
Доказательство леммы основано на тех же идеях, что и доказательство леммы 1 в [2], поэтому

мы его опускаем. �

Лемма 2. Пусть U – случайное блуждание по Z
2 с началом в нуле и симметричным

распределением p ∈ P2
⋃P ′

2. Тогда для t ∈ [n/(lnn)3, 2n)

P
(
(0, 0) ∈ {U[t], ..., U2n}

)
= O (ln lnn/ lnn) , n→ ∞.
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Доказательство. Для p ∈ P ′
2

⋃P2 выполнено (1). Поэтому если t ≥ n/(ln n)3, то

P

(
||U[t]|| ≤ n1/2/(ln n)3

)
≤ P(

⋃

||k||≤n1/2/(lnn)3

{U[t] = k}) ≤
∑

||k||≤n1/2/(lnn)3

P(U[t] = k)

≤ C(n/(lnn)3)−1(n1/2/(lnn)3)2 ≤ C/(lnn)3 = o (1/ lnn) , n→ ∞. (3)

Таким образом, с вероятностью 1 + o(1/ ln n) случайное блуждание U выйдет за границу круга
радиуса n1/2/(ln n)3 к моменту t ≥ n/(ln n)3. Рассмотрим случайное блуждание S = {Sk, k ∈ Z+}
по Z

2, где S0 = x, x ∈ Z
2, Sk =

∑k
i=1Xi и {Xi, i ∈ N} - последовательность независимых

одинаково распределенных случайных величин со значениями в Z
2 и распределением p ∈ P2

⋃P ′
2.

Для i ≥ 0 введем ψi = min{2n + 1, inf{k > 0 : i ≤ ||Sk|| < i + 1}}. Оценим P(ψ0 < ψm), где
m = [||x||(ln ||x||)4].

Для m,n ∈ N положим η = min
{
2n, inf{j ≥ 1 : Sj ∈ {(0, 0)} ∪ {w ∈ Z

2 : J ∗(w) > m}}
}
, где

J ∗ было определено в (2).
Поскольку E||Xi||2 < ∞, то существует константа C > 0 такая, что m2

P(||Xi|| > m) ≤ C/2
при всех m ∈ N. Отсюда

P( max
1≤i≤2n

||Xi|| ≥ m) ≤ Cn/m2.

Рассмотрим случайные величины X ′
i = XiI{||Xi|| < m}, i ∈ N. Обозначим p′ - распределение

X ′
1. Из невырожденности распределения p для достаточно больших m следует невырожденность

распределения p′, и значит p′ ∈ P2 (так как оно симметрично, и для достаточно больших m
его носитель порождает Z

2). Будем использовать для p′ следующие обозначения (аналогичные

обозначениям для p). Положим S′
k = x+

∑k
i=1X

′
i, k ∈ N, Γ′ =

(
E(X ′j

1 X
′l
1 )
)
1≤j,l≤2

. Для достаточно

больших m определена следующая норма J ′(y) = |yt(Γ′)−1y|1/2 на R
2. Также введем функцию

a′(y) = lim
N→∞

(
N∑

n=0

p′n((0, 0)) −
N∑

n=0

p′n(y)

)
, y ∈ Z

2.

Эта функция принимает значения в R для p′ ∈ P2
⋃P ′

2, см. [4], параграф 4.4. Обозначим

τ = inf{j ≥ 1 : S′
j ∈ {(0, 0)} ∪ {y : J ′(y) > m}}, η′ = min {2n, τ} , F ′

n = σ{S′
0, ..., S

′
n}.

Заметим, что

P(Sη = (0, 0)) = P(Sη = (0, 0), max
1≤i≤2n

||Xi|| ≥ m) +P(Sη = (0, 0), max
1≤i≤2n

||Xi|| < m)

≤ P( max
1≤i≤2n

||Xi|| ≥ m) +P(S′
η′ = (0, 0)) ≤ Cn/m2 +P(S′

η′ = (0, 0)).

Используя вложение {S′
η′ = (0, 0)} = {S′

τ = (0, 0), τ ≤ 2n} ⊆ {S′
τ = (0, 0)} прийдем к неравенству

P(Sη = (0, 0)) ≤ Cn/m2 +P(S′
τ = (0, 0)). (4)

Введем последовательность Mj = a′(S′
j). Найдем E(a′(S′

j+1)|F ′
j).

E(a′(S′
j+1)|F ′

j) = E

(
lim

N→∞

N∑

i=0

(p′i(0)− p′i(S
′
j +X ′

j+1))|F ′
j

)
=

= lim
N→∞

N∑

i=0

(p′i(0) −E(p′i(S
′
j +X ′

j+1)|F ′
j)),

где перестановка предела и интегрирования возможна в связи с равномерной сходимостью (т.к.
|X ′

j+1| < m).
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Учитывая независимость F ′
j и X ′

j+1, имеем

E(a′(S′
j+1)|F ′

j) = lim
N→∞

N∑

i=0

(p′i(0)−
∑

k∈Z2

p′i(S
′
j + k)p′1(k)).

Используя симметричность распределения p′, видим, что
∑

k∈Z2

p′i(x+ k)p′1(k) =
∑

k∈Z2

p′i(x+ k)p′(−k) = p′i+1(x).

Следовательно, для E(a′(S′
j+1)|F ′

j) получим, что

E(a′(S′
j+1)|F ′

j) = lim
N→∞

N∑

i=0

(p′i(0) − p′i+1(S
′
j)) = lim

N→∞

(
N∑

i=0

(p′i(0)− p′i(S
′
j)) + p′0(S

′
j)− p′N+1(S

′
j)

)
=

= lim
N→∞

N∑

i=0

(p′i(0)− p′i(S)) + p′0(S
′
j)− lim

N→∞
p′N+1(S

′
j) = a′(S′

j) + p′0(S
′
j) = a′(S′

j) + I{S′
j = 0}п.н.

Поэтому Mj = a′(S′
j) является субмартингалом. Проверим выполнение условий опциональной

теоремы об остановке (см., например, теорему 2 в параграфе 2 главы 7 из [6]). По предложению
2.4.5 из [4] вероятность, что блуждание S не выйдет за пределы круга радиуса 2m с центром в
точке x до момента j не превосходит Ce−cj/m2

, где C, c - некоторые положительные константы,
следовательно Eτ < ∞. Теперь покажем, что |Mj+1 −Mj | < C п.н. для некоторой константы C.
Из теоремы 4.4.4 из [4] вытекает, что a′(x+k)−a′(x) < c(k). Положим C = C(m) = max|k|<m c(k).
Тогда

|Mj+1 −Mj | = |a′(S′
j +X ′

j+1)− a′(S′
j)| ≤ C.

По опциональной теореме об остановке получим:

a′(x) = EM0 ≤ EMτ = (1−P(S′
τ = (0, 0)))E(a′(S′

τ )|J ′(S′
τ ) ≥ m).

Теорема 4.4.4 из [4] влечет

a′(x) = γ′ log |J ′(x)|+D +O(||x||−1), ||x|| → ∞,

где D = D(p′) - некоторая константа и γ′ = 1/(π(det Γ′)1/2). Из (2) вытекает, что если J ′(S′
τ ) ≥ m,

то ||S′
τ || ≥ m/c2 и J ′(S′

τ ) ≥ c1|S′
τ | ≥ c1m/c2. Следовательно,

E(a′(S′
τ )|J ′(S′

τ ) ≥ m) ≥ γ′ logm+D − γ′ log c2/c1 +O(m−1), m→ ∞. (5)

Из соотношений S′
τ = S′

τ−1+X
′
τ , J ′(S′

τ−1) < m и J ′(X ′
τ ) ≤ c2||X ′

τ || ≤ c2m получаем неравенство

E(a′(S′
τ )|J ′(S′

τ ) ≥ m) ≤ γ′ logm+D + γ′ log(1 + c2) +O(m−1), m→ ∞. (6)

Заметим, что для достаточно больших m выполнено E(a′(S′
τ )|J ′(S′

τ )) > 0. Таким образом, для
достаточно больших m имеем

P(S′
τ = (0, 0)) ≤ E(a′(S′

τ )|J ′(S′
τ ) ≥ m)− a′(x)

E(a′(S′
τ )|J ′(S′

τ ) ≥ m)
. (7)

Комбинируя (5)-(7) приходим к неравенству

P(S′
τ = (0, 0)) ≤ γ′ log(m/J ′(x)) + γ′ log(1 + c2)

γ′ logm+D − γ′ log c2/c1
+O(m−1) +O(||x||−1) (8)

при m → ∞ и ||x|| → ∞.
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При m = [||x||(ln ||x||)4] справедлива оценка m/J ′(x) < ln ||x||/c1. Учитывая, что P(Sη =
(0, 0)) = P(ψ0 < ψm), для m = [||x||(ln ||x||)4] имеем

P(ψ0 < ψm) = O (ln ln ||x||/ ln ||x||) + Cn/m2, ||x|| → ∞.

Заметим, что для ||x|| ≥ n1/2/(ln n)3 верны соотношения ln ln ||x||
ln ||x|| = O

(
ln lnn
lnn

)
и n1/2 lnn = O(m)

при n→ ∞ Таким образом, мы приходим к оценке

P(ψ0 < ψ[||x||(ln ||x||)4]) = O (ln lnn/ lnn) +O((lnn)−2) = O (ln lnn/ lnn) . (9)

Также выполнено

P(ψm ≤ 2n) = P( max
1≤k≤2n

||Sk|| ≥ m+ 1) ≤ P( max
1≤k≤2n

||Sk|| ≥ Cn1/2 lnn),

где C > 0 - некоторая константа. Применяя Предложение 2.1.2 из [4] (для s = C lnn), получаем

P(ψm ≤ 2n) = O((lnn)−1), n→ ∞. (10)

Комбинируя (3), (9) и (10), мы прийдем для t ∈ [n/(ln n)3, 2n) к следующим неравенствам

P((0, 0)∈{U[t], ..., U2n})≤P

(
||U[t]||≤n1/2/(ln n)3

)
+P

(
(0, 0)∈{U[t], ..., U2n}, ||U[t]||≥n1/2/(lnn)3

)

≤ o((ln n)−1) +P

(
(0, 0) ∈ {U[t], ..., U2n}, ψ[||U[t]||(ln ||U[t]||)4] ≥ 2n, ||U[t]|| ≥ n1/2/(lnn)3

)

+P

(
ψ[||U[t]||(ln ||U[t]||)4] ≤ 2n, ||U[t]|| ≥ n1/2/(lnn)3

)
= o((ln n)−1) +O (ln lnn/ lnn) +O((ln n)−1)

= O (ln lnn/ lnn) , n→ ∞.

Доказательство завершено. �
Теперь перейдем к доказательству теоремы 1.

Доказательство. Положим rmin(n) = [C(3)n/(ln n)2]0, rmax(n) = [ǫn]0, где C(3) и ǫ констан-
ты, определенные в лемме 1, и [a]0 обозначает наимельшее четное число, превосходящее a.

Используем схему, применяемую в [2]. Докажем невозвратность блуждания в нуле. С учетом
леммы Бореля-Кантелли нам достаточно доказать, что

∞∑

k=0

P((0, 0, 0, 0) ∈ {T2k , ..., T2k+1}) <∞.

Нам потребуется следующее предложение

Предложение 1. Существует константа C > 0 такая, что для любого n ∈ N

P ((0, 0, 0, 0) ∈ {Tn, ..., T2n}) ≤ C (ln lnn/ lnn)2 .

Доказательство. Используя представление Tn = (A(rn), B(n − rn)), где A и B независимы,
получим

P((0, 0, 0, 0)∈{Tn , ..., T2n})=P({(0, 0)∈{A(rn), ..., A(r2n)}}∩{(0, 0)∈{B(n−rn), ..., B(2n−r2n)}})

≤ P({(0, 0) ∈ {A([n/(C lnn)2]), ..., A(2n)}} ∩ {(0, 0) ∈ {B([ǫn]), ..., B(2n)}}) + o(n−M )

= P((0, 0) ∈ {A([n/(C lnn)2]), ..., A(2n)}) ·P ((0, 0) ∈ {B([ǫn]), ..., B(2n)}) + o(n−M ), n→ ∞.

Таким образом, мы свели задачу к двумерному случаю. Теперь предложение следует из Леммы
2. �
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Заметим, что доказательство верно и при наличии любой конечной конфигурации посещенных
вершин. В этом случае оценки для rn исменятся на константу (равную числу вершин в конфигура-
ции), что не повлияет на применение Леммы 2. Из этого, в частности, следует невозвратность
блуждания в произвольной точке Z

2. Теорема 1 доказана. �

Автор благодарит профессора А.В. Булинского за ценные замечания и доцента А.П. Шашкина
за полезные обсуждения.
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О грубости и бифуркациях уравнений Риккати с периодическими коэффициентами

В.Ш. Ройтенберг

1. Введение. В работах автора [1-3] изучались грубость и бифуркации полиномиальных диф-
ференциальных уравнений с периодическими коэффициентами

ẋ = an(t)x
n + an−1(t)x

n−1 + ...+ a1(t)x+ a0(t)

при n ≥ 3. Здесь мы рассмотрим случай n = 2, то есть уравнения Риккати

a : ẋ = a2(t)x
2 + a1(t)x+ a0(t). (1)

Аналогично [2] обозначим A2,r – множество уравнений вида (1) с 1-периодическими коэффи-
циентами ai ∈ Cr ( r ≥ 0). Будем рассматривать A2,r как банахово пространство с нормой

‖a‖r = max
0≤m≤2

max
k=0,1,...,r

max
t

∣∣∣a(k)m (t)
∣∣∣. Линейное многообразие в A2,r, состоящее из приведенных

уравнений Риккати, для которых a0(t) ≡ 1, обозначим A+
2,r.

Уравнение a ∈ A2,r определяет автономную систему

ẋ = a0(s)x
2 + a1(s)x+ a2(s), ṡ = 1 (2)

на цилиндре R×R/Z. Ее траектории будем называть траекториями уравнения a в R×R/Z.

2. Приведенные уравнения Риккати. Как известно ([4], а также теорема 2 настоящей
работы), если уравнение a ∈ A+

2,r имеет 1-периодические решения, то сумма их кратностей равна
двум. Поэтому A+

2,r = C0 ∪C1 ∪C2, где Ci – множество уравнений из A+
2,r, имеющих i различных

1-периодических решений. Ясно, что уравнения a и ã из A+
2,r (точнее соответствующие автоном-

ные системы (2)) топологически эквивалентны в R × R/Zтогда и только тогда, когда они оба
принадлежат одному из множеств Ci. Кроме того, множества C0 и C2 открыты в A+

2,r.

Теорема 1. 1) Множества Ci (i = 1, 2, 3) связны. 2) Множество C1 является вложенным
аналитическим подмногообразием в A+

2,r коразмерности один.
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Доказательство. Выберем произвольное уравнение

a ∈ C0 : ẋ = x2 + a1(t)x+ a2(t). (3)

Ясно, что существует такое число N > 0, что

∀t ∈ R ∀x ∈ R ∀v ∈ [0; 1]x2 + v(a1(t)x+ a0(t)) > −N. (4)

Рассмотрим однопараметрическое семейство уравнений

aµ ∈ A+
2,r : ẋ = x2 + a1(t)x+ a2(t) + µN, µ ∈ [0; 1].

Покажем, что при любом µ ∈ [0; 1] aµ не имеет замкнутых траекторий и потому принадлежит
C0. Если при некотором µ ∈ [0; 1] aµ не имеет замкнутых траекторий, то найдется такое число
d > 0, что любая траектория уравнения aµ пересекает, причем трансверсально, окружности x = d
и x = −d. Поэтому множество M0 тех µ ∈ [0; 1], при которых уравнение aµ не имеет замкнутых
траекторий открыто в [0; 1] и содержит нуль. Если множество [0; 1]\M0 не пусто, то оно содер-
жит наименьший элемент µ0 > 0. Пусть aµ0 имеет замкнутую траекторию L, соответствующую
1-периодическому решению p(t). Пусть x(t, u, µ) – решение уравнения aµ, удовлетворяющее на-
чальному условию x(0, u, µ) = u. Так как p(t) ≡ x(t, p(0), µ0), то при µ достаточно близких к
µ0 в некоторой окрестности точки p(0) в R определена функция последования по траекториям
уравнения aµ: P (· , µ) := x(1, ·, µ). Ясно, что L негрубая траектория и потому – двойной цикл, к
которому ω-предельны траектории, лежащие в области {(x, s) : x < p(t)} и α-предельны траек-
тории, лежащие в области {(x, s) : x > p(t)}. Но тогда P (u , µ0) = u + ku2 + o(u2), где k > 0. Из
уравнения в вариациях имеем P ′

µ(u0 , µ0) > 0. Поэтому при µ достаточно близких к µ0 и µ < µ0
функция последования имеет неподвижные точки, а уравнение aµ имеет замкнутые траектории.
Но это противоречит выбору µ0. Поэтому M0 = [0; 1], что нам и требовалось показать.

Рассмотрим однопараметрическое семейство уравнений

aµ∗ ∈ A+
2,r : ẋ = x2 + (1− µ)(a1(t)x+ a2(t)) +N.

Ввиду (4) любое решение x(t) уравнения aµ∗ является возрастающей функцией, и потому не перио-
дично. Следовательно, ∀µ ∈ [0; 1]aµ∗ ∈ C0.Аналогично aµ∗∗ ∈ C0, где aµ∗∗ : ẋ = x2+(1−µ)N+µ. Так
как a0∗∗ = a1∗, a

0
∗ = a1, a0 = a, а уравнение a1∗∗ совпадает с уравнением ẋ = x2 + 1, то уравнение

a и уравнение ẋ = x2 + 1 можно соединить в C0 путем. Таким образом, C0 линейно связно.
Докажем связность C2.
Пусть q(t) – 1-периодическая Cr-функция. Диффеоморфизм g : R×R→ R×R, заданный фор-

мулой g(x, t) = (x − q(t), t), индуцирует гомеоморфизм g∗ : A+
2,r → A+

2,r, переводящий уравнение
(1) в уравнение

g∗(a) : ẋ = x2 + (a1(t) + 2q(t))x + a2(t) + a1(t)q(t) + q2(t)− q̇(t).

Пусть уравнение a ∈ C2, p(t) – его 1-периодическое решение. Возьмем в определении g функцию
q(t) = µp(t) и рассмотрим семейство уравнений aµ = g∗(a) ∈ C2, µ ∈ [0; 1]. Уравнение a0 совпадает
с a, а уравнение a1 имеет вид ẋ = x2 + (a1(t) + 2p(t))x. Так как его периодическое решение
x = 0 однократное, то характеристический показатель λ0 :=

∫ 1
0 (a1(t) + 2p(t))dt 6= 0. Рассмотрим

линейное уравнение

ẏ = − [(1− µ)(a1(t) + 2p(t)) + µsgnλ0]y − 1, µ ∈ [0; 1]. (5)

Его характеристический показатель λ(µ) = (1− µ)λ0 +µsgnλ0 6= 0. Поэтому уравнение (5) имеет
ровно одно периодическое решение q1(t). Для любого t0 ∈ R решение y(t) уравнения (5), удовле-
творяющего начальному условию y(t0) = 0, имеет производную ẏ(t0) = −1; поэтому ∀t q1(t) 6= 0.
Сделав в (5) замену переменных x = 1/y, получим уравнение

aµ∗ : ẋ = x2 + [(1− µ)(a1(t) + 2p(t)) + µsgnλ0]x,
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имеющее при всех µ ∈ [0; 1] два различных периодических решения x = 0 и x = 1/q1(t), и потому
принадлежащее C2. При µ = 0 оно совпадает с a1, а при µ = 1 имеет вид ẋ = x2+(sgnλ0)x. Таким
образом, каждое уравнение a ∈ C2 соединяется в C2 путем с одним из уравнений a± : ẋ = x2±x.
Уравнения aµ∗∗ : ẋ = (x − 1 + µ)(x + µ), µ ∈ [0; 1] образуют путь в C2, соединяющий a− с a+.
Поэтому C2 – линейно связно.

Пусть a ∈ C1. Как и в случае C2, получаем, что a соединяется в C1 путем с уравнением
a1, имеющим вид ẋ = x2 + a∗(t)x. Так как x = 0 – двукратное периодическое решение, то
его характеристический показатель

∫ 1
0 a∗(t)dt = 0. Но тогда при любом µ ∈ [0; 1] у уравнения

aµ∗ : ẋ = x2+(1−µ)a∗(t)x x = 0 – также периодическое решение с характеристическим показателем∫ 1
0 (1− µ)a∗(t)dt = 0, то есть aµ∗ ∈ C1. Таким образом, a соединяется в C1 путем с уравнением
a1∗ : ẋ = x2, то есть C1 линейно связно.

То, что C1 является вложенным аналитическим подмногообразием коразмерности 1, дока-
зывается по той же схеме, что и соответствующее утверждение для общих векторных полей на
двумерных многообразиях, имеющих двукратную замкнутую траекторию [5].

3. Уравнения Риккати на компактификациях R × R/Z. Общее уравнение Риккати (1)
естественно рассматривать на R̄×R/Z, где R̄ – компактификация R.

Обозначим R̄2 := R∪{−∞,+∞} – двухточечную компактификацию R. Превратим R̄2 в одно-
мерное аналитическое многообразие с краем, взяв в качестве карт (R,h1), h1(x) := x, ((0,+∞], h2),
h2(x) := 1/x при x ∈ (0,+∞) и h2(+∞) := 0, ([−∞, 0), h3), h3(x) := 1/x при x ∈ (−∞, 0) и
h3(−∞) := 0. Конечно, R̄2 диффеоморфно отрезку числовой прямой.

Аналогично одноточечная компактификация R̄1 := R∪{∞}множества действительных чисел,
превращается в аналитическое многообразие, диффеоморфное окружности.

При замене координат y = 1/x, s система (2) переходит в систему

ẏ = −a2(s)y2 − a1(s)y − a0(s), ṡ = 1. (6)

Тем самым, система (2) в R × R/Z и система (6), рассматриваемая как в (0,+∞] × R/Z так
и в [−∞, 0) × R/Z задают динамическую систему (векторное поле) на цилиндре R̄2 × R/Z. Ее
траектории будем называть траекториями уравнения Риккати в R̄2 ×R/Z.

Особыми точками уравнения a ∈ A2,r в R̄2×R/Z будем называть точки (±∞, s0) ∈ R̄2×R/Z
для которых a0(s0) = 0. Если при этом a′0(s0) 6= 0, то (±∞, s0) – простая особая точка. Если
a′0(s0) < 0(a′0(s0) > 0), то особая точка (+∞, s0)((−∞, s0)) является целой траекторией. Если
a′0(s0) > 0 (a′0(s0) < 0), то особая точка (+∞, s0)((−∞, s0)) – внутренняя точка траектории.

Аналогично определяются траектории уравнения Риккати на торе R̄1×R/Z. Выберем диф-
феоморфизм θ : R/Z → R̄1. Пусть p : R → R/Z – стандартная проекция. Пусть z = z(t), s = t
– поднятие траектории уравнения a ∈ A2,r с помощью накрывающего отображения (θ ◦ p, p) :
R × R → R̄1 × R/Z. Тогда определено число ρ(a) := lim

t→∞
z(t)/t, не зависящее от выбора диф-

феоморфизма θ и траектории уравнения, – число вращения уравнения a [6]. При рациональном
ρ(a) = m/n, где m/n – несократимая дробь, уравнение a имеет на R̄1 ×R/Z замкнутые траекто-
рии периода n, а при иррациональном ρ(a) и r ≥ 2 все траектории почти периодические и всюду
плотны в R̄1 ×R/Z.

В [7] рассматривались траектории полиномиальных уравнений на торе при другом способе
одноточечной компактификации R.

4. Замкнутые траектории в R̄2 ×R/Z.
Теорема 2. Либо 1) существуют числа c < d такие, что все траектории уравнения Рик-

кати в R̄2 × R/Z, проходящие через точки (x, 0), x ∈ [c; d], замкнуты, причем траектории,
проходящие через точки (c, 0) и(d, 0), содержат особые точки, либо 2) уравнение имеет не
более двух замкнутых траекторий. Если в случае 2) хоть одна из замкнутых траекторий при-
надлежит R×R/Z, то сумма их кратностей равна двум.

5. Грубость уравнений Риккати. Обозначим Σ0
1A2,r – множество уравнений a ∈ A2,r, r ≥ 1,

имеющих в R̄1 ×R/Z только гиперболические замкнутые траектории.
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Обозначим также Σ0
2A2,r – множество уравнений a ∈ A2,r, r ≥ 1, траектории которых в R̄2 ×

R/Z удовлетворяют следующим условиям: 1) все замкнутые траектории принадлежат R × R/Z
и являются гиперболическими, 2) все особые точки простые, 3) любая траектория не содержит
более одной особой точки.

Уравнение a ∈ A2,r назовем грубымв R̄1 ×R/Z (соответственно в R̄2 ×R/Z) если существует
такая окрестность U(a) уравнения, что для любого уравнения ã ∈ A2,r существует гомеомор-
физм R̄1 × R/Z (соответственно R̄2 × R/Z) переводящий траектории уравнения ã в R̄1 × R/Z
(соответственно в R̄2 ×R/Z) в траектории уравнения a в R̄1 ×R/Z (соответственно в R̄2 ×R/Z).

Аналогично [2-3] доказывается

Теорема 3. Множество уравнений a ∈ A2,r, r ≥ 1, грубых в R̄2 × R/Z, совпадает с Σ0
2A2,r.

Множество Σ0
2A2,r– открыто и всюду плотно в A2,r.

Рассмотрим теперь уравнения Риккати на торе R̄1 × R/Z. Пусть Aω
2,r – подмножество A2,r,

состоящее из уравнений с числом вращения ω. Для любого ω это множество не пусто: оно со-
держит уравнение ẋ = (x2 + π2ω2)sgnω. Все траектории этого уравнения при рациональном ω
замкнуты, а при иррациональном ω почти периодичны и всюду плотны.

Теорема 4. 1) Множество Σ0
1A2,r открыто и состоит из уравнений, грубых в R̄1×R/Z. 2)

При целом m множество Σ0
1A2,r ∩Am

2,r открыто и всюду плотно в Am
2,r. 3) Для иррациональных

ω уравнения из Aω
2,r являются негрубыми.

Доказательство. 1. Утверждение 1) очевидно.
2. Пусть a ∈ Am

2,r\Σ0
1A2,r, m ∈ Z. Так как число вращения целое, то уравнение имеет хотя

бы одну замкнутую траекторию; при этом любая замкнутая траектория пересекает трансверсаль
s = const в единственной точке. Так как решения x(t, τ, u), x(τ, τ, u) = u, уравнения a и решения
y(t, τ, u), y(τ, τ, u) = u, соответствующего уравнения (7) аналитически зависят от u [8], то либо
(А) все траектории уравнения a замкнуты, либо (Б) уравнение имеет конечное число замкнутых
траекторий с конечной кратностью. Пусть в случае (Б) N– сумма кратностей замкнутых траек-
торий. Покажем, что для любого ε1 > 0 существует уравнение ā ∈ Am

2,r, ‖ā− a‖r < ε1 такое, что в
случае (А) оно имеет гиперболическую замкнутую траекторию, а в случае (Б) сумма кратностей
его негиперболических замкнутых траекторий меньше чем у a. Пусть Γ0 – замкнутая траекто-
рия a, проходящую через точку (u0, 0). Обозначим p(t) – решение уравнения a, удовлетворяющее
начальному условию p(0) = u0. Пусть оно определено на отрезке [0, τ ], 0 < τ < 1. Возьмем такую
1-периодическую Cr-функцию q(t), что q(t) = p(t) при всех t ∈ [0, τ ]. По функции q(t) постро-
им, как и выше, диффеоморфизм g : R̄1 × R/Z → R̄1 × R/Z, g(x, t) = (x − q(t), t) при x ∈ R,
g(∞, t) = (∞, t), и рассмотрим уравнение â = g∗(a). Оно имеет вид ẋ = a2(t)x

2+a∗1(t)x+a
∗
0(t), где

a∗0(t) = 0 при t ∈ [0, τ ]. Так как число вращения уравнения â такое же, как и у a, то замкнутая
траектория L0 = g(Γ0) уравнения â состоит из двух дуг: L′

0 = {0} × [ 0, τ ] и L′′
0 ⊂ R̄2 × [τ, 1].

Поэтому для уравнений âµ ∈ A2,r : ẋ = a2(t)x
2 + (a∗1(t) + µc(t))x + a∗0(t), где c(t) – ненулевая

неотрицательная 1-периодическая Cr-функция, c(t) = 0 при t ∈ [τ, 1] , L0 – также замкнутая
траектория.

Пусть x(t, u, µ) – решение уравнения âµ, удовлетворяющее начальному условию x(0, u, µ) = u.
Тогда для u и µ достаточно близких к нулю x(t, u, µ) определено при t ∈ [0, τ ] и x(t, 0, 0) = 0 при
этих t. При u и µ достаточно близких к нулю определена функция последования по траекториям
уравнения âµ: u 7→ P (u, µ), P (0, µ) = 0, при этом P (u, µ) аналитически зависит от (u, µ) и P (·, µ) =
S ◦ Tµ, где Tµ : u 7→ x(τ, u, µ), а S не зависит от µ. Предположим, что L0 – негиперболическая
замкнутая траектория â, то есть P ′

u(0, 0) = 1. Из уравнений в вариациях получаем при µ > 0

(Tµ)
′(0) = x′u(τ, 0, µ) = exp

∫ τ

0
(a∗1(t) + µc(t)) dt > exp

∫ τ

0
a∗1(t) dt = (T0)

′(0).

Следовательно, P ′
u(0, µ) = S′(0)(Tµ)

′(0) > S′(0)(T0)
′(0) = P ′

u(0, 0) = 1, то есть L0 – гиперболи-
ческая замкнутая траектория уравнения âµ. Соответственно Γ0 – гиперболическая замкнутая
траектория уравнения aµ = g∗−1(âµ). Выбрав µ достаточно малым будем иметь ‖aµ − a‖r < ε1, а
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число гиперболических замкнутых траекторий у aµ больше чем у a. В случае (Б) при µ достаточ-
но близких к нулю сумма кратностей замкнутых траекторий у aµ не больше N , поэтому сумма
кратностей негиперболических замкнутых траекторий у aµ меньше чем у a. Таким образом, мы
можем взять ā = aµ.

Докажем плотность Σ0
1A2,r ∩ Am

2,r в Am
2,r.Возьмем уравнение a ∈ Am

2,r\Σ0
1A2,r.Зададим ε > 0

и найдем, согласно доказанному выше, уравнение ā ∈ Am
2,r, ‖ā− a‖r < ε/2, имеющее гиперболи-

ческую замкнутую траекторию. Пусть N– сумма кратностей замкнутых траекторий уравнения
ā. Взяв ε1 = ε/2N и повторяя приведенную выше конструкцию не более Nраз, получим уравне-
ние ã ∈ Am

2,r, ‖ã− a‖r < ε, все замкнутые траектории которого гиперболические, то есть то есть
принадлежащее Σ0

1A2,r. Таким образом, Σ0
1A2,r ∩Am

2,r всюду плотно в Am
2,r.

3. Предположим, что ω иррационально, а уравнение a ∈ Aω
2,r − −грубое. Тогда существует

такое число ε > 0, что любое уравнение ã ∈ A2,r, ‖ã− a‖r < ε, топологически эквивалентно на
торе R̄1 ×R/Z уравнению a и также имеет иррациональное число вращения.

Рассмотрим однопараметрическое семейство уравнений aµ ∈ A2,r : ẋ = a2(t)x
2 + a1(t)x +

a0(t) + µ. Число вращения ρ(aµ) непрерывно зависит от µ [6]. Для определенности, пусть отоб-
ражение θ ◦ p : R→ R̄1 имеет вид θ ◦ p(z) = − ctg πz при z /∈ Z и θ ◦ p(z) = ∞ при z ∈ Z. Замена
переменных x = − ctg πz переводит уравнение aµ в уравнение

ż = π−1(a2(t) sin
2 πz − πa1(t) sin πz cos πz + (a0(t) + µ) cos2 πz).

Пусть z(t, u, µ) – его решение, удовлетворяющее начальному условию z(0, u, µ) = u. Тогда ρ(aµ) =
lim
t→∞

z(t, u, µ)/t. Используя уравнения в вариациях, нетрудно убедиться, что z′µ(1, u, 0) =

π−1
∫ 1
0 e

b(t) cos2 πz(t, u, 0) dt, где b(t) – некоторая непрерывная функция. Поэтому ∀u z′µ(1, u, 0) >
0. Отсюда и из иррациональности ρ(a0) = ρ(a) = ω согласно [9] следует, что ρ(aµ) возрастает в
точке µ = 0. Потому для любого ε > 0 существует µ1, при котором ‖aµ1 − a‖r < ε, а ρ(aµ1) – раци-
онально. Получили противоречие, из которого следует, что при иррациональном ω все уравнения
из Aω

2,r негрубые.

6. Бифуркации замкнутых траекторий. Рассмотрим однопараметрическое семейство
уравнений aµ : ẋ = a(t, x, µ), |µ| < δ, где a(t, x, µ) = a2(t, µ)x

2 + a1(t, µ)x + a0(t, µ), а коэффи-
циенты ai(·, ·) ∈ C2. Число вращения ρ(aµ)непрерывно зависит от µ. Если уравнение aµ имеет
1-периодическое решение, то число вращения ρ(aµ) = 0.

Теорема 5. Пусть уравнение a0,имеет 1-периодическое решение p(t)с характеристическим
показателем λ0 :=

∫ 1
0 (a′x(t, p(t), 0)dt = 0 и

k :=

∫ 1

0
a′µ(t, p(t), 0) exp

∫ 0

t
a′x(s, p(s), 0)dsdt 6= 0.

Тогда найдется такое число ε ∈ (0, δ], что при −ε < µsgnk < 0 уравнение aµимеетв R̄1 ×R/Z
ровно две замкнутые траектории – устойчивую и неустойчивую, лежащие в R×R/Z, апри0 <
µsgnk < ε число вращения ρ(aµ) 6= 0.

Утверждение теоремы можно интерпретировать следующим образом. Реальная система, опи-
сываемая уравнением Риккати aµ, находящаяся при −ε < µsgnk < 0 в режиме периодических
колебаний с конечной амплитудой, при µ = 0 теряет устойчивость. Тогда при дальнейшем из-
менении параметра µ в системе возникают периодические и почти периодические колебания с
“бесконечными” амплитудами.
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Задачи на суммирование по p-адическим нормам, p-адические числа

Е.Т. Шавгулидзе, Н.Е. Шавгулидзе

Часть 1. Суммирование по p-адическим нормам.
При изучении геометрических прогрессий со школьниками в классах с углубленным изучени-
ем математики полезно разобрать задачи на суммирование геометрических прогрессий по p-
адическим нормам и свойства p-адических чисел. Задачи такого типа разбираются на занятьях в
СУНЦ МГУ. Они позволяют учащимся взглянуть на эту тему с неожиданной для них стороны,
расширяют их кругозор и вызывают заметный интерес школьников.

Пусть p – простое число.

Определение. Если рациональное число r не равно нулю, то представим его в виде r = n
mp

k,
где m, n, k – целые числа, m > 0, причем числа n,m не делятся на p. Тогда p-адической нормой
числа r называется число |r|p = p−k.

Если же r = 0, то |r|p = |0|p = 0.

Пример 1. |4823 |2 = | 3
23 · 24|2 = 2−4 = 1

16 ,

| 48
121

|11 = |48
1

· 11−2|11 = 112 = 121,

|25
18

|3 = |25
2

· 3−2|3 = 32 = 9,

|66|37 = |66
1

· 370|37 = 370 = 1.

Определение. Суммой ряда a1 + a2 + a3 + ... + an + ... по p-адической норме называется раци-
ональное число S, если последовательность |S − (a1 + a2 + a3 + ... + an)|p является бесконечно
малой, то есть стремится к нулю.

Пример 2. Найти сумму ряда 10 + 50+ 250+ ...+2 · 5n + ... по p-адической норме при p = 5.
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Решение. Найдем частичную сумму ряда, то есть сумму nпервых членов ряда sn = 10+50+
250 + ...+ 2 · 5n. Так как sn является суммой первых n членов геометрической прогрессии, то по
формуле суммы n первых членов геометрической прогрессии находим

sn = 10
1− 5n

1− 5
= −5

2
(1− 5n) = −5

2
+

5

2
· 5n.

Положим S = −5
2 . Тогда последовательность

|S − sn|5 = | − 5

2
− (−5

2
− 5

2
· 5n)|5 = |5

2
· 5n|5 = 5−(n+1)

является бесконечно малой, следовательно, сумма ряда равна S = −5
2 , то есть −5

2 = 10 + 50 +
250 + ...+ 2 · 5n + ... по p-адической норме при p = 5.

Пример 3. Найти сумму ряда 2− 14+ 98− 686+ ...+2 · (−7)n + ... по p-адической норме при
p = 7.

Решение. По формуле суммы первых n членов геометрической прогрессии получим

sn = 2 · 1− (−7)n

1− (−7)
=

1

4
(1− (−7)n) =

1

4
− 1

4
· (−7)n.

Положим S = 1
4 . Тогда последовательность

|S − sn|7 =
∣∣∣∣
1

4
−
(
1

4
− 1

4
· (−7)n

)∣∣∣∣
7

= |(−1)n · 1
4
· 7n|7 = 7−n

является бесконечно малой, следовательно, сумма ряда равна
S = 1

4 , то есть 1
4 = 2− 14 + 98− 686 + ...+ 2 · (−7)n + ... по p-адической норме при p = 7.

Задачи:

1. Найти сумму ряда 2− 10 + 50− 250 + ...+ 2 · (−5)n + ... по p-адической норме при p = 5.
2. Найти сумму ряда 3 + 6 + 12 + 24 + ...+ 3 · 2n + ... по p-адической норме при p = 3.
3. Найти сумму ряда 2 + 4

3 + 8
9 + ...+ 2

(
2
3

)n
+ ... по p-адической норме при p = 2.

4. Найти сумму ряда 1− 4
7 + 16

49 + ...+
(
−4

7

)n
+ ... по p-адической норме при p = 2.

Часть 2. p-адические числа.
Определение. Пусть p – простое число. Будем называть p-адическими числами последова-

тельности вида

a = (...a3a2a1a0, a−1a−2...a−n), ai ∈ {0, 1, 2, ..., p − 1}, n ∈ N ∪ {0},

то есть последовательности чисел от 0 до p − 1, бесконечно продолжающиеся влево и имеющие
конечное число элементов после запятой.

p-адическое число можно также представлять в виде бесконечной суммы

a = ...+ a3p
3 + a2p

2 + a1p+ a0 +
a−1

p
+
a−2

p2
+ ...+

a−n

pn
.

Если n = 0, то a называется целым p-адическим числом.
Норма p-адического числа a равна |a|p = pn, при n > 0. При n = 0, если ak – ненулевая

цифра с наименьшим индексом, то |a|p = p−k.
Например, |(...1112, 34)|5 = 52 = 25, |(...1110000)|5 = 5−4 = 1

625 .
p-адические числа можно складывать, вычитать, умножать и делить. При сложении мы

двигаемся справа налево, складывая сначала коэффициенты при меньших степенях, и, если по-
лучаем число большее p − 1, то добавляем единичку к следующему разряду. То есть действуем
так, как при обычном сложении в столбик.
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Пример 4. p = 5, a = (...22224, 4), b = (...111133, 33):

...+ 2 · 54 + 2 · 53 + 2 · 52 + 2 · 5 + 4 +
4

5
+ +++

+...+ 1 · 54 + 1 · 53 + 1 · 52 + 3 · 5 + 3 + 3
5 +

3
52

=
= ...+ 3 · 54 + 3 · 53 + 4 · 52 + 1 · 5 + 3 + 2

5 + 3
52

Получили число c = (...333413, 23). Более короткая запись сложения напоминает обычное сложе-
ние в столбик:

+
222224,4
111133,33
333413,23

Пример 5. p = 7, a = (...6666), b = (...0001):

+
6666
0001
0000

Получили число c = (...0000).

Вычитание: найдем p-адическое число c = a − b, такое что a = b + c. При вычитании p-
адических чисел мы также двигаемся справа налево, вычитая сначала коэффициенты при мень-
ших степенях, и, если получаем отрицательное число, то забираем единичку из следующего раз-
ряда. То есть действуем так, как при обычном вычитании в столбик. Приведем примеры при
p = 7.

Пример 6. p = 7, a = (...6666600, 6), b = (...44444, 111):

...6 · 75 + 6 · 74 + 6 · 73 + 6 · 72 + 0 · 7 + 0 +
6

7
−+++

−
(
...+ 4 · 75 + 4 · 74 + 4 · 73 + 4 · 72 + 4 · 7 + 4 + 1

7 +
1
72 + 1

73

)
=

= ...+ 2 · 75 + 2 · 74 + 2 · 73 + 1 · 72 + 2 · 7 + 3 + 4
7 + 5

72 + 6
73

Получили число c = (...2222123, 456). Более короткая запись вычитания напоминает обычное
вычитание в столбик:

–
666600,600
444444,111
222123,456

Пример 7. p = 7, a = (...0000), b = (...0001):

–
00000
00001
66666

Действительно, если мы сложим (...0001) и (...6666), то получим (...0000).
Умножение также напоминает обычное умножение в столбик.

Пример 8. При p = 7
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*
. . . 3333
. . . 1212
. . . 6666
. . . 333
. . . 66
. . . 3
. . .
. . . 6226

Деление разобрано в примерах 15, 16 и 17.
Покажем, как можно связать рациональные и p-адические числа.
Любое натуральное число a можно однозначно представить в виде

a = akp
k + ...+ a2p

2 + a1p+ a0, ai ∈ {0, 1, 2, ..., p − 1}.

Получаем p-ичную запись числа a: a = ak...a2a1a0. p-адическое число, соот-ветствующее числу a:
(...000ak ...a2a1a0).

Соответственно, p-адическому числу такого вида (имеющую конечное число ненулевых эле-
ментов до запятой и не имеющую элементов после запятой) мы сможем однозначно сопоставить
натуральное число.

Любое положительное число вида a = m
pn , m,n ∈ N можно однозначно представить в виде

a = akp
k + ...+ a2p

2 + a1p+ a0 +
a−1

p
+
a−2

p2
+ ...+

a−l

pl
, ai ∈ {0, 1, 2, ..., p − 1}.

Получаем p-ичную запись числа a: a = ak...a2a1a0a−1a−2...a−l. p-адическое число, соответствую-
щее числу a : (...000ak ...a2a1a0, a−1a−2...a−l).

Соответственно, p-адическому числу такого вида мы сможем однозначно сопоставить поло-
жительное рациональное число.

Пример 9. При p = 3 числу a = 32
3 = 102

3 = 1 · 9 + 0 · 3 + 1 + 2
3 соответствует p-адическое

число (...000101, 2). Обратный перевод: p-адическому числу (...00022, 22) соответствует число a =
2 · 3 + 2 + 2

3 +
2
32

= 88
9 .

Отрицательное число вида a = −b = −m
pk

, m,k ∈ N переводим в p-адическое следую-
щим образом: находим p-адическое число, соответствующее числу a, и вычитаем его из нуля:
0 = (...00000). (При этом, мы “занимаем” единичку из каждого последующего разряда, мож-
но интуитивно считать, что мы “занимаем” единичку на бесконечности.) Таким образом, мы
находим p-адическое число a, такое что a + b = 0. Причем, это p-адическое число имеет вид
(...(p − 1)(p − 1)(p − 1)(p − 1)ak...a2a1a0, a−1a−2...a−l).

Соответственно, p-адическому числу такого вида мы сможем однозначно сопоставить отрица-
тельное рациональное число. Для этого нужно вычесть его из нуля (...0000), тогда мы получим
p-адическому число вида (...000ak ...a2a1a0, a−1a−2...a−l) и мы можем однозначно сопоставить ему
положительное рациональное число а. Соответственно, исходному p-адическому числу мы сопо-
ставляем −a.

Пример 10. При p = 3 числу a = 1 соответствует p-адическое число (...0001). Числу a = −1
соответствует p-адическое число (...0000) − (...0001) = (...2222). Действительно, если мы сложим
(...0001) и (...2222), то получим (...0000).

Пример 11. При p = 3 числу a = 175
9 = 1 · 9 + 2 · 3 + 2 + 1

3 + 2
9 соответствует p-адическое

число (...000122, 12). Числу a = −175
9 соответствует p-адическое число (...0000)− (...000122, 12) =

(...222100, 11).

Пример 12. При p = 5 p-адическому числу (...44400) соответствует отрицательное число.
Заметим, что (...0000) − (...44400) = (...0000100), причем числу (...0000100) соответствует число
a = 1 · 52 + 0 · 5 + 0 = 25. Следовательно, числу (...44400) соответствует число −25.
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Если a – произвольное положительное рациональное число, то сопоставить ему p-адическое
число немного сложнее. Для начала представим его в виде a = m

n p
−k, m,n ∈N , p,m и n попарно

взаимно просты, k – целое. Найдем его p-адическую норму: |a|p = pk. Если k > 0, то наше число
будет иметь вид a = (...a1a0, a−1...a−k), если k ≤ 0, то a = (...ak+1ak0...0). Мы уже умеем находить
p-адическое число, соответствующее числу b = an = m

pk
. Таким образом, находим p-адические

числа, соответствующие b и n, и из уравнения a ∗ n = b находим поочередно ai, двигаясь справа
налево.

Если a – произвольное отрицательное рациональное число, то описанным выше способом
находим p-адическое число, соответствующее −а, и вычитаем его из нуля.

Пример 13. При p = 3 найдем p-адическое число, соответствующее числу a = 1
2 . Так как

1
2 · 2 = 1 и |a|3 = 30, то, обозначив a = (...a2a1a0), получаем

*
. . . a4a3a2a1a0
. . . 0 0 0 0 2
. . . 0 0 0 0 1

Находим a0. Оно может равняться 0, 1 или 2. Нам подходит только a0 = 2. То есть,

*
. . . a4a3a2a12
. . . 0 0 0 0 2
. . . 0 0 0 0 1

При умножении 2 на a0 единичка переходит в следующий регистр. Поэтому, для a1 получаем
a1 · 2 + 1 = 0 + 3 · k1 Нам подходит только a1 = 1, k1 = 1, единичка переходит в следующий
регистр. Далее, a2 · 2 + 1 = 0 + 3 · k2. Нам подходит только a2 = 1, k2 = 1. Таким образом, мы
получаем a = (...1112).

Пример 14. При p = 7 имеем:
−1 = (...6666)

−1/6 = (...1111)

−1/3 = −2/6 = (...2222)

−1/2 = −3/6 = (...3333)

−2/3 = −4/6 = (...4444)

−5/6 = (...5555)

1/6 = (...0000) − (...1111) = (...5556)

Замечание. Несложно доказать, что все p-адические числа, соответствующие рациональным
числам, будут иметь период. Обратное также верно.

Переводить p-адические числа (имеющие период) в рациональные очень просто. Пусть a =
(...(bn...b0)al...a0, a−1...a−k). Обозначим

b = (...(bn...b0)) = (...bn...b0bn...b0bn...b0), c = (...0000al ...a0, a−1...a−k),

то есть
(...000010...0) ∗ b = (...bn...b0bn...b00...0), (...000010...0) = pn+1.

Имеем a = (...000010...0) ∗ b+ c.
Мы уже знаем, как для c найти соответствующее рациональное число (обозначим его за С).

Обозначим за A и B рациональные числа, соответствующие p-адическим числам a и b соответ-
ственно. Найдем B:
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b− (...000010...0) ∗ b = (...bn...b0bn...b0bn...b0)− (...bn...b0bn...b00...0) = (...0000bn...b0)Обозначим
рациональное число, соответствующее числу (...0000bn...b0) за D. Найдем B :

B − pn+1 ∗B = D.

Находим A: A = pl+1B + C.

Пример 15. При p = 3 найдем рациональное число А, соответствующее p-адическому числу
a = (...101010102). Имеем

a = (...101010102) = (...000010) ∗ (...10101010) + (...00002)

(...101010) − (...0000100) ∗ (...101010) = (...101010) − (...10101000) = (...000010)

Обозначим рациональное число, соответствующее числу (...101010) за B. Имеем: B − 9B = 3, то
есть B = −3

8 . Следовательно,

A = 3B + 2 = −9

8
+ 2 =

7

8
.

Задачи:

1. Найдите p-адическое число, соответствующее рациональному числу а:
(a) a = 66, p = 2;
(b) a = 333111

125 , p = 5;
(c) a = −1, p = 7;
(d) a = −20, p = 3;

2. Найдите рациональное число, соответствующее p-адическому числу b:
(a) a = (...0001111001), p = 2;
(b) a = (...0004444, 321), p = 5;
(c) a = (...11111), p = 3;

3. Найдите сумму p-адических чисел:
(a) a = (...1111, 2), b = (...1111, 1), p = 3;
(b) a = (...5555), b = (...5556), p = 7;
(c) a = (...1111234), b = (...33333), p = 5;
(d) a = (...1111234), b = (...33333), p = 7.

4. Найдите разность p-адических чисел:
(a) a = (...000, 1), b = (...0002), p = 5;
(b) a = (...1111, 1), b = (...000333, 24), p = 5;

5. Найдите произведение p-адических чисел:
(a) a = (...00011, 1), b = (...000100), p = 2;
(c) a = (...222), b = (...333), p = 7.
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Вычисление и познание

Д.И. Степанова, Н.А. Трубников

Математика является изучением
определенных функций
человеческого разума.

А. Гейтинг

Жизнь представлена в сознании всем, что в нём есть, кроме её аутореферентного я, то участ-
вующего в ней как один из её объектов, то как её субъект, т.е. изменяющий её деятель и/или
изучающий её познаватель, находящийся за кадром сознания, в метапозиции. При том, что че-
ловек – живое существо, странно считать его гностическую функцию чем-то инородным жизни.

Например биогностический канал по сути выглядит так:

∆(бытие) + Б(биогност) →(Ф(факты) ⊂ S(онтос) +Б →Т(теория)
Q (своймир, со-бытие)

(своймир пишется вместе)
Т= < σ (сигнатура), ⇒ (логика)>; σ =<А (алфавит), G (грамматика)>;
⇒ = |=(вывод) 6≡ ⊢ (доказательство); |=ф (истина), ⊢ф(теорема), (ф – формула).
Среди знаковых объектов σ: логические операторы, переменные и постоянные предикаторы

и функторы, термы и правильно построенные формулы. Эта формальная знаковая система (сиг-
нификат) при интерпретации на Ф становится содержательной T (контенсив) = <Т,з,Ф> (з –
означивание), при формировании множества её формул как истинных |=ф через семантические
правила истинности, становится моделью Т|=, а при формальной аксиоматизации – исчислением
(кодификатом) Т⊢. При аксиоматизации содержательных T и Т|= имеем содержательное исчис-
ление (контенсификат). Далее под исчислением понимается кодификат. Различие между T и Т|=

в том, что знаковыражения T воспринимаются “на вкус”, как сочные объекты, свойства и со-
бытия Ф, а формулы Т|= означиваются только денотатами “истина” и “ложь”, иногда в разных
пропорциях.

Онтический фактификат Ф – память в S о его перцепции. Цель познания ∆ в S – сделать этот
S адекватным ∆. Это достигается внешней и внутренней Б-объективацией Ф и её Б-пониманием
в Б-изобретаемой я-познавателем Т как логической версии ∆ с её фиксацией в знаках. Собствен-
но Т– это сигнатурная система < σ,⇒> логически обеспеченных ⇒ф и связанных ф1 ⇒ ф2

формул, т.е. чисто знаковая система, логически организующая представленную в её логическом
каркасе интерпретирующую её предметную область из Ф. При этом Ф должен быть репрезен-
тативен ∆, т.е. “достаточно богат” как и осваивающая его Т, которая должна быть к тому же
истинна. Существует два способа добиться этого обеспечения и связи: семантический и синтакси-
ческий и оба явно или неявно апеллируют к Ф. При первом логика как архитектоника Б-очков,
через которые я смотрит на Ф, “узнаётся” в нём; при втором она “предлагается” ему. В первом
случае Т “открывается” как как множество истин Т|=, во втором Т “изготовляется” порождением
теорем Т⊢.

Организующая и плодотворная роль логики более очевидна при аксиоматическом представле-
нии Т как в её содержательном аспекте Т|= так и в формальном аспекте исчисления Т⊢, однако
в последнем варианте истина предстаёт перед взором её я-искателя конструируемой и потому
полностью понятной.

Ввиду того, что фактографическая объективация Ф и её логическая версификация в Т осу-
ществляются биогностическими механизмами (Б), “достаточно богатая” Т не просто репрезен-
тативна, но биорепрезентативна. Минимум богатости – присутствие в семантике (т.е. в S) тео-
рии Т натурального ряда ω, превращающего логику в математику, а далее физика, биология,
т.е. вся роскошь Q с возможными аутореферентностями, диагональностями, противоречиями,
неразрешимостями, конфликтами,. . . , со всем, чем богата жизнь. Референциальные механиз-
мы семантико-синтаксической и смысло-значенческой цельности естественного языка склонны
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не различать объектные ф и метаобъектные ф.ф (формулы о формулах), что приводит к появле-
нию |= неразрешимостей и антиномий. Всё это в миниатюре репрезентирует голографичный ω.

Это богатство делает Т выразительно богатой, что помогает поэту, но высоконеопределенной,
что мешает учёному, ибо достигающий цели познания идеал понимаемости – полный и непроти-
воречивый кодификат (исчисление) Т⊢, где ∀ф (⊢ф 6≡ ⊢ ¬ф), оказывается недостижимым.

Допустим учёный, выбрав σ, постулаты (аксиомы и логику – правила присоединения след-
ствий в поиске теорем) сумел для “достаточно богатого” Ф построить “достаточно богатую” Т⊢,
т.е. доказать из выбранных аксиом по правилам вывода все теоремы, описывающие Ф, в стрем-
лении сделать этот Ф ещё более понятным. Однако, стоит проверить: этот продукт адекватен
истине ∆Б, заданной в Ф и понятой в Т|= и тем более в Т⊢? Приводит ли открытый наукой
формально-аксиоматический (Т⊢) способ понимания истины к этой самой истине или нет? А т.к.
истинность Т как S-картины природы бытия ∆ выявляется такими признаками истинности Т⊢

как (1) её полнота (семантическая) охвата теоремами всех истин, т.е. все ли истины доказаны как
теоремы: ∀ф (|=ф ⇒ ⊢ ф) и (2) её непротиворечивость: ¬ ∃ф (⊢ф & ⊢ ¬ф), т.е. ∀ф (⊢ф 6≡ ⊢ ¬ф)
вплоть до того, что добавление к Т любой ф делает Т противоречивой (признаки синтаксической
полноты Т непротиворечивостью). Итак, как проверить наличие или отсутствие этих признаков
истинности Т и адэкватности S?

Проверка – это процедура, реализующая алгоритм А, который, будучи применен к конструк-
тивному элементу некого множества, даёт (вычисляет) ответ или разрешает вопрос принадлежит
или нет этот элемент выбранному подмножеству взятого множества . Успешно проведённая такая
разрешающая процедура удостоверяет подмножество как алгоритмически разрешимое.

Семантическая идентификация логической тождественной истинности (тавтологичности) фор-
мул осуществляется построением таблици истинности, через которые истинность “молекулярной”
формулы определяется значениями истинности, или приписываемых её “атомам”, в случае иссле-
дования самой логики, или посредством семантических правил истинности при интерпретации Т
на каком-либо Ф, например ω, уже делающим Ф и Т “достаточно богатыми”.

Теорема 1. Если Т ⊃ ω, то Т (семантически [6, 1, черч с. 94, 392]) неразрешима для

истинности.

Доказательство (аргументы): для установления общезначимости формул логики предикатов
при бесконечной предметной области вычислить истинностную таблицу невозможно [1, 2, клини
с. 110-111]. Поскольку Т⊃ ω, Т так же семантически неразрешима, т.е. не существует эффектив-
ного способа решить в отношении каждой из её формул является она истинной или нет.

Теорема Чёрча-Тьюринга резюмирует исследования, показывающие, что не существует алго-
ритма идентификации истинности формул арифметики, вследствие чего проблема разрешения
для истинности неразрешима.

Для универсально эффективного практического выполнения процедуры разрешения интуи-
тивный образ А должен быть во всех деталях конкретизирован и представлен уточнением (экс-
пликатом) R, так, чтобы все задачи, которые казалось могли бы быть решены интуитивным А
технически решались бы посредством R. Убеждённость в этой экстенсиональной эквивалентно-
сти А и R (не по конструктивному смыслу экспликатов, а по объёму любых решаемых задач)
– тезис Чёрча-Тьюринга. Из всех предложенных эквивалентных экспликатов для оценки эф-
фективности познания обычно используются два: рекурсивные функции и машина Тьюринга,
обеспечивающие уже эффективную рекурсивную вычислимость и вычислимость по Тьюрингу.
Попробуем дать набросок варианта основной идеи оценки Т.

Принципиальная конфигурация машины Тьюринга широко известна [2-6] и др. Сопоставим
машине Тьюринга функцию Р, определение которой совпадает с областью применимости машины
а область значений равна числу единиц на ленте машины при её остановке и эта Р не определена,
если машина не останавливается.

Df 1: Рекурсивная функция ≡ функция Р аргумента из ω, определенная при всех ω; если
последнее не соблюдается, имеем частично рекурсивную функцию.
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Df 2: Рекурсивно перечислимое множество ≡ область определения частично рекурсивной
функции (воплощающей эффективную процедуру для последовательного порождения (перечис-
ления) элементов множества).

Теорема 2. Т как исчисление Т⊢ рекурсивно перечислима.

Доказательство (интуитивно): Если аксиомы (также являющиеся теоремами) рекурсивно опо-
знаваемы, то их можно эффективно перенумеровать: Ах1, Ах2,. . . ,Ахn. Доказательство есть ко-
нечная непустая последовательность формул, каждая из которых получен из набора предше-
ствующих формул по фиксированным в исчислении правилам присоединения следствий так, что
последняя формула последовательности является теоремой. Тогда для каждого натурального n
доказательство получаемо эффективно, т.е они, как следовательно и теоремы рекурсивно пенре-
числимы.

Df 3: Аксиоматизируемость Т ≡ рекурсивная перечислимость Т⊢.

Df 4: Рекурсивное множество ≡ множество, характеристическая функция χ которого (χ = 1
при ϕ ∈ П & χ = 0 при ϕ /∈ П) рекурсивна.

Df 5: Разрешимое множество ≡ рекурсивное множество.

Таким образом разрешимость Т на темы (1) и (2) сводится к вопросу рекурсивности множе-
ства её теорем. Но на пути к этому есть ещё одно препятствие – неконструктивность элементов
этого множества, преодолеваемая формализацией.

Остроумная идея К. Гёделя состояла в отображении множества текстовых объектов Т в кон-
структивное множество номеров Тn, построенных из ω, что открыло путь не только применению
R для анализа Т = Т⊕Тn (по контексту), но и к оценке его результатов.

Теорема 3. Если а) Т ⊃ ω и в) ¬∃ф (⊢ф & ⊢ ¬ф), то Т рекурсивна и значит разрешима.

Призовой метаматематический результат (А. Чёрч):

Теорема 4. Если Т ⊃ ω, то Т не рекурсивна и значит неразрешима.

Доказательство (профиль): Условие Т ⊃ ω с возможным наличием |=-неразрешимой форму-
лы ф, представляющей вызов для доказуемости: существует ли среди возможных теорем нечто
подобное такому тупику, относительно которого не найдётся R, способного его разрешить?

Опасения оправдываются: в Т найдена формула р, которая ¬ ⊢р и ¬ ⊢ ¬р, т.е. не существует
R, способного её разрешить. Знаменательно оказалось, что ¬р = ф.ф, т.е. является формулой, вы-
ражающей собственную недоказуемость, теоремным аналогом истинностных антиномий. И, если
бы все истины были доказуемы , антиномия лжеца воспроизводилась бы ввиду ∀ф (|=ф ⇒ ⊢ ф) в
Т и я-познаватель ничего не выигрывал бы в снижении неопределенности Т построением Т⊢. Од-
нако аутореференции в пределах Т⊢-части Т всё же не оказалось, ибо один из конъюнктов в ¬ ⊢р
и ¬ ⊢ ¬р, именно ¬р, оказался истинным, вследствие чего не все истины оказались доказуемыми
и значит Т оказалась семантически не полной, что было нефинитно доказано К. Гёделем

Теорема 5. Если Т ⊃ ω, то Т не полна.

С точки зрения познания как деятельности по ликвидации неопределенности я-познаватель к
истине не приблизился, ибо, найдя в доказуемости, потерял в истине. Но дело в том, что пробле-
ма разрешимости разрешается доказательством не только разрешимости, но и неразрешимости
её альтернатив. Можно тривиально опровергнуть Гёделя, выбрав аксиомами Т все её истины,
но в этом случае не был бы пролит свет на возможности и методы, посредством которых встро-
енный природой в человека живой гностический механизм познаёт мир. Т как Т⊢. Последняя
рекурсивно перечислима (Def 3), ибо доказательства теорем R-распознаваемы, но сами теоремы
не R-распознаваемы, ибо их доказательство не может быть R-построено, но должно быть изобре-
тено биогностическим механизмом amor intellectualis с мерцающей в самых игнорируемых местах
аутореферентностью самопознания (“я непознаваемо”), скрывающей этот загадочный механизм.
В том числе за несовпадением перечислимости теорем Т⊢ и неперечислимости истин Т|=. В самом
деле, посмотрим.
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Лемма 1. Множество O рекурсивно т.и т.т. к.рекурсивно перечислимы O и его дополнение
Ф.

Доказательство достигается поочередным тривиальным переходом от одного эквивалента в
утверждении леммы к другому. (см. аналог [4, с. 94]).

Лемма 2. Множество положительных целых чисел u+ рекурсивно т.и т.т. к. u+ и ū+

рекурсивно перечислимы.

Доказательство достигается поочередным использование перечислительных процедур при пе-
реходе от одного постулируемого эквивалента в утверждении леммы к другому [7, с. 40].

Теорема 6. Если Тф – Ф-интерпретированное множество формул сигнатуры σ, Т|= – мно-
жество выводимых истин и T̄ |= – его дополнение, то Т|= рекурсивно, если Т|= и T̄ |= рекурсивно
перечислимы.

Доказательство исходит из числового кодирования формул Тф, что открывает возможность
апелляции к лемме 2.

Теорема 7. Если Т ⊃ ω, то множество истинных формул Т|= неперечислимо.

Доказательство (идея): Присвоим каждой ф над алфавитом А натуральные числа так, чтобы
можно было по этому коду восстановить ф. Определим арифметический предикат W(х), такой,
что W(n) истинен т.и т.т. к. n – код невыводимой (¬ |=) ф из Т|=. Так для всех n ∈ N получа-
ются эффективные арифметические формулы z, истинные т.и т.т. к n является кодом ¬ |= ф.
Предположим перечислимость всех истинных арифметических формул. Тогда и все z также ока-
зываются перечислимыми, но в этом случае в силу теоремы 4 множество выводимых ф в Т|=

оказывается перечислимым, что противоречит теореме 6.
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Генетика экономической нелинейности

Н.А. Трубников, Д.И. Степанова
“Чтобы создать человека более умного
чем мы, мы уже должны быть умнее
чем мы можем быть”

Ш.Ж. Лежен

Нелинейность экономических процессов и иррациональность в экономическом поведении выте-
кают из самой технологии сознательности в континууме решений, соединяющем теоретический
разум экономиста и практический ум коммерсанта.

Номологический статус экономикс трудно определить, игнорируя характер используемой ло-
гики, способы образования понятий и убедительность процедур верификации. Точное знание со-
стоит из теорий с индуктивной логикой и интерпретантов неодушевлённого мира. Какими теория-
ми представлено “неточное”, объясняющее одушевлённый мир, и чем разнится природа объектов
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его семантики? Картезианская дихотомия гуманистика – естествознание оставляет экономиче-
скую сферу события (сознание плюс содеяние) где-то посредине, тем самым, обременяя её всею
глубиной проблемы исчерпывющей идентификации Homo sapiens. Призывы к гуманизации науки
и образования, подогреваемые техноприродопрессией и падением нравов обращены к желаемой
конвергенции указанных разделённых, которая в экономической науке вынуждена воплощаться
непосредственно в ходе её актуальных востребования и построения, не дожидаясь, когда биоло-
ги и социологи разберутся с человеческой природой. “Витальная сумятица жизни опережает её
догматическую мумификацию” (Федерико Феллини) и давно пора узаконить это загруженное уз-
ловое понятие науки и человеческого сознания, дефинировав его implicite и explicite пересечением
всех интенсиональных и экстенсиональных смыслов. В этом случае разум не приносит жизнь (В)
в жертву аналитической абстракции “био” или “социо”, рассматривая их в лучшем случае наподо-
бие коммутирующих переменных квантовой механики или эмерджентных интеракционалов, да
простят нас философы.

Аура фундаментальности начинает действовать на биолога, когда он углубляется в поиске
до молекулярного и особенно до биофизического уровня. Непонятно, где ищет социолог, но где
бы он не искал, оба этих аспекта жизни дополнительны по отношению к методологии как раз в
том содержательном смысле, в каком его представляли адепты квантовой теории [2-4]. Жизнь
поворачивается в экономике как элементарная частица, всеми гранями вместе, но “. . . вначале,
так звучит это здесь, стоит факт” [9, c. 23].

Хоть и давно обнаружено, что “знание жизни оно-то и есть истинное знание” [5, с. 17], прак-
тический разум, приоритет которому отдавали великие мыслители, не до конца разобрался с
жизневключающими [12] и, тем более, с антроповключающими отраслями события человека.
Экономика является здесь обобщающим примером. Надёжность проектов и решений в этой об-
ласти жизнедеятельности, как и в любой другой, висит на истинности базовых теорий, объяс-
няющих и прогнозирующих события, регистрируемые их референтным фактификатом. Логика,
образующая каркас инфраструктуры теории, как раз и обеспечивает эти экспертизы. Поскольку
экономика не только процессуальная, но и массовая наука, то, естественно, индуктивное обобще-
ние не может не входить в её силлогизмы. Но здесь нас ждут сюрпризы.

Метаэкономика

В доступном сознанию человека пространстве Вселенной нет сложнее и таинственнее объекта
нежели он сам. Его строение и поведение не лишены парадоксальности, связанной с фрагментиро-
ванностью, внеположенностью и отстраненностью его происхождения и человеческой ситуации,
в которую он заброшен. Следующие отсюда неизбежные казуистика и прецеденты поставляют
контрпримеры, ломающие и классические модусы индукции и закон [6]:

∃х ρx ≡ ¬∀x ρx.

Однако, поиск обобщающих умозаключений в экономике легко и в изобилии их находит равно
как и понятия, образующие её концептуальный аппарат. Гностическая техника логической куму-
ляции знаний в понятиях, запрограммированная синтаксическим потенциалом сознания остаётся
той же. И она не справляется с роскошным фактификатом экономической реальности. В резуль-
тате модус экономических обобщений вместо известного [6]:

ρα1, ρα2, . . .II ⇒ ∀xρx

имеет вызывающе оппортунистический вид

ρα1, ρα2, . . .,∃?х ¬ρxIII ⇒ ∀хρx

(∃?х – существуют как прецеденты).
Широкое распространение подобной, своего рода, квазииндукции, иначе кондукции [9], в за-

мкнутой концептуально-логической системе понижает транспортацию истины в логической цепи,
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ослабляя истинность не только выводов, но и контента понятий. Это модерирует и рационали-
стические устремления экономических агентов и точность феноменологического описания эко-
номических систем со всеми вытекающими отсюда иррациональностями и нелинейностями. Ес-
ли у экономического процесса “. . . его неотъемлемым свойством является неопределенность. . . ”
[14, с. 41], то экономический анализ не могут не интересовать её источники, провоцирующие
агентов экономического поведения к прецедентным промахам, создающим ту, озадачивающую
экономистов казуистику, которая мешает им предложить надёжную теоретическую основу для
практических решений.

Экономическая жизнь человека в поисках mezzo termino между приобретениями и потерями
в полном объёме воплощает уровень сложноорганизованности жизни – card В (card – организа-
ционная сложность объекта б, отражаемая в первом приближении мощностью множества ком-
понентов и связей объекта или высказываний, если речь идёт о теории, В – биосоциос, жизнь в
вышеупомянутом широком понимании). Разумеется, того же уровня и экономические системы и
экономические агенты, включающие человека и лимитируемые его поведением. Существует ли
при этом возможность “решить основную проблему экономической теории” [14, с. 61] (ОПЭТ),
при следующей её постановке: построить непротиворечивую индуктивную теорию экономических
систем с объясняющей и прогнозирующей точностью, достаточной для принятия неограничен-
но рационально вычислимых (boundet rationality) экономических решений в условиях дефицита
времени и информации? Это означает стремление к обеспечению возможности контенсивно алго-
ритмизируемых проектов, углубляющему понимание механизма Парето-эффективной аллокации
ресурсов при ceteris paribus теоремы Коуза, минимизирующему традиционные неопределенности.

Информационный процесс “сотворения мира” в сознании, реализуемый когнитивным меха-
низмом Вх (биогност), предполагает существование я-субъекта (card В), для которого “. . . знание
возникает. . . из двух источников, первый. . . предмет дается. . . , а второй. . . он мыслится. . . ” как
“. . . взаимодействие между тем, кто воспринимает и воспринимаемым объектом. . . . Разум ор-
ганизует восприятия и эти организации являются представлениями о. . . ” (И. Кант цит по [7,
с. 392]) природных объектах б. Первая “организация” – фактура Ф объекта есть значение первой
Вх-функции (фактографии, “предмет даётся”)

λxxБФx с экстенсионалом < б, Ф > .

Вторая “организация” – теория Т объекта есть значение второй Вх-функции (версификации,
“он мыслится”)

λхБТx с экстенсионалом < б, Т >

(λ – оператор функциональной абстракции [1]).
В результате сотворяется сигнатура σ =<Ф,Т> как представление, информация о б, относи-

тельно которой предполагаемы следующие идеи её основополагающих оценок:

ω (истинность) = cardФ/cardТ.

Семантическая истинность ω вкупе с синтаксической, касающейся и “силы” секвенций, обес-
печивает как бы понятнопрогнозность ω сигнатуры σ =<ФТ>.

η (неопределённость) = cardФ/cardТ.

Здесь отражается семантический аспект сигнатуры σ. Наконец

r (репрезентативность) = cardФ/card В

выражает отношение к попавшему в объектив S сознания миру, интеллектуально рассматрива-
емому через очки Вх (card В) и потому, что бы не аккумулировал объект б, биосоциос В, через
который происходит его задание и анализ в фокусе х объектива S, он всегда включает. Поэтому

ТезБГ (тезис биогностики): cardS = cardВ.
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На самом деле получается, что r природных б в Ф сигнатурах σ по сути есть биопрезентативность.
События и объекты б′′ физики σ′′ = <Ф′′,Т′′ > имеют 0 < r′′ < 1 − ε, индуктивную Т′′ с ω′′

= 1 – 2−1000, 1 – 10−300 и η′′ = l (логон как минимум η небиофизических систем, рекапитулянт
b (см. далее). Репраксивные же акт-объекты σ′′′ – это события и объекты экономики и других
человековключающих отраслей жизнедеятельности σ′′′ = < Ф′′′,Т′′′ >: медицины, социологии,
правоведения, педагогики, природоохраны, дипломатии, сельского хозяйства,. . . Они имеют 0,01,
0,05 <= ω# <= 1 - 0,01, 0,05, Ф′′′с r′′′ = 1 – ε, Т′′′ с кондукцией и с η′′′ = b (бион, непреодолимый
минимум неопределенности биосистем). Прецедентные же акты, прецеденты имеют ω≡ = 0,01,
0,05.

Конфигурацию сознания, формируемую гностическим эффектором λхВх, образуют
S (объектив x, зеркало, сцена сознания) = Вб = < σ1, σ2,. . .> .
как максикардинальная область значений σ1, σ2,. . . . и в метапозиции к нему – адьектив p,

граница между которыми являет кулисы сознания. Дополнением к S является
D (трансъектив, зазеркалье , подсознание) = В \ S ( \ - теоретико-множественное вычи-

тание). Наконец, с card В
В. (субъектив) = D ⊕ p
Экстенсионалом λхВх является < ∆, S>, где ∆ = <б1, б2,. . .> – природа, включающая В

– область определения с индуктивными объектами б′′физики и кондуктивными б′′′экономики,
подставляемыми на аргументное место х, то есть априори S = х.

Например, биогнозис использует когнитивные ресурсы и в качестве элементов сотворяемой
теории Т и как средства её сотворения, принадлежащие метатеории Тм. В металогике установле-
но, что реализация этого процесса возможна при условии погружения Т в Тм , т.е. перевыражения
Т в Тм и достаточности лингвистических ресурсов Тм для построения и анализа Т , ввиду чего
необходимо, чтобы card Тм > card T. [6].

Но это метапревосходство в биогнозисе касается всех об-мета-эффекторов, где в аттрибутаци-
ях метасистема - слева, обсистема - справа и card метасистемы > card обсистемы, т.е., например,
в ВSб card В > cardS > cardб.

Характерные для Вх межпараметрические отношения, давно фиксируемые метанаукой [8],
[13], [10], выступают как признаки небезграничности познавательных возможностей субъекта,
такие как (1) равносложность S и В, (2) лимитируемость вместимости (ёмкости) S уровнем
сложноорганизованности объекта б и (3) обратная пропорциональность между истинностью ω
и организационной сложностью объектов – card. Это последнее отношение знаменательно.

Дело в том, что согласно ТезБГ при объективации любых объектов с разным card в зерка-
ле субъектива с его card В всегда оказывается и В субъектива, затуманивающий перспективу с
истиной, ибо “. . . исследователь не будет знать, какая часть. . . наблюдений вызвана им самим и
какая относится к . . . интересующей его системе” [2, с. 671]. Поэтому “. . . в объективном опи-
сании . . . представление о. . . субъекте . . . не находит . . . места. . . ” [3, с. 110] и “. . . умеренно
удовлетворительная картина мира получена дорогой ценой изъятия из этой картины нас самих
и отступления назад, в позицию ненаблюдаемых наблюдателей” (Шрёдингер, цит. по [11, с. 33]).
Эта десубъективация, то есть (ТезБГ) биоэлиминация, обеспечивающая объективное описание,
то есть описание объекта и ничего более, даёт идентификационную истинность, то есть собствен-
но истину как истинную картину. Но оно не даёт объясняющее - прогностичную истинность
(проистинность) хотя и влияет на неё, идентифицируя объекты разной мощности.

При эллиптической элиминации имеем полупрезентативный объект б′′ физики (инферент),
элиминации нет (экономика и прочие антроповключающие отрасли) - имеем дело с конферен-
том б′′′. Он биопрезентативен и это Б. В итоге, являясь фактически биорепрезентативностью
r может оцениваться долей использованного пространства S: r = card Ф / card S = card Ф /
card Б как относительной оценкой уровня сложноорганизованности б. Отсюда ω :: 1/ r ( 1/r
-нерепрезентативность). Нерепрезентативные б′здесь не рассматриваются.

Таким образом, зеркало сознания S представляет область перемещающихся подпространств –
объектива х (зона фиксации б) и адъектива р, являющегося объективированной частью субъек-
тива, содержащей “видимые метасредства анализа б” и выделенной субъективом для обработки
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гостей, поселившихся в части или оккупировавших весь его гостиный двор S. Но, если размеры
р, как отмечено, неизменны, то х меняется в результате подстановки в него биогнозированно-
го из б фактификата, он расширяется и при характерной для б′′′ Б-сложноорганизованности
фактификат-объекта S вытесняет Б. со сцены за кулисы в адъектив (осваиваемая часть) и за-
зеркалье (неосваиваемая часть). Возникает аутореферентная ситуация Б.Б с логически слабой
Т′′′, умеренной ω′′′ и драматически заметной η′′′.

Факт, что “. . . то, что мы наблюдаем-. . . не сама природа, а природа в том виде, в каком она
выявляется благодаря нашему способу постановки вопросов” [4, c. 33] ещё не мешал строить и в
неклассической физике достаточно (индуктивно) точные теории.

Но, если “альфой и омегой . . . “физического объяснения” . . . должен быть отказ от объяснения
нашей собственной сознательной деятельности” [3, с.134]„ то подобная, обеспечившая точность
физике десубъективация не проходит в экономике, т.к. физика в качестве В почти успешно изго-
няет субъекта из Ф, а у экономики card Ф = card В. Поэтому необходимого для создания точной
теории биогностического метапревосходства субъектива В над объективом S ⊃ Ф, имеющего ме-
сто в случае ВФ′′, когда card В > card Ф′′ в случае полноценных человековключающих фактур
экономики не бывает, ибо там card Ф = card В и в эффекторе ВS в силу ТезБГ возникает ситуация
аутореферентности ВВ, когда card S = card В = card В, со всеми вытекающими антиномиями в
логике, диагональностями в математике, неопределенностями в физике и прецедентами в соцбио-
логиях, от политэкономики до педагогики. Аутореферентность сигнатуры σ′′′ = ВВ закрывает
возможность создания индуктивной экономикс как способа разрешения ОПЭТ.

Было предложено использовать идею информации J для оценки уровней организации [10],
где приняв за отсутствие J информационную энтропию Н [15], а Т = ТЅ с ее ηЅ за приемлемый
итог биогнозиса, получали

JФ (мера фактической Jσ) = log card Ф
JТ ( мера концептуальной Jσ) = log card Т
JБ ( мера полной Jσ) = log сardВ
Нσ (энтропия σ) = log card Ф – log card Т = log card Ф / cardТ = log η
Н∆(скрытая энтропия σ) = log card В – log card Ф = log card В /card Ф = log
η∆(скрытая η σ).
В итоге Но(полная энтропия σ) = Н + Н∆ = log card Ф – log card Т + log card В – log card Ф

= log card Ф / card Т + log card В / card Ф = log (card Ф / card Т × card В / card Ф = log η× η∆

= log ηo, т.е. ηо = η × η∆ = η / r, ибо η∆ = 1 / r. Но ηо ≥ b , откуда для Ах b: η / r >= b,
удел, объединяющий разнообразные ущемления человеческого тщеславия от принципа Карно и
теоремы Гёделя до манящей недовычислимости экономического успеха.
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Об одном обобщении признака Лейбница1

Г.А. Зверкина

На Всероссийской студенческой олимпиаде по математике, проходившей в Ярославле в 2012 г.,
участникам было предложено исследовать на сходимость ряд

∞∑

n=1

(−1)(n−1)

n+ 2cosn
; (1)

естественное желание участников использовать для этого признак Лейбница разбивалось о тот

факт, что последовательность {an} =
{

1
n+2cos n

}
“не совсем монотонна”: при некоторых значениях

n может оказаться, что an+1 > an. Несмотря на то, что такое может случиться очень нечасто, –
а именно, если sin

(
2n+ 1

2

)
< −1

4 sin( 1
2)

, – формально признак Лейбница неприменим.

Предложенное составителями задач олимпиады решение заключалось в попарной группи-
ровке членов ряда, после чего с помощью некоторых преобразований доказывалось, что таким
образом сгруппированный ряд сходится, а по причине стремления к нулю общего члена ряда
сходится и ряд (1). К сожалению, это решение “неустойчиво” по отношению к условиям зада-
чи: малейшие изменения в формуле (1) приводят к невозможности применения такого приёма.
Например, таким способом невозможно (или очень трудно) исследовать сходимость таких рядов:

∞∑

n=1

(−1)(n−1)√n
n+ 2cos n

или
∞∑

n=1

(−1)(n−1)√n
n+ 2

√
n cosn

.

Хотелось бы всё-таки в таких случаях попытаться использовать признак Лейбница или некую
его модификацию, что и удалось сделать автору настоящей статьи.

Итак, повторимся: известная теорема Лейбница о сходимости знакочередующихся рядов с
монотонно стремящейся к нулю абсолютной величиной слагаемых не всегда позволяет исследо-
вать сходимость рядов, слагаемые которых колеблются около монотонно стремящейся к нулю

1Автор выражает признательность профессору механико-математического факультета МГУ
В.Н. Чубарикову и кафедре высшей математики Ярославского государственного технического
университета, организатору Всероссийской студенческой олимпиады по математике в 2012 г.
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последовательности. Ряды такого рода могут быть исследованы с помощью доказанных ниже
фактов.

1. Обобщение теоремы Лейбница

Определение 1. Последовательность {an} называется Z(ω)-монотонно возрастающей (убываю-
щей) на множестве D (ω ∈ N), если ∀k ∈ D выполняется ak+ω > ak (соответственно ak+ω 6 ak).

Теорема 1. Если последовательность an является Z(2ω − 1)-монотонно убывающей при

n > n0 (n ∈ N) и lim
n→+∞

an = 0, то ряд
∞∑

n=n0

(−1)nan сходится. При этом остаток ряда, то есть

разность суммы ряда S =
∞∑

n=n0

(−1)nan и частичной суммы Sm =
m∑

n=n0

(−1)nan оценивается

следующим образом:
Rm = S − Sm,

|Rm| 6
m+2ω∑
n=m+1

|ak|. (2)

Замечание 1. Несложно показать, что в случае, когда последовательность {an} является

Z(2ω)-монотонной и lim
n→+∞

an = 0, ряд
∞∑

k=n0

(−1)nan может быть расходящимся. Для этого до-

статочно “перетасовать” с добавлением соответствующих знаков два знакопостоянных ряда –
сходящийся и расходящийся.

При ω = 1 Z(2ω − 1)-монотонность превращается в обычную монотонность (an+1 6 an), а
Теорема 1 превращается в известную теорему Лейбница о знакочередующихся рядах:

Теорема 2 [Г.В. фон Лейбниц, 1682]. Знакочередующийся ряд S =
∞∑
n=1

(−1)n+1bn сходится,

если выполняются оба условия:
1. ∀n bn > bn+1 > 0;
2. lim

n→+∞
bn = 0.

Кроме того, сумма ряда удовлетворяет неравенству:

0 6

∞∑

n=1

(−1)n+1bn 6 b1.

Из теоремы Лейбница вытекает следствие, позволяющее оценить погрешность вычисления

суммы ряда Sm =
m∑

n=1
bn.

Следствие 1. Остаток Rm = S − Sm сходящегося знакочередующегося ряда удовлетворяет
неравенству:

|Rm| 6 bm+1. (3)

В дальнейшем эту оценку будем обозначать RL
m: |Rm| 6 RL

m = bm+1.
Более того, можно утверждать, что

Rm = θ · (−1)m+1bm+1,

0 6 θ 6 1.
(4)

θ может достигать 0 и 1, например, для ряда
∞∑

n=1

(−1)n+1

[
n+1
2

] .

Как известно, теорема Лейбница является частным случаем теоремы (признака) Дирихле:

Теорема 3 [(П.Г. Лежён-Дирихле)]. Если частичные суммы ряда
∞∑
n=1

bn в совокупности огра-

ничены: ∣∣∣∣∣
N∑

n=1

bn

∣∣∣∣∣ < M, N ∈ N,
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а числа an образуют монотонную последовательность, сходящуюся к нулю:

an > an+1, lim
n→∞

an = 0,

то ряд
∞∑
n=1

anbn сходится.

Ниже (примеры (1.1), (2.2), (2.3)) приведены примеры рядов, для которых теорема 1 позво-
ляет устанавливать сходимость, а теорема Дирихле неприменима или её применение связано с
большими техническими трудностями.

Доказательство 1 (теоремы 1). Доказательство теоремы сводится к рассмотрению под-рядов

Z(2ω − 1)-ряда вида
∞∑
j=1

(−1)j(2ω−1)+maj(2ω−1)+m, m = 1, 2, . . . (2ω − 1), каждый из которых удо-

влетворяет условиям теоремы Лейбница 2; отсюда же следует и оценка (2).
Причём оценку (2) можно улучшить так:

Rm = S − Sm =
2ω−1∑

j=1

(−1)m+jθm+jam+j , 0 6 θr 6 1. (5)

Поскольку знаки остатков под-рядов, составляющих Z(2ω−1)-ряд, чередуются, оценку (2) можно
улучшить и так:

|S − Sq| 6 max

{
ω−1∑

r=1

aq+2r,

ω∑

r=1

aq+2r−1

}
. (6)

Оценку (6) будем обозначать RZ
m: RZ

m > |S − Sm| = |Rm|.
В дальнейшем ряд, удовлетворяющий условиям теоремы 2, будем называть L-рядом, а ряд,

удовлетворяющий условиям теоремы 1 – Z-рядом.
Оценка (6) в общем случае асимптотически неулучшаема, что можно видеть из следующего

примера.

Пример 1.1. Пусть последовательность an задана следующим образом:

an =





1
k + 1

2k
, если n = 3(2k − 1)− 2;

1
10k
, если n = 3(2k − 1)− 1;

1
k + 1

2k
, если n = 3(2k − 1);

1
k , если n = 3 · 2k − 2;
1

10k
, если n = 3 · 2k − 1;

1
k , если n = 3 · 2k.

(7)

Легко видеть, что последовательность {|an|} стремится к 0, будучи Z(3)-монотонной, и ряд
∞∑
n=1

(−1)nan не является L-рядом.

∞∑

n=1

(−1)n+1an =

=
1

1
+

1

2︸ ︷︷ ︸
a1

− 1

10︸︷︷︸
a2

+
1

1
+

1

2︸ ︷︷ ︸
a3

− 1

1︸︷︷︸
a4

+
1

10︸︷︷︸
a5

− 1

1︸︷︷︸
a6

+
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+
1

2
+

1

22︸ ︷︷ ︸
a7

− 1

102︸︷︷︸
a8

+
1

2
+

1

22︸ ︷︷ ︸
a9

− 1

2︸︷︷︸
a10

+
1

102︸︷︷︸
a11

− 1

2︸︷︷︸
a12

+

+
1

3
+

1

23︸ ︷︷ ︸
a13

− 1

103︸︷︷︸
a14

+
1

3
+

1

23︸ ︷︷ ︸
a15

− 1

3︸︷︷︸
a16

+
1

103︸︷︷︸
a17

− 1

3︸︷︷︸
a18

+ . . .

. . .+
1

k
+

1

2k︸ ︷︷ ︸
a6k−5

− 1

10k︸︷︷︸
a6k−4

+
1

k
+

1

2k︸ ︷︷ ︸
a6k−3

− 1

k︸︷︷︸
a6k−2

+
1

10k︸︷︷︸
a6k−1

− 1

k︸︷︷︸
a6k

+ . . .

сходится к сумме S = 2 (все слагаемые кроме выделенных рамкой сокращаются). При этом

S6k = 2

(
1− 1

2k

)
;

. . .

S6k+3 = 2

(
1− 1

2k+1

)
− 1

10k
+

2

k
;

. . .

То есть R6k+3 = 2− S6k+3 =
1
2k

+ 1
10k

− 2
2k , и при k → ∞ R6k+3 ∼ 2

k ∼ (a6k+4 + a6k+6).
Однако R6k = 1

2k−1 , то есть абсолютная величина остатка ряда колеблется в достаточно ши-
роких границах.

Представленный в примере 1.1 ряд, по-видимому, не может быть исследован с помощью при-
знака (теоремы) Дирихле (теорема 3).

2. Условия применимости теоремы 1

Достаточно часто члены ряда представляют собой значения некоторой непрерывной функции в

целочисленных точках: an = f(n). Поэтому для исследования сходимости рядов вида
∞∑
n=1

(−1)nf(n)

в том случае, когда f(x) не является монотонной функцией, естественно распространить понятие
Z-монотонности на произвольные функции.

Определение 2. Функция f(x) называется Z(T )-монотонно возрастающей (убывающей) на
множестве D (T > 0), если ∀x ∈ D выполняется f(x+T ) > f(x) (соответственно f(x+T ) 6 f(x)).

Однако тот факт, что f(x) является Z(T )-монотонной функцией, не позволяет сделать вы-
вод о том, что последовательность f(n) является Z(k)-монотонной. Действительно, функция
ϕ(x) = ln x + x sin2 x является Z(2π)-монотонно возрастающей при x > 0, однако ни при каких
натуральных k она не является Z(k)-монотонной. Поэтому приходится ввести понятие сильной
Z-монотонности.

Определение 3. Функция f(x) называется Zv-монотонно1 возрастающей (убывающей) на
множестве D, если

∃T > 0 : ∀x ∈ D,∀τ > 0 f(x+ T + τ) > f(x)

(соответственно f(x+ T + τ) 6 f(x)).

То есть f(x) Zv-монотонна, если она Z(T + τ)-монотонна для некоторого фиксированного
T > 0 и произвольного τ > 0. Введём параметр Zv-монотонно возрастающей на множестве D

функции:

1Z-very-монотонно
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ParZv(f(x)) = inf{T > 0 : ∀τ > 0 ∀x ∈ D f(x+ T + τ) > f(x)}.
Аналогично определяется параметр Zv-монотонно убывающей функции.
Если параметр Zv-монотонной функции равен 0, то эта функция монотонна в обычном смыс-

ле.
Из определения 2 следует, что для любой Zv-монотонной на множестве D функции f(x) най-

дётся такая монотонная1 функция ϕ(x), что ∀t ∈ D значение f(t) лежит между числами ϕ(t) и
ϕ(t + T ), где T > ParZv(f(x)), то есть график функции f(x) лежит в полосе между двумя гра-
фиками монотонных функций; ширина по горизонтали этой полосы ограничена, но, естественно,
она не меньше параметра Zv-монотонной функции. Однако отыскать такую функцию ϕ(x) не
всегда бывает просто. Поэтому для доказательства Zv-монотонного возрастания функции f(x)
достаточно найти две монотонные функции ϕ1(x), ϕ2(x), такие, что ϕ1(x) 6 f(x) 6 ϕ2(x) и
∃T > 0 : ∀x ∈ D ϕ1(x + T ) > ϕ2(x + T ) (В этом случае T > ParZv(f(x)). Аналогично решается
вопрос о Zv-монотонном убывании.

В большинстве случаев определить параметр Zv-монотонной функции довольно сложно, но
можно получить оценку этого параметра сверху.

Пример 2.1. Пусть 0 < α 6 1 и функция p(x) ограничена: |p(x)| < M . Несложно показать,
что функция Φ(x) = xα + p(x)xα−1 Zv-монотонно возрастает при достаточно больших x.

Действительно, её график заключён в полосу между графиками монотонно возрастающих
(при больших x) функций q(x) = xα + M

x1−α и r(x) = xα − M
x1−α .

Используя простейшие приёмы математического анализа, можно показать что расстояние
по горизонтали между графиками функций q(x) и r(x) не превосходит 2M

α−C(1−α) , C ≪ 1 при
достаточно больших x. Следовательно, Φ(x) Zv-монотонно возрастает при достаточно больших
x; несложно определить и значение её параметра.

Теорема 4. Если f(x) Zv-монотонно убывает и lim
x→∞

f(x) = 0, то ряд
∞∑

n=n0

(−1)nf(n) схо-

дится.

Доказательство 2 (теоремы 4). Найдём нечётное число 2ω − 1 > ParZv(f(x)). Последова-

тельность {f(n)} является Z(2ω − 1)-монотонной. Поэтому ряд
∞∑

n=n0

(−1)nf(n) сходится.

Пример 2.2. Ряд
∞∑
n=1

(−1)nnβ

n+p(n) сходится, если 0 6 β < 1 и функция p(x) ограничена. Это сле-

дует из того, что функция g(x) = xβ

x+p(x) Zv-монотонно стремится к 0, поскольку g(x) = 1
Φ(x) , где

Φ(x) – рассмотренная в примере 2.1 Zv-монотонно возрастающая стремящаяся к бесконечности
функция (здесь β = 1− α).

Пример 2.3. Несложно заметить, что функция g(x) = 1
x+2cos x Zv-монотонна и

ParZv(g(x)) 6 2π. (8)

То есть ряд (1), обсуждавшийся в начале этого текста, является Z-рядом; последовательность

{an} =
{

1
n+2 cosn

}
Z(7)-монотонно убывает к нулю (7 > 2π). Значит, остаток ряда Rm =

∞∑
n=m+1

(−1)(n−1)

n+2 cosn может быть оценен суммой четырёх слагаемых: |Rm| 6 am+1+am+3+am+5+am+7.

Однако эту оценку можно улучшить.
Действительно, x−2 6 1

g(x) = x+2cos x 6 x+2, и расстояние (по горизонтали и по вертикали)
между прямыми y = x−2 и y = x+2 равно 4. Отсюда ParZv(g(x)) 6 4, и последовательность {an}
является Z(5)-монотонно убывающей. Это даёт лучшую оценку для Rm: |Rm| 6 am+1 + am+2 +
am+5. Однако можно усмотреть, что при достаточно больших m для ряда (1) |Rm| 6 am+1. То
есть оценки (4) и (6) в некоторых случаях могут быть улучшены.

1Имеется в виду нестрогая монотонность: ϕ(x) монотонна на D, если ∀a < b ∈ D ϕ(a) 6 ϕ(b) или
∀a < b ∈ D ϕ(a) > ϕ(b).
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3. О точности оценки остатка L-рядов и Z-рядов.

Давно замечено, что оценка (4) в большинстве случаев даёт очень хорошую точность. Но, посколь-
ку L-ряды, исследование которых иначе как с помощью признака (теоремы) Лейбница невозмож-
но, обычно сходятся довольно медленно, желательно было бы иметь метод уточнения оценок (3)
и (6).

Пример 3.1. Для хорошо известного ряда

∞∑

n=1

(−1)n+1

n
= ln 2 (9)

оценка (3) приводит к неравенству |Rm| =
∣∣∣∣

∞∑
n=m+1

(−1)n+1

n

∣∣∣∣ 6 RL
m = 1

m+1 .

Оценим Rm более точно.

|Rm| = 1

m+ 1
− 1

m+ 2
+

1

m+ 3
− 1

m+ 4
+ . . . =

=
1

(m+ 1)(m + 2)
+

1

(m+ 3)(m+ 4)
+ . . . =

=

∞∑

k=1

1

(m+ 2k − 1)(m + 2k)
;

∞∫

1

1

(m+ 2x− 1)(m+ 2x)
dx 6 |Rm| 6

∞∫

0

1

(m+ 2x− 1)(m + 2x)
dx;

1

2
ln

(
1 +

1

m+ 1

)
6 |Rm| 6 1

2
ln

(
1 +

1

m− 1

)
;

|Rm| ∼ 1

2m
при m→ ∞.

В этом случае остаток ряда монотонно стремится к 0; ошибка оценки (3) составляет примерно
половину.

Пример 3.2. Рассмотрим другой L-ряд.

an =

{
1
k , если n = 2k − 1;

1
k − 1

2k
, если n = 2k.

Или же

an = 1
[

n+ 1

2

] − 1 + (−1)n

2
n
2
+1

.

(10)

Легко видеть, что при достаточно больших n (n > 7 ) an ↓ 0 и

∞∑

n=1

(−1)n+1an =
1

1
−
(
1

1
− 1

2

)
+

1

2
−
(
1

2
− 1

4

)
+

1

3
−
(
1

3
− 1

8

)
+ . . . = 1. (11)

При этом

Rn =

{
1
2k

− 1
k , если n = 2k − 1;

1
2k
, если n = 2k.

(12)
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Оценка остатка ряда (11) соответствии с (3) такова:

|R2n−1| 6 RL
2n−1 =

2

n+ 1
− 1

2
n+1
2

,

|R2n| 6 RL
2n =

1

n+ 1
.

То есть
lim
n→∞

|R2ω |
RL

2ω
= 0,

lim
n→∞

|R2ω+1|
RL

2ω+1
= 1;

точность оценки имеет большой разброс. Удобного соотношения вида |Rn−RL
n | . CRn здесь нет.

В этом случае можно говорить о неудовлетворительной точности оценки (3). Представленный
случай имеет некоторое сходство с примером (1.1).

Теорема 5. Если последовательность {an} монотонно убывает стремясь к 0 (an ↓ 0) при
n > n0, и при n > n0 выполняется условие an+1 6

an+an+2

2 , то при m > n0 оценка RL
m остатка L-

ряда
∞∑
k=1

(−1)nan сравнима с абсолютной величиной остатка Rm этого ряда: 1
2R

L
m 6 |Rm| 6 RL

m.

Доказательство 3. Поскольку an+1 6
an+an+2

2 , можно найти такую убывающую дважды
дифференцируемую функцию f(x), выпуклую вниз при x > n0 (f ′′(x) > 0 или f ′(x) ց при
x > n0), что an = f(n).

Остаток ряда
∞∑
k=1

(−1)nf(n) можно оценить следующим образом:

|Rn| =
∣∣∣∣∣
∞∑

k=n

(−1)nf(n)

∣∣∣∣∣ =

= ((f(n)− f(n+ 1)) + (f(n+ 2)− f(n+ 3)) + (f(n+ 4)− f(n+ 5)) + . . .) =

=
(
−f ′(ξn)− f ′(ξn+2)− f ′(ξn+4)− . . .

)
6

6
(
−f ′(n)− f ′(n+ 2)− f ′(n+ 4)− . . .

)
;

|Rn| >
(
−f ′(n+ 1)− f ′(n+ 3)− f ′(n+ 5)− . . .

)
,

здесь ξn ∈ [n;n+ 1]; и f ′(xn) 6 f ′(ξn) 6 f ′(n+ 1) 6 0 поэтому

|Rn| 6
∞∫

0

−f ′(n+ 2x)dx =
1

2

∞∫

n

−f ′(n+ 2x)d2x =
1

2
f(n).

Аналогично можно получить оценку снизу:

|Rn| >
1

2
f(n+ 1).

Таким образом,
1

2
an+1 6 |Rn| 6

1

2
an при n > n0. (13)

Последнее неравенство важно потому, что теорема 2 Лейбница обычно применяется к рядам с
медленно убывающими слагаемыми, и в этом случае неравенство |Rn| 6 1

2an сильнее неравенства
|Rn| 6 an+1.
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Следствие 2. Для Z(p)-ряда (p = 2ω − 1)
∞∑

n=n0

(−1)nan в случае, если последовательности

an(2ω−1)+m (n = 1, 2, . . ., и m фиксировано) удовлетворяют условиям теоремы 5, можно предло-
жить такую оценку остатка ряда: заметив, что

Rm = (−1)m(δ1 − δ2 + δ3 − . . .− δp−1 + δp),

где δk – остаток L-ряда, используем 1
2an+i 6 δi 6 an+i. Поэтому

|Rm| 6 am+1 −
1

2
am+2 + am+3 −

1

2
am+4 + . . .− 1

2
am+p−1 + am+p 6

6 max(ai, i = m+ 1,m+ 3, . . . ,m+ p) · p+ 1

2
−

−1

2
min(ai, i = m+ 2,m+ 4, . . . ,m+ p− 1) · p− 1

2
.

Кроме того,

|Rm| > 1

2
am+1 − am+2 +

1

2
am+3 − am+3 + . . .+

1

2
am+p >

>
1

2
min(ai, i = m+ 1,m+ 3, . . . ,m+ 2ω − 1) · p+ 1

2
−

−max (ai, i = m+ 2,m+ 2, . . . ,m+ 2ω − 2) · p− 1

2
.

Последняя оценка, скорее всего, неинтересна: правая часть неравенства почти всегда будет
отрицательна.

Однако если при n > n0 выполняется соотношение an 6 2an+p
1, то оценку Rm можно улуч-

шить, учитывая, что в этом случае

1

2
an+i 6 δi 6

1

2
an+i−p 6 an+i :

|Rm| 6 1

2
(am+1−p − am+2 + am+3−p − am+4 + . . . − am+p−1 + am) 6

6
1

2

(
max(ai−p, i = m+ 1,m+ 3, . . . ,m+ p) · p+ 1

2
−

− min(ai, i = m+ 2,m+ 4, . . . ,m+ p− 1) · p− 1

2

)
.

Если же, в дополнение к этому, окажется, что при n → ∞ для любого фиксированного k
выполнено an ∼ an+k, то можно утверждать, что при m→ ∞ Rm . 1

2am.

Именно эту ситуацию мы видим для ряда (1): ряд
∞∑
n=1

(−1)(n−1)

n+2cos n сходится, и его остаток Rm .

1
2 · 1

m .

Примечания

Теорема 1 может иметь многие естественные обобщения.

1Это обозначает, что члены каждого из составляющих Z-ряд L-рядов убывают медленнее геометри-
ческой прогрессии со знаменателем 0,5. Учитывая, что теорема 2 Лейбница применяется, в основном, к
условно сходящимся и медленно сходящимся рядам, такое предположение вполне уместно.
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Так, например, назовём ряд
∞∑
n=1

an знакопериодическим, если ∃m : ∀n > n0 sign (an) =

−sign (an+m) (как всегда, sign x = 1, если x > 0 и sign x = −1, если x < 0). В этом случае, если

последовательность {|an|} является Z(m)-монотонно стремящейся к 0, то ряд
∞∑
n=1

an сходится, и

оценки его остатков могут быть получены по теореме 1. Это утверждение эквивалентно тому, что
при дополнениии рассматриваемого ряда нулевыми под-рядами его можно превратить в Z-ряд,
то ряд сходится.

Более того, возможно применение теоремы 1 при исследовании операций с расходящимися
рядами. Однако это – тема для других публикаций.
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Модель формирования математической компетентности будущих психологов

М.Б. Аржаник, Е.В. Черникова

В настоящее время в России происходит реформирование системы образования. Современный
образовательный процесс ориентирован на развитие основных компетенций личности и на фор-
мирование профессиональной компетентности. Математическая компетентность является значи-
мым компонентом профессиональной компетентности будущих специалистов. Это обусловлено
тем, что математический аппарат все в большей степени востребован в психологии, экономике,
лингвистике и других областях науки.

Для гуманитарных направлений высшего образования актуальна проблема формирования ма-
тематической компетентности. С одной стороны, при изучении математики у студентов возникает
много трудностей, которые зачастую обусловлены недостаточной базовой подготовкой, отсут-
ствием навыков систематической самостоятельной работы. С другой стороны, проблема состоит
в том, что студенты-гуманитарии не осознают важности изучения математики. Это заблуждение
наиболее опасно для психологов, поскольку в их профессиональной деятельности задействованы
различные области знаний, не только гуманитарные.

Необходимость обучения математике психологов обусловлена следующим:

• Психология – не только практикоориентированная область знаний. Это фундаментальная
наука, которая, как и любая другая, требует корректных логических схем исследования.
Необходимо выдвижение гипотезы, доказательство утверждений (часто – с помощью стати-
стических методов), проведение логически правильных рассуждений. Значит, необходимы
математические методы.

• Психология имеет направленность на эмоциональную, психическую, духовную сферы лич-
ности и традиционно пользуется результатами наук гуманитарного цикла. Однако пси-
хологи в своей профессиональной деятельности получают количественные данные, кото-
рые подлежат обработке и осмыслению. Отсутствие выстроенного абстрактно-логического
мышления приводит к интуитивным, эмоциональным рассуждениям, что мешает в работе
психолога.

• Современная психология функционирует не только в гуманистической, но и в естественно-
научной парадигмах. Психологи должны понимать естественнонаучные принципы функци-
онирования человека, так как их основная задача – найти причину дисфункции личности.
Для этого необходимо представлять частоту встречаемости, биологические предпосылки,
что требует системного анализа, синтеза. Этим ментальным операциям учит математика.

Таким образом, чтобы будущая деятельность психологов была более успешной, у них долж-
на быть сформирована математическая компетентность. Для этого математическую подготовку
психологов следует рассматривать как целостную систему, все компоненты которой участвуют в
ее формировании. Чтобы реализовать такую систему, нужно сначала разработать ее модель.

Рассмотрим основные элементы разрабатываемой модели, представленной на рис. 1. Прежде
всего, уточним понятие и определим структуру данной компетентности.
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Рис. 1. Модель формирования ПМК будущих психологов

Профессиональная математическая компетентность психолога (ПМК) – личностное каче-
ство, интегрирующее в себе сформированную культуру логического мышления, теоретическую
и практическую подготовленность к использованию математических методов для решения про-
фессиональных задач, мотивацию и способность к творческому применению математического
инструментария в психологии.

В структуру данной компетентности входят следующие составляющие:

• когнитивная – системные математические знания (как база формирования профессиональ-
ной математической компетентности) и знания математических методов, применяемых в
психологии;

• процессуально-деятельностная – владение математическими методами и опыт их примене-
ния к решению профессиональных задач;
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• личностная – те качества личности, которые, во-первых, развиваются при изучении мате-
матических дисциплин, во-вторых, мотивируют будущих психологов к применению мате-
матических методов в профессиональной деятельности.

Формирование ПМК – довольно сложный и длительный процесс. На основе исследований
М.М. Миншина и др. авторов [1, 2], а также исходя из логики самого изучения математики и
особенностей учебного плана, были выделены этапы процесса формирования ПМК : развиваю-
щий, пропедевтический, первично-профессиональный и профессиональный. Развивающий этап
заключается в изучении различных разделов математики; пропедевтическим этапом является
введение в математическую статистику (в курсе математики); первично-профессиональным –
изучение курса “Математические методы в психологии”; профессиональным – применение мате-
матических методов при выполнении курсовых и дипломных работ.

Обобщение исследований, посвященных проблеме развития отдельных компонентов мате-
матической компетентности, позволило определить следующий компонент модели – психолого-

педагогические условия. К таким условиям относятся: профессиональная ориентированность ма-
тематических дисциплин, активизация самостоятельной работы студентов, создание условий для
индивидуализации обучения, активное применение информационных технологий. Данные усло-
вия определили следующий элемент разрабатываемой модели.

Для реализации указанных выше педагогических условий необходимо модифицировать орга-

низационные формы обучения, разработать соответствующие методы и средства обучения. Си-
стема обучения, традиционно сложившаяся в преподавании математики в высших учебных за-
ведениях, представляет собой совокупность лекций и практических занятий, самостоятельной
работы студентов, а также контроля знаний в форме зачетов или экзаменов. Они составляют
следующий компонент модели.

Кроме того, формирование ПМК требует наличия специальных средств и методов. Поэтому
они являются неотъемлемой частью модели. Рассмотрим эти средства.

За счет применения неполных конспектов и компьютерных презентаций обеспечива-
ется психологическая комфортность на лекциях (что важно для студентов гуманитарных специ-
альностей), появляется возможность задействовать все каналы восприятия, приводить большое
количество профессионально-ориентированных примеров, уделять внимание формированию мо-
тивации к применению математики и математических методов в профессиональной деятельности
психологов.

Освоение образовательного стандарта обязательно для всех студентов. Однако при обучении
математике психологов возникает следующая проблема: для части из них является проблематич-
ным усвоение обязательного уровня, а некоторые студенты могут изучить математику на более
высоком уровне, что дает более широкие возможности для их профессиональной самореализации.

Следовательно, необходима такая организация учебного процесса, которая позволила бы учи-
тывать различия между студентами, создавать оптимальные условия для их эффективной учеб-
ной деятельности. Ее можно достичь с помощью уровневой дифференциации, которая выра-
жается в том, что студенты могут усваивать материал на различных уровнях. Это способствует
формированию положительной мотивации к изучению математики, более прочному и глубоко-
му усвоению знаний, развитию индивидуальных способностей и самостоятельного творческого
мышления, тем самым вносит вклад в формирование ПМК.

Рейтинговая система контроля знаний достаточно часто используется при обучении в вузе.
Как правило, используется интегрированный рейтинг за семестр. При этом не все темы усваива-
ются студентами одинаково, но при суммировании эти различия сглаживаются. Для устранения
этого недостатка предлагается использовать дифференцированную модульно-рейтинговую

систему, в которой индивидуальный рейтинг студента представляет собой спектр частных рей-
тингов по всем изученным темам. Данная система позволяет более качественно контролировать
процесс усвоения знаний за счет постоянной обратной связи. Кроме того, индивидуальный рей-
тинг студента учитывается при сдаче зачета или экзамена.
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Дифференцированная модульно-рейтинговая система позволяет не только усовершенствовать
систему контроля, добиться усвоения студентами знаний на должном уровне, но и помочь сту-
дентам правильно организовать учебную деятельность, стимулировать их работу в течение всего
семестра и создать источник дополнительной мотивации к посещению занятий и активной под-
готовке к ним. Таким образом, данная система способствует получению систематических знаний
как базы для формирования ПМК.

Активизации самостоятельной работы студентов способствует, прежде всего, дифферен-
цированная модульно-рейтинговая система, поскольку она содержит большое количество само-
стоятельных работ и индивидуальных заданий, при выполнении которых происходит основное
усвоение учебного материала. Для помощи студентам в самостоятельной работе нами был так-
же создан тренажер, который знакомит студентов с уровнем сложности заданий, предлагаемых
на контрольной работе. Работа с тренажером помогает составить представление об уровне сво-
их знаний, осуществить рефлексию, что способствует формированию адекватной самооценки.
Самостоятельная работа является существенным фактором в формировании всех компонентов
ПМК.

На первично-профессиональном этапе формирования ПМК можно использовать такую фор-
му работы, как написание и защита рефератов. Данная форма работа способствует фор-
мированию не только когнитивной составляющей ПМК (за счет более глубокого теоретического
изучения математических методов), но и мотивационной.

На пропедевтическом и первично-профессиональном этапах необходимо уделять большое вни-
мание решению профессионально-ориентированных ситуационных задач. Каждая зада-
ча представляет собой небольшое психологическое исследование. В процессе решения студенты
должны перевести психологическую задачу на язык математики, сформулировать математиче-
скую гипотезу, осуществить решение и интерпретировать полученный результат с точки зрения
психологического исследования.

Профессионально-ориентированные задачи способствуют формированию мотивации к при-
менению математических методов в деятельности психологов, поскольку решая задачи с психо-
логическим содержанием, студенты оперируют психологическими понятиями, которые входят в
состав профессиональной культуры специалиста-психолога.

В процессе формирования ПМК также целесообразно применять метод кейсов. В качестве
кейсов предлагаются кратко описанные психологические исследования с результатами измере-
ний тех или иных показателей. Кейс-метод (как минимальное психологическое исследование)
учит применению математических методов на большинстве этапов экспериментальной работы,
способствует формированию культуры представления результатов, подготавливает психологов к
более осмысленному использованию математических методов в профессиональной деятельности.
Таким образом, кейс-метод позволяет формировать все компоненты ПМК психологов: когнитив-
ный, процессуально-деятельностный и личностный.

Следующий важный элемент модели – диагностика сформированности ПМК, которую можно
проводить при помощи теоретического теста и кейс-тестинга. Теоретический тест диагностирует
сформированность когнитивной составляющей (проверяется знание основных понятий матема-
тической статистики, умение ориентироваться в критериях, знание методов исследования). При
кейс-тестинге оцениваются правильность выдвижения гипотезы, адекватность и самостоятель-
ность выбора критерия, правильность статистической обработки, корректность представления
результатов и сделанных выводов, а также оформление презентации и выступление. Диагности-
ку имеет смысл проводить при завершении первично-профессионального этапа.

Выполнение курсовых и дипломных работ, с одной стороны, может рассматриваться
как профессиональный этап формирования ПМК психологов, с другой стороны – как показатель
сформированности данной компетентности. На данном этапе студенты самостоятельно проводят
психологическое исследование, получают опыт применения математических методов к решению
профессиональных задач (планирование эксперимента, анализ и интерпретация полученных дан-
ных, представление данных). В процессе обучения в вузе данный этап является завершающим,
но выпускники-психологи могут и далее совершенствоваться, осваивать новые математические
методы и творчески использовать их в профессиональной деятельности.
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Таким образом, модель формирования ПМК будущих психологов включает: цель, психоло-
го-педагогические условия, этапы формирования, организационные формы учебного процесса,
средства и методы формирования и способы диагностики.

Эксперимент показал, что разработанная модель и подход к ее реализации эффективны в
процессе формирования ПМК будущих психологов
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Статистика и социологические опросы

С.Н. Бычков

Наиболее востребованным разделом математики для студентов гуманитарных специальностей на
сегодняшний день является статистика. И математический анализ, и теория вероятностей изуча-
ются, в сущности, лишь как вспомогательный инструмент для объяснения сущности статистиче-
ских методов обработки данных. Ранее [1] уже обсуждалась проблема понимания статистических
методов студентами гуманитарных специальностей, где, в частности, отмечалось, что логическая
убедительность утверждений математической теории вероятностей не связана напрямую с пони-
манием причин удивительной эффективности ее методов в приложениях.

В идеале и теория вероятностей, и статистика должны сочетать логическую стройность и
практическую эффективность. Если в теории вероятностей с построением А.Н. Колмогоровым
сначала аксиоматических, а затем алгоритмических оснований этой науки достигнуто хотя бы
первое, то в отношении математической статистики и этого сказать нельзя. Еще в 1944 г. в докла-
де Колмогорова “Проблемы теории вероятностей” на Московском математическом обществе пер-
вым пунктом была поставлена задача: “Логическое обоснование математической статистики, т.е.
методов проверки гипотез, оценки параметров, контроля и регулирования массовой продукции по
выборочным наблюдениям” [2, с. 90]. Актуальность проблемы обозначена, но и на сегодняшний
день поставленная задача далека от решения.

Как излагаются сейчас статистические методы в важном частном случае – социологическом
прогнозировании? (Здесь уместно сразу отметить, что в отличие от теории вероятностей, где пре-
подаватель может стать на “метауровень” по отношению к учащемуся, чтобы сочетать логическую
строгость с доступностью изложения, в статистике он лишен – из-за отсутствия в ней подобно-
го метауровня – такой возможности. Поэтому далее мы будем исходить из “здравого смысла”
студента-гуманитария, который включает в себя недоверие к применению математики в гумани-
тарных дисциплинах, что следует иметь в виду и что надо стремиться развеивать не какими-то
общими декларациями, а на конкретном материале изучаемой дисциплины.)

Считается, что социологический прогноз строится на основе особого применения формулы
Муавра-Лапласа (см., например, [3, с. 233-239]). Главное требование к используемой выборке –
репрезентативность, т.е. способность выборки представлять генеральную совокупность без иска-
жений (с теоретической точки зрения единственным способом, гарантирующим репрезентатив-
ность, является простой случайный выбор; вследствие практической невозможности во многих
случаях его реализации и возникает потребность в прикладной статистике как специальной на-
учной дисциплине).



136 Глава 3. Теория и методика обучения математике в школе и вузе

Поскольку даже случайный отбор не в состоянии на 100% гарантировать репрезентативность
выборки, вводится понятие надежности (соответственно, доверительного интервала). Эти поня-
тия представляют наибольшие трудности для усвоения студентами гуманитарных специально-
стей, поскольку предполагают довольно уверенное владение понятиями комбинаторики и теории
вероятностей.

Осуществляемая выборка (опрос респондентов), с одной стороны, должна быть достаточно
большой, а с другой – существенно меньше генеральной совокупности по объему. Тогда можно
одновременно удовлетворить двум противоречащим требованиям: малой погрешности опроса и
высокой его надежности.

Здесь мы встречаемся, пожалуй, с главным отличием математической статистики от теории
вероятностей. Если в теории вероятностей имеется (считающаяся непротиворечивой) аксиомати-
ка, позволяющая логически последовательно излагать ее результаты, то в статистике это едва
ли возможно: всякая случайная выборка в силу случайных же причин может оказаться недоста-
точно случайной! Это внутреннее противоречие статистической теории невозможно устранить
никакими логическими ухищрениями. Его можно только пытаться разрешить, причем успех
невозможно предвидеть заранее на основе сугубо качественных соображений. Удостовериться
в нем удается только задним числом после проделывания соответствующих выкладок (см. [3,
с. 236-238]).

Насколько такое объяснение приемлемо для студентов гуманитарных специальностей?
И. Кант написал в “Критике чистого разума”, что “мы не можем мыслить ни одного предме-
та иначе как с помощью категорий. . . ” [4, с. 214]. И гуманитарии, осознанно или бессознатель-
но, стоят на этой точке зрения. Э. Кассирер продемонстрировал [5, с. 361-367], что в физике
XX в. кантовский схематизм образов уступил место лейбницевскому символизму принципов.
Формально-математическое изложение статистики следует Лейбницу, а не Канту, что создает
большие сложности для понимания студентами гуманитарных специальностей сути статистиче-
ских методов. Конечно, можно уверить себя, что гуманитарные науки должны последовать за
естественными по пути математизации и формализации, но как быть с тем, что даже в математи-
ческой статистике мы встречаемся с внутренним противоречием объекта рассмотрения, которое
должны как-то содержательно разрешать? А ведь математический символизм стоит на точке
зрения абсолютной значимости закона (не)противоречия!

Видимо, дальнейшее развитие методологии статистики возможно лишь на пути реабилитации
категориального подхода Канта (с тем только “уточнением”, что категория противоречия должна
рассматриваться также и с позитивной точки зрения, что неприемлемо и для современной мате-
матики, и для Канта). Возможно, что лишь на этом пути удастся содержательно понять, почему
отказ от простого случайного выбора, формально нарушающий принцип репрезентативности, на
практике может давать (и реально дает) более точные результаты.
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Проблемная лекция по теме “Хаотичные отображения”

В.С. Секованов, В.А. Ивков

Современное информационное общество и компетентностный подход в образовании ставят перед
преподавателем и студентом многоаспектные задачи, решение которых связано с применени-
ем современных математических методов и компьютерных технологий. Одним из эффективных
способов решения современных задач является проблемное обучение, нацеленное на развитие
исследовательских, профессиональных компетенций студентов и развитие их креативности.

Проблемное обучение возникло во многом как попытка преодолеть главный недостаток тра-
диционного обучения, которое эксплуатирует в основном память человека (“школа памяти”) и
фактически исключает возможности его мыслительной активности [4]. Проблемное обучение
предполагает реализацию принципа проблемности в содержании учебного материала и в про-
цессе его развертывания в учебной деятельности.

А.М. Матюшкин [1] обосновал необходимость включения проблемных методов во все виды
и звенья учебной работы студентов. Он же ввел понятие диалогического проблемного обучения
как наиболее полно и адекватно передающего сущность процессов совместной деятельности пре-
подавателя и студентов, их взаимной активности в рамках “субъект–субъектных” отношений.

Проблемное обучение влияет на активизацию мыслительной деятельности обучаемых, на фор-
мирование нестандартных подходов к решению проблем, на развитие творческого мышления,
компетенций, креативности, что обеспечивается созданием в процессе обучения специальных си-
туаций интеллектуального затруднения – проблемных ситуаций и их разрешения. Психологи и
педагоги отмечают, что проблемная ситуация служит не только источником интеллектуального
затруднения, что является необходимым условием развития креативности и компетенций обу-
чаемых, но и важным мотивационным, а вместе с тем и эмоциональным средством в процессе
обучения.

В проблемном обучении осуществляется косвенное управление познавательной деятельно-
стью, в котором участвуют и сами обучающиеся. Большую роль здесь могут сыграть информа-
ционные и коммуникационные технологии (ИКТ), позволяющие расширить круг проблемных и
информационных вопросов, которые либо заранее подготовлены педагогом, либо естественным
образом возникают и формулируются в процессе разрешения проблемных ситуаций".

Путь познавательной деятельности студента при задачном подходе короток; она репродуктив-
ная, исполнительская. Путь же познавательной деятельности студента при проблемном подходе
более длителен, интересен и продуктивен с очки зрения формирования его креативности и ком-
петентности.

Важными ветвями современной математики являются фрактальная геометрия и теория хао-
са, имеющие многочисленные приложения. Аттракторы преобразований пекаря, Эно, аттрактор
Лоренца имеют фрактальную структуру, тесно связаны с хаосом и имеют многочисленные при-
ложения (см., например, [3]).

Мы рассмотрим материал, затрагивающий разные разделы современной математики, в рам-
ках проблемной лекции. Важность данного материала, на наш взгляд, обусловлена:

1) построением множества Кантора с помощью тентообразной функции и информационных
и коммуникационных технологий (ИКТ);

2) новизной материала, связанного с итерационными процессами, фракталами и метрически-
ми пространствами;

3) нестандартностью и новизной задач, ставящимися перед студентами.
Мы рассмотрим возможный вариант построения проблемной лекции при выявлении хаотич-

ного поведения функции обратного сдвига на множестве Кантора.
Данную лекцию можно читать в разных разделах дисциплин по выбору: “Нелинейные динами-

ческие системы”, “Метод итераций”, “Фракталы и хаос”, которые начинают проникать в вузовское
образование.

Пусть (X,ρ) – метрическое пространство и f : X → X. Будем говорить, что отображение f
обладает существенной зависимостью от начальных условий (данное определение, записано на
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языке ε-δ) если ∃ ε > 0 : ∀x ∈ X, ∀δ > 0 ∃ nδ ∈ N, ∃ yδ ∈ X : ρ (x, yδ) < δ, ρ
(
f (nδ) (x) , f (nδ) (yδ)

)
>

ε. Отметим, что в [1] имеются неточности в определении и выявлении компонент хаоса.
Отображение f будем называть транзитивным, если для любой пары U, V открытых множеств

существует такое n ≥ 0, что пересечение f (∗)(U) ∩ V не является пустым множеством.
Пусть M – множество периодических точек отображения f в метрическом пространстве X.

Отображение f называется хаотическим по Девани, если оно: существенно зависимо от начальных
условий; транзитивно; замыкание множества всех его периодических точек совпадает с множе-
ством X (то есть M̄ = X).

Например, квадратичная функция комплексной переменной хаотична на своем множестве
Жюлиа, а тентообразная функция хаотична на множестве Кантора. Пусть K – множество Канто-
ра. Для каждого числа, записанного в троичной системе счисления x = 0, x1x2x3.... из множества
Кантора K (xi ∈ {0; 2}) определим функцию обратного сдвига ϕ(x) = 0, x2x3x4....

В качествеВ качестве объекта проблемной лекции рассмотрим функцию ϕ на множестве K.
Докажем ее хаотичность.

Ориентировочный этап. Множество Кантора является одним из первых фракталов, от-
крытых в XIX веке, и пользуется большой известностью. На данном этапе полезно указать мате-
матические свойства множества Кантора (всюду разрывность, несчетность, самоподобие) и по-

строить его с помощью ИКТ и тентообразной функции f (x) =

{
3x, x ≤ 1

2
3− 3x, x > 1

2

. Мы проверим

наличие на множестве Кантора всех трех свойств (существенную зависимость от начальных усло-
вий, транзитивность и всюду плотность периодических точек отображения ϕ. Данная функция
студентам встречается впервые. Поэтому полезно предложить им задачу: указать в канторов-
ском множестве неподвижные точки и точки любого периода функции и просить их привести
непериодические точки.

Постановочный этап. Уместно задать вопросы: 1) будет ли линейная функция хаотичной
на множестве Кантора; 2) будет ли функция ϕ(x) = 0, x2x3x4.... хаотичной на отрезке [0; 1];
3) будет ли функция ϕ(x) = 0, x2x3x4... непрерывна на множестве Кантора.

Одной из важнейших компонент хаоса является существенная зависимость от начальных
условий. Поставим перед собой задачу выявить на множестве Кантора данное свойство функции
ϕ(x) = 0, x2x3x4...

Поисковый этап. Нам следует научиться строить числа, расстояние между которыми сколь
угодно мало, а некоторые итерации их разводят на определенное число ε.

Пусть x ∈ K, δ > 0. Возьмем в качестве ε = 1
2 . Положим x = 0, x1x2x3...xn..., заданное

в троичной системе счисления. Существует такое натуральной число m, что 1
3m < δ. Теперь

построим вещественное число yδ по следующей схеме: заменим в x = 0, x1x2x3, ..., xn, ..., xm+1 на
2 − xm+1, а остальные троичные цифры оставим без изменения. То есть yδ = 0, x1x2x3...xm2 −
xmxm+2.... Далее имеем|x− yδ| = |2−2xm+1|

3m+1 < 3
3m+1 = 1

3m < δ. Однако
∣∣ϕ(m)(x)− ϕ(m)(y)

∣∣ = 2
3 >

1
2 . Таким образом, отображение ϕ(x) = 0, x1x2x3x4... обладает существенной зависимостью от
начальных условий. Здесь уместно поставить перед студентами следующие вопросы: 1) почему
модуль разности |x− yδ|равен |2−2xm+1|

3m+1 ; 2) почему модуль разности
∣∣ϕ(m)(x)− ϕ(m)(yδ)

∣∣ = 2
3 ;

3) Принадлежат ли числа ϕ(m) (x) , ϕ(m) (yδ) множеству Кантора.
Пусть U и V – открытые множества в R, которые без потери общности можно считать не

имеющими общих элементов. Пусть x ∈ K ∩U и y ∈ K ∩ V . Тогда в троичной системе счисления
x и y можно представить в виде: x = 0, x1x2x3... и y = 0, y1y2y3.... Выберем такое n1, что для
B
(
x, 1

3n1

)
⊂ U ∩ K, B

(
y, 1

3n1

)
⊂ V ∩ K. Далее положим: z = 0, x1x2x3...xn1y1y2y3...yn1yn1+1....

Ясно, что z 6= x.
1. Найдем разность:

|x− z| ≤ |xn1+1 − y1|
3n2+1

+
|xn1+2 − y2|

3n2+2
+ ... ≤ 2

3n1+1
+

2

3n1+2
+ ... =

2

3n1+1

(
1 +

1

3
+

1

32
+ ...

)
=

1

3n1

2. Далее замечаем, что ϕ(n1)(z) = y ∈ V , указывающее на транзитивность отображения ϕ.
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Здесь студентов логично попросить подробно пояснить выполнение условия транзитивности
отображения ϕ(x) = 0, x1x2x3x4... на множестве Кантора.

Контрольно-вариативный этап. В качестве контроля полезно предложить студентам са-
мостоятельно доказать всюду плотность периодических точек отображения ϕ, наметив план ис-
следования:

а) выявить структуру неподвижных точек отображения ϕ (x = 0, ααα.... ∈ K);
б) выявить характер точек, имеющих период 2, 3, ..., n отображения ϕ

(
x(2) = 0, x1x2 (x1x2)

∈ K );
(
x(3) = 0, x1x2x3 (x1x2x3) ∈ K

)
;. . . ;

(
x(n) = 0, x1x2...xn(x1x2...xn) ∈ K

)
;

в) взять произвольную точку x ∈ К и построить сходящуюся к x ∈ X последовательность
периодических точек {xn} отображения ϕ(x) = 0, x2x3x4... , где x = 0, x1x2x3...;

г) обосновать, что множество всех периодических точек отображения ϕ(x) = 0, x2x3x4... , где
x = 0, x1x2x3... всюду плотно в множестве Кантора.

В качестве задач для самостоятельного решения студентам полезно предложить:
1) сравнить тентообразную функцию с функцией обратного сдвига;
2) доказать хаотичность тентообразной функции на множестве Кантора.
Таков план наших действий, нацеленный на мониторинг усвоения знаний студентов, развитие

их компетенций и креативности.
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Из истории создания обобщённой модели познания (ОМП) и её использования в
обучении студентов

А.Л. Жохов

Данное сообщение надо рассматривать как своеобразный, хотя и промежуточный, итог теоре-
тических размышлений и практических апробаций автора над проблемой: чему и как надо обу-
чать студентов современного педагогического вуза, особенно первокурсников, начиная обучать
их математике? Такие размышления, сопровождаемые опытом, длятся уже более 30 лет и, таким
образом, имеют свою историю, которая нашла своё отражение в значительном числе публикаций
(не менее 50-ти), так что вполне правомерно говорить об их истории. А их промежуточный итог
как раз и завершился не столько созданием ОМП, сколько опытом её использования в приобще-
нии студентов к математической культуре и процессу познания и осознанием того, что именно
такое приобщение должно стать главной целью математического образования школьников и
студентов.

В сообщении конкретизируется и развивается тезис: базой накапливания и развития потенци-
ала математической культуры как учащегося школы, так и студента, особенно будущего учителя
математики, может и должно служить обретение ими опыта овладения механизмами познава-
тельной деятельности и мышления. В связи с этим оказалось целесообразным обратиться к вы-
явлению таких механизмов и отнести к их числу конкретные средства, умственные действия
и виды деятельности, особенно часто использованные видными деятелями науки и культуры и
проявленные в их трудах.
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Основаниями для выделения средств познания, видов деятельности и действий, необходимых
тем, кто желает научиться познавать мир, себя в мире, в том числе в мире математики для
успешного их развития, послужили:

• мировоззренческий и методологический подходы к анализу познавательной деятельности
и математического образования;

• описание и осмысление фактов и результатов деятельности людей в историческом развитии
математической культуры и образования;

• психологические закономерности становления и развития математических понятий и – в
целом – математического знания;

• анализ сложившегося (традиционного) опыта и методических приёмов обучения математи-
ке в школьной и вузовской практике.

С опорой на некоторые из этих оснований в докладе особое внимание обращается на отдельные
механизмы познавательной математической деятельности, обучение которым, по мнению автора,
должно рассматриваться как необходимый ведущий компонент этого процесса и как обязатель-
ный диагностируемый его результат, особенно в условиях современного состояния отечествен-
ного математического образования в школе и вузе. Показывается также, что выявленные виды
учебной деятельности являются элементами различных базовых компетенций, рассматриваемых
в ФГОС.

В истории личного опыта создания ОМП и её использования в достижении выше обозначенной
цели можно выделить такие этапы:

1. Начальное приобретение личного опыта познавательной деятельности (знакомство с “труд-
ными” вопросами истории математики и попытками их разрешения математиками и фило-
софами, самостоятельное доказательство известных теорем вместо их заучивания, осозна-
ние своих возможностей, обогащение такого опыта за счёт осмысления опыта выдающихся
учёных);

2. Выявление и осознание некоторых противоречий, “размытости” описания метода в совре-
менных трактовках одного из распространённых методов познания (аналогия) как есте-
ственного шага в развитии представлений о нём. Осознание необходимости его теоретиче-
ского “уточнения” как методологического средства выявления его внутренних эвристиче-
ских ресурсов и ознакомления студентов и учителей с научно ёмким пониманием метода.
Понимание типов (кодов) записи информации – знаковых моделей как первых аналогов
изучаемых математических объектов (задач, понятий, фигур).

3. Ознакомление с различными описаниями процесса познания, с попытками частичной опоры
на них при обучении математическим фактам, выявление и осознание роли субъекта позна-
ния и его места в этом процессе и, как следствие, в процессе обучения познанию, связанному
с математикой. Понимание целесообразности создания какой-то общей схемы познания как
средства познания математики учащимися, раскрывающей для них его основные средства,
этапы, методы, способы деятельности. Углублённое изучение в этом направлении работ
различных авторов (от античных, средневековых до исследователей Нового и новейшего
времени). Особое внимание было уделено работам Декарта [1], Канта, Маркса, А. Эйн-
штейна, А. Пуанкаре, Д. Пойа, Л.С. Выготского, М.К. Мамардашвили [3], М.М. Бахтина,
В.С. Библера. . .

4. Конструирование на этой основе различных моделей познания и их апробация в обучении,
их обобщение в ОМП, ознакомление c ней педагогической общественности [2], осознание
возможности и целесообразности организации на основе ОМП познавательной деятельно-
сти студентов. На протяжении всех этапов осуществлялся анализ как самой модели, так
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и проблем её использования в обучении. Положительным итогом можно считать выбор и
изучение самими студентами изучения отдельных математических фактов.

Приведём далее отрывок текста выступления студента (Забиров Эдуард, 211 группа матема-
тиков) на студенческой научной конференции как пример опыта его самостоятельного проникно-
вения в понимание такого важного и распространённого в математике понятия, как контрпример.

“Довольно часто и в жизненных ситуациях, и в познании математики можно наблюдать склон-
ность школьников и даже студентов к формулировке слишком широких обобщений. Нередко в
таких обобщающих утверждениях используют слова “все”, “любой”, “для любого”, при этом они
могут использоваться человеком явно, то есть в составе утверждения, или не явно: подразуме-
ваться, но не произноситься.

Пример из жизни. Говорят: “Астраханские арбузы сладкие”. Подразумевается, но явно не
произносится, что какой бы (то есть любой) ни взять астраханский арбуз, он будет сладкий.
Обобщающее слово “любой”, отнесённый к элементу множества астраханских арбузов, в логике
называется квантором общности. В математике этот квантор обозначают ∀ (перевёрнутая первая
буква слова All – все). Если множество астраханских арбузов обозначить А, его элемент – х, а
предложение “Астраханский арбуз сладкий” А(х), тогда наше утверждение символически можно
записать: ∀х А(х). Опыт подсказывает, что приведённое утверждение – ложное высказывание,
для опровержения достаточно отыскать хотя бы один не сладкий астраханский арбуз. Говорят в
этом случае, что найден контрпример общего утверждения.

В состав слова “контрпример” входит приставка “контр. . . ”, которая в переводе с латинского
[лат. contra – против] означает “противодействие, противопоставление, противоположность тому,
что выражено во второй части” слова. При изучении какой-либо области научных знаний, тем
более математики, с кванторами общности (∀х) и существования (∃х) приходится иметь дело
на каждом шагу. Приведём пример известной теоремы школьной геометрии: “Около треуголь-
ника можно описать окружность”. Эту теорему с использованием кванторов можно записать
так: ∀∆АВС, ∃ω(О,R) (A,B,C∈ ω). Для этого утверждения контрпример привести нельзя: оно
истинно.

Или еще один из примеров общего характера. Бытует мнение, что птицы отличаются от
животных наличием крыльев. Если взять, например, “воробья” и “хомяка” и рассмотреть их, мы
бесспорно скажем “ВОРОБЕЙ ОТЛИЧАЕТСЯ ОТ ХОМЯКА НАЛИЧИЕМ КРЫЛЬЕВ”. Даже
курица имеет крылья. Но насколько общее утверждение о птицах бесспорно? В Новой Зеландии
живёт птица “Киви” без крыльев. “Киви”, таким образом, является контрпримером утверждения
общего характера: “Все птицы имеют крылья”.

На мой взгляд, чаще всего контрпримеры оказываются полезными для понимания и хорошего
усвоения математических утверждений условного вида, то есть таких, в которых подразумевается
или явно используется союз “если. . . , то. . . ”. Польза от таких и им подобных контрпримеров в том,
что они воспитывают в человеке определённого рода деликатность и внимательное отношение к
утверждениям типа: (все) аборигены (узбеки, африканцы, мальчики, девочки и т.п.) какие-то
ненормальные (?..). А для понимания математики, её понятий и утверждений, использование
контрпримеров просто необходимо. Приведем математические примеры.

Известно, что если, например 7, делит нацело каждое из двух натуральных чисел, то их сумма
также кратна 7. Полезно выполнить задания.

1. Записать это утверждение с помощью кванторов и знака следования. Будет ли оно истин-
ным? Почему? Сказать утверждение своими словами.

2. Сформулировать и записать с помощью кванторов и знака следования обратное утвержде-
ние. Будет ли оно истинным? Сформулировать оба утверждения на естественном языке.

Прямое утверждение: если А, то В: (∀х∈ N) А(х) ⇒В(х): если натуральные числа х и у кратны
7, то и их сумма делится нацело на 7. Обратное утверждение: если В, то А: (∀х∈ N) В(х) ⇒А(х):
если сумма двух натуральных чисел делится нацело на 7, то и каждое из этих чисел кратно 7.

Неопытный в рассуждениях человек не придаст значения последнему высказыванию:
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– А что? Разве здесь чего-то не хватает, что-то не так? Например: 7|(21= 14+7) и 7|14 и 7|7 –
пример иллюстрирует, что сумма делится нацело на 7 и для каждого слагаемого это тоже верно.

Однако внимательный человек сразу же возразит:
– Вы негласно пользуетесь утверждением общего характера: “для любых чисел если сумма

кратна 7, то и каждое слагаемое делится нацело на 7. И здесь не хватает контрпримера!
В данном случае построение контрпримера можно записать так:

(∃x ∈ N,∃y ∈ N)

[
(x+ y)

...7 ∧ (x
...7 ∨ y...7)

]
.

Эту символическую запись полезно прочитать в другом коде записи информации – на естествен-
ном (русском) языке [2, с. 196]: “Существуют (найдутся) натуральные числа х или у такие, что
не выполняется рассматриваемое свойство. Пример: х = 20, у = 1. Их сумма 21 кратна 7, но ни
одно из этих чисел не делится нацело на 7.

Проверка обычного доказательства часто представляет очень деликатное действие, и чтобы
“напасть на ошибку”, требуется столько же интуиции и счастья, сколько и для того, чтобы на-
толкнуться на доказательство действительно общего утверждения; открытие “ошибок” в нефор-
мальных доказательствах иногда может потребовать десятилетий, если не столетий.

Приведём высказывание известного математика Анри Пуанкаре (1904): “. . . В ту эпоху до-
пускали, что непрерывная функция не может изменить знак, не проходя через нуль; теперь это
доказывают (например, теорема Ролля). Допускали, что обыкновенные правила сложения прило-
жимы к несоизмеримым или, как сейчас принято говорить, иррациональным числам, теперь это
доказывают. Допускали еще и другие вещи, которые порою оказывались ложными. Доверялись
интуиции. Но интуиция не может дать ни строгости суждений, ни уверенности в их правиль-
ности. Интуиция, например, учит нас, что каждая непрерывная функция имеет производную,
и, однако, это положение ложно. А так как знание стремилось к уверенности, то приходилось
всё более и более ограничивать роль интуиции. . . Объекты, которыми занимаются математики,
долгое время не имели хороших определений; эти предметы казались известными потому, что их
себе представляли при помощи чувств или воображения. . . ”

Так, математикам первой половины XIX века представлялось интуитивно очевидным, что
всякая непрерывная функция является дифференцируемой всюду за исключением разве что от-
дельных изолированных точек. Ошибочность представления, согласно которому дифференцируе-
мость функции считалась естественным следствием её непрерывности, была вскрыта Б. Больцано
(1830). Известно, что функция Больцано B(x) задается переходом к пределу последовательности
непрерывных кусочно-линейных функций. Схожа с функцией Больцано по принципу построе-
ния, но более проста для исследования её свойств функция, построенная Б.Л. Ван дер Варденом
(1930). Этот список не только имеет смысл продолжить [4], но и, что особенно важно для хороше-
го усвоения математики, в частности математического анализа, предлагать для самостоятельного
рассмотрения студентам. Важно также предлагать задания для самостоятельного поиска студен-
тами и даже школьниками собственных примеров и контрпримеров. . .

На мой взгляд, в чём я сам неоднократно убеждался, одним из источников контрпримеров
может служить поиск ошибок, которые нередко мы допускаем при выполнении тех или иных
заданий. В этом ключе полезна установка: “Если после выполнения задания полученный мной
ответ не совпадает с тем, который приводится в задачнике, то именно этот ответ является контр-
примером. Надо искать его истоки, которые могут быть, например, в неполном учёте условий
задания, либо в нарушении логических или математических правил. Ещё один источник ошибок,
на мой взгляд, – в неправильном переводе математической информации с одного языка – кода
записи информации [2, 3] – на другой”.

Приведённый пример отрывка из выступления Э. Забирова показывает, что, во-первых, озна-
комление студентов с обобщённой моделью познания [2] возможно и, во-вторых, оказывает им
помощь в осознании самого процесса математического познания и, следовательно, служит фор-
мированию мотива, например, к внимательному чтению дополнительной литературы. Наконец, и
в рамках данного доклада – важный вывод состоит в том, что поиск обобщённой модели познания
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(ОМП) был не напрасной тратой усилий и времени и что сама эта модель вступает в новую ста-
дию своего развития, но уже в рамках, скорее всего, философии и методологии математического
познания. А это, в свою очередь, оказывается полезным в организации обучения и самообучения
математике как в вузе, так и, думается, в школе. Однако это же требует и разработки мето-
дических проблем: построения такой методики как системы деятельностей; применения её при
обучении отдельным темам и др.
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Формирование практического мышления студентов вузов в обучении математике

В.В. Богун

По состоянию на настоящее время при реализации учебного процесса в рамках вузов осуществ-
ляется явное смещение вектора от получаемых учащимися теоретических знаний в сторону при-
обретения ими необходимых практико-ориентированных умений и навыков, которые будут реа-
лизовываться студентами в дальнейшей профессиональной деятельности. Если перевести данное
высказывание на язык психологии, то речь идет о переходе с развития у учащихся теоретического
мышления в процессе обучения к формированию у них навыков практического мышления, осно-
ванного на определенной базе теоретического мышления. Таким образом, на выходе из учебного
заведения мы должны иметь не только теоретически образованного человека, владеющего зна-
ниями из различных научных областей, но и практически грамотного специалиста, обладающего
определенными практическими умениями и навыками, необходимыми для непосредственной ре-
ализации им соответствующей профессиональной деятельности.

Под мышлением [1] в целом понимается умственная и практическая деятельность человека,
составляющая систему включенных в нее действий и операций преобразовательного и познава-
тельного (ориентировочно-исследовательского) характера, что, по своей сути, напрямую харак-
теризует образовательную деятельность как таковую. По характеру решаемых задач (теоретиче-
ских или практических) мышление может быть соответственно теоретическим или практическим.

Теоретическое мышление подразумевает оперирование знаниями на теоретическом уровне в
виде совокупности общих понятий и законов. Теоретическое мышление направлено на формиро-
вание у студентов теоретических знаний из определенной научной области и реализуется учащи-
мися в основном в рамках лекционных аудиторных занятий. Подобная деятельность подразуме-
вает доказательство теоремы или решение задачи в абстрактом виде без конкретных значений
исходных данных, то есть с применением символьных обозначений.

Практическое мышление основано на реализации суждений и размышлений, направленных
на решение конкретных практических задач, основанных на применении известных законов и
формул, которые рассматриваются при реализации теоретического мышления. Деятельность
практического мышления подразумевает формирование необходимых умений и навыков реше-
ния практических задач, овладение которыми позволит в дальнейшем студентам успешно ре-
шать профессионально-ориентированные задачи. На практических и лабораторных аудиторных
занятиях у студентов формируются определенные умения и навыки по решению практических
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задач, при этом задачи могут подразумевать использование полученных на лекционных заняти-
ях теоретических знаний применительно к рассматриваемым объектам. Формирование у студен-
тов навыков практического мышления обусловлено реализацией студентом решения конкретной
практической задачи с использованием определенного алгоритма решения задачи за ограничен-
ный промежуток времени на основе анализа и синтеза полученных ранее теоретических знаний.

Поскольку практическое мышление подразумевает пошаговое решение задач с применени-
ем совокупности определенных алгоритмов, которые зачастую могут иметь довольно сложную
комплексную структуру (интеграция линейных, разветвляющихся и циклических алгоритмов),
а также реализацию и визуализацию последовательных вычислительных операций, то вполне
очевидным является необходимость применения современных информационных технологий при
решении подобного класса задач.

Очевидно, что использование информационно-коммуникационных технологий в учебном про-
цессе [2] существенно расширяют границы образовательного пространства, поскольку учащимися
реализуется полноценная учебная деятельность не только в рамках аудиторных занятий, но и на
дистанционном уровне, при этом в качестве контролирующего органа выступает искусственный
интеллект программного обеспечения, что существенно повышает эффективность учебного про-
цесса в силу его автоматизации.

При проведении аудиторных лекционных и практических занятий в рамках изучения опреде-
ленного раздела по математике при освоении студентами теоретических знаний и получения ими
практических умений осуществляется представление основных расчетных методик с примене-
нием разработанного автором статьи программного обеспечения для персонального компьютера,
позволяющего реализовать студентами и преподавателем на локальном уровне в рамках програм-
мы ввод значений исходных данных, необходимых расчетов, получение значений промежуточных
и итоговых результатов с последующей визуализацией данных компонентов в рамках динамиче-
ски генерируемой статической Интернет-страницы. Таким образом, осуществляется оптимиза-
ция учебного процесса в силу отсутствия необходимости реализация сложных вычислительных
алгоритмов и повышается корректность получаемых студентами знаний в силу автоматизации
соответствующих расчетных процедур.

В рамках лабораторных работ по математике студентами осуществляется научно-исследова-
тельская деятельность, направленная не только на применение полученных учащимися ранее на
лекционных и практических занятиях знаний и умений по изучаемому разделу учебной дисци-
плины, но и реализацию сравнительного анализа зависимостей между варьируемыми значениями
вводимых исходных данных и получаемых значений промежуточных и итоговых результатов, а
также, при необходимости, и между применяемыми расчетными алгоритмами.

В качестве информационной поддержки реализуемых лабораторных занятий могут приме-
няться графические калькуляторы с установленным на них разработанным автором соответ-
ствующим программным обеспечением [3, 4]. Применение графического калькулятора в силу его
расширенных математических функций позволяет оперативно и корректно реализовать необхо-
димые статистические расчеты со значениями полученных промежуточных и итоговых результа-
тов при варьировании значений исходных данных с целью проведения студентами полноценной
исследовательской работы.

С точки зрения реализации самостоятельной работы студентами применение информацион-
ных технологий должно подразумевать принципиально новый подход. Если в рамках аудиторных
занятий подобные технологии используются в основном как средство выполнения необходимых
расчетов и визуализации результатов без реализации обратной связи, то при организации дистан-
ционного обучения наличие диалоговой, причем, оперативной обратной связи является необхо-
димым условием полноценной и успешной учебной деятельности.

По состоянию на настоящее время используемые при организации дистанционного обучения
стандартные статические тестовые системы в рамках имеющихся систем дистанционного обуче-
ния (“Прометей”, “WebTutor”, “Moodle” и т.д.) не позволяют организовать полноценную самостоя-
тельную деятельность учащихся, направленную на формирование у них необходимых в будущей
профессиональной деятельности навыков практического мышления, поскольку в данных инфор-
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мационных системах отсутствуют возможности для поэтапного решения определенных теорети-
ческих и практических задач, так как они ориентированы на получение от учащегося только
итоговых результатов в виде тестов без указания промежуточных результатов, что приводит в
итоге к потере у студентов навыков пошагового решения задач согласно необходимому алгоритму,
что является основным условием для развития практического мышления.

Для решения рассматриваемой проблемы необходима реализация в рамках систем дистанци-
онного обучения определенных расчетных учебных проектов, позволяющих отражать студентам
не только значения итоговых, но и необходимых промежуточных результатов выполнения учащи-
мися необходимых алгоритмов, базирующихся на комплексном использовании арифметических
и логических операций

Автором по состоянию на настоящее время осуществлена успешная апробация разработанной
им информационной динамической системы мониторинга дистанционных учебных проектов сту-
дентов вузов в рамках реализации учебного процесса по математике на различных факультетах
Ярославского государственного педагогического университета им. К.Д. Ушинского и Ярослав-
ского государственного технического университета [5, 6, 7, 8].

Информационная система является, по сути, заменой используемой в современных системах
дистанционного обучения статической тестовой системы проверки знаний студентов определен-
ным набором динамических расчетных проектов. Самостоятельная работа студента в системе
подразумевает нахождение значений определенного количества взаимосвязанных параметров на
основе применения программных логических структур с возможностью многократного указания
значений необходимых параметров соответствующих задач. В данной информационной систе-
ме программистом совместно с преподавателем осуществляется составление и присоединение к
системе алгоритма решения задачи на программном уровне, затем автоматически на основе ге-
нератора случайных чисел при соблюдении определенных условий реализуется формирование
индивидуальных значений исходных данных, после чего осуществляется автоматический расчет
согласно программному алгоритму значений промежуточных и итоговых результатов с целью
проведения сравнительного анализа с соответствующими значениями, указываемыми пользова-
телями (студентами). Мониторинг проектной деятельности студентов с точки зрения как пре-
подавателя, так и студента, осуществляется с целью анализа процесса выполнения студентом
работы и формированием дальнейшей стратегии реализации текущей проектной деятельности,
при этом обсуждение возникших проблем осуществляется в рамках представленного в системе
динамического форума. С точки зрения учебной дисциплины “математика” в настоящее время
автором реализованы и апробированы расчетные проекты по разделам “Линейная алгебра”, “Ана-
литическая геометрия”, “Дифференциальное и интегральное исчисление” и ряда других.

Необходимо отметить, что проводимый педагогический эксперимент подразумевал диагно-
стику изменения уровня практического мышления (использовались соответствующие субтесты
Р. Амтхауэра) при реализации комплексной учебной деятельности с применением информацион-
ных технологий как во время проведения аудиторных занятий, так и при реализации студентами
самостоятельной учебной деятельности в дистанционном режиме. Результаты статической об-
работки полученных данных показывает существенный рост уровня практического мышления
учащихся при корректном использовании различных видов информационных технологий в учеб-
ном процессе.

Таким образом, при отсутствии использования эффективных информационных технологий и
методик их применения при реализации студентами вузов аудиторной и самостоятельной учебной
деятельности у учащихся формируются низкий уровень практического мышления, что отрица-
тельно сказывается на качестве получения необходимых умений и навыков решения практических
задач в будущей профессиональной деятельности.
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Некоторые методические особенности использования информационно-
коммуникационных технологий в преподавании эконометрики для студентов
экономических специальностей

Ю.Н. Бурханова

“Эконометрика” является дисциплиной федерального (регионального) компонента по циклу об-
щих математических и естественно-научных дисциплин впервые включенной в основную об-
разовательную программу подготовки экономистов, определяемую Государственными образо-
вательными стандартами высшего образования. Однако в настоящее время при большом ко-
личестве современных учебников и учебных пособий по эконометрике для студентов экономи-
ческих специальностей вузов ощущается недостаток использование доступных информационно-
коммуникационных технологий в процессе обучения студентов, которое должно проводиться па-
раллельно с разработкой соответствующего методического обеспечения.

Эконометрические методы – это методы статистического анализа конкретных экономических
данных, естественно, с помощью компьютеров. Мы привыкли, что решение задач – ключ к изуче-
нию математики, статистики, а также эконометрики. И с этим не стоит спорить! Но для студен-
тов с ориентацией на практическую деятельность необходимы эксперименты с данными. Удалите
несколько наблюдений из ваших данных и посмотрите, что произойдет с вашими оценками и по-
чему. Добавьте объясняющие переменные и посмотрите, как изменятся ваши оценки и прогнозы.
В общем, экспериментируйте.

В последние годы наблюдается внедрение и использование современных информационных
технологий в эконометрические методы и их проникновение во все сферы человеческой деятель-
ности. На вооружении эконометристов-математиков оказались многочисленные пакеты приклад-
ных программ (Statistica, Excel, EViews, Mathematica и др.), средствами которых решаются прак-
тически все эконометрические задачи. Однако крайне важно, чтобы пользователь этих пакетов
не оказался механическим приложением к ним, слепо использующим возможности современных
вычислительных систем без глубокого изучения необходимого материала.

Выделим кратко преимущества и недостатки основных прикладных программ, с точки зрения
педагогических программных продуктов, формирующих представления об основных понятиях и
методах эконометрики:
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Excel

Достоинство: доступен и прост в обращении. Недостаток : не содержит простейших
эконометрических тестов на автокорреляцию и гетероскедастичность, про другие более сложные
тесты по эконометрике не упоминаем – их там нет. Слабые возможности визуализации.

EViews Эконометрический пакет Eviews обеспечивает особо сложный и тонкий инструмен-
тарий обработки данных. В EViews представлен широкий спектр моделей и методов эконометри-
ческого анализа

Преимущества :
1. Компактность: программа содержит небольшое количество модулей;
2. Наиболее полный из всех статистических пакетов набор алгоритмов анализа.
3. Возможность анализа финансовых временных рядов на основе моделей условной гетерос-

кедастичности.
Недостатки пакета EViews:
1. Сложная процедура ввода и описания данных.
2. Отсутствие возможности реализации собственных алгоритмов.
3. Слабые возможности визуализации (по сравнению с Mathematica).
4. Отсутствует визуализация поэтапного решения задачи.
5. Отсутствие русифицированной версии.

Mathematica проста в освоении и может использоваться довольно широкой категорией поль-
зователей – студентами и преподавателями вузов, инженерами, аспирантами, научными работ-
никами и даже учащимся математических классов общеобразовательных и специальных школ.

Преимущества :
1. Операторы и способы записи алгоритмов просты и естественны (математические выраже-

ния возможно вводить в нескольких видах, в том числе в обычной математической нотации).
2. Мощный графический пакет, с помощью которого можно строить графики очень сложных

функций одной и двух переменных, multimedia-возможности.
3. В любом доступном месте текущего документа можно помещать текст, математические

конструкции, графические объекты, рисунки, диаграммы, схемы и т. д.; можно выделять подвы-
ражения в любых математических выражениях и оперативно из преобразовывать.

4. Можно выразить любую проблему из любой математизированной области экономики и
техники и при этом получить работающую программу (или образец решения опорной задачи в
вычислительном режиме).

5. Наличие встроенного языка программирования сверхвысокого уровня (как следствие, про-
стого для пользователя) и возможность программировать в трёх различных основных стилях
(функциональном, процедурном, по правилам преобразований) и их комбинировании. Это мно-
гократно расширяет возможности системы для короткого решения многих математически сфор-
мулированных задач.

Недостаток : Необычность языка программирования “по правилам преобразований”, хотя
это достоинство этого вида программирования – внутренне оптимизированные алгоритмы, поз-
воляющие строить новые функции, исходя из их свойств (аксиом). В целом язык программиро-
вания Mathematica мощный, гибкий, выразительный. К тому же всегда можно воспользоваться
исчерпывающим предметным указателем Help, в котором полный список встроенных функций
с примерами и ссылками, описание стандартных пакетов, красивое введение для начинающих,
дополнительная системно-зависимая информация.

Каждая из приведённых компьютерных программ имеет свои недостатки и преимущества и
может быть использована в обучении в качестве средства ИКТ. Все они имеют свои возможно-
сти формировать у студентов представления об основных понятиях и методах эконометрики. Но
лишь Mathematica является великолепным инструментальным средством для создания и исполь-
зования в её среде педагогических программных продуктов высокой степени наглядности (как
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визуальной, так и логической), которые интенсифицируют учебную деятельность студентов при
решении задач и выполнении лабораторных практикумов.

В своем выступлении я хочу подробнее рассмотреть некоторые аспекты методической системы
обучения эконометрике с использованием компьютерной математической системы Mathematica и
постараться раскрыть вопросы методики использования указанной системы в образовательном
процессе в целях эффективной реализации обучения студентов экономических специальностей.

Отметим основные требования, которые следует учитывать при проведении занятий с исполь-
зованием системы Mathematica:

1) Использовать ИКТ преимущественно не для решения одношаговых задач, а в качестве
средства построения продукционных моделей для реализации алгоритма решения задачи, а также
для проверки правильности полученного ответа.

2) Использовать ИКТ для автоматического решения конкретных задач только после того, как
был разобран теоретический материал и сформирован навык работы в математической системе.

3) На начальном этапе формирования навыка выполнения того или иного математического
действия необходимо подробное проговаривание выполняемых действий (в соответствии с тео-
рией поэтапного формирования умственных действий), при построении продукционной модели
требование письменного пояснения выполняемых действий.

4) Организовывать самостоятельную работу студентов (как на лабораторных практикумах,
так и при выполнении домашних заданий) с расширенным использованием информационно-
коммуникационных технологий.

Важно, чтобы все студенты могли реализовать типовой пример с помощью компьютерной
математической системы Mathematica и обладали требуемым математическим и статистическим
уровнем подготовки в начале курса. Если это не так, то курс следует начать с обзора необходимых
понятий математической статистики, а также введение в систему Mathematica.

В эконометрике, как дисциплине на стыке экономики и статистического анализа, возмож-
но выделить три вида научной и прикладной деятельности (по особенностям эконометрических
методов, сопряженной с использованием компьютерной математической системы Mathematica):

1) разработка и изучение методов прикладной статистики с учетом специфики экономических
данных;

2) разработка и изучение эконометрических моделей в соответствии с конкретными потреб-
ностями экономической науки и практики;

3) применение эконометрических методов для статистического анализа конкретных экономи-
ческих данных.

Лабораторные работы по эконометрике знакомит студентов с рядом важнейших разделов и
призваны помочь в освоении этого курса. В начале каждой лабораторной работы повторяется
необходимый минимум теоретических сведений, формулы. Для студентов предлагаются типо-
вой вариант и задания для самостоятельной работы. Лабораторные практикумы будут способ-
ствовать освоению курса и эффективно сочетать теоретическую подготовку с универсальными
возможностями информационно-коммуникационных технологий.

Лабораторный практикум включает описание пяти лабораторных работ:
1. Парная линейная регрессия.
2. Парная нелинейная регрессия.
3. Множественная регрессия.
4. Системы эконометрических уравнений.
5. Временные ряды.
Рассмотрим в системе Mathematica третью лабораторную работу.
По 20 регионам изучается зависимость выработки продукции на одного работника y (тыс.

руб.) от ввода в действие новых основных фондов x1 (% от основных фондов на конец года) и от
удельного веса рабочих высокой квалификации в общей численности рабочих x2 (%). Построить
линейное уравнение множественной регрессии и пояснить экономический смысл его параметров.
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Построить график полученной регрессии. Определить парные и частные коэффициенты корреля-
ции, сделать выводы. Дать оценку полученного уравнения на основе коэффициента детерминации
и общего F-критерия Фишера.

Для начала задаём объём выборки и количество объясняющих переменных:
n=20

20
k=3

3
Формируем выборку для X1 (вводим данные наблюдений):
x1={12.,17.,14.,13.,16.,15.,13.,11.,15.,13.,12.,15.,13.,16.,17.,15.,11.,14.,13.,15.}

{12.,17.,14.,13.,16.,15.,13.,11.,15.,13.,12.,15.,13.,16.,17.,15.,11.,14.,13.,15.}
Формируем выборку для X2 :
x2={2.,5.,6.,4.,3.,2.,6.,5.,4.,6.,5.,3.,2.,5.,5.,4.,5.,4.,2.,3.}

{2.,5.,6.,4.,3.,2.,6.,5.,4.,6.,5.,3.,2.,5.,5.,4.,5.,4.,2.,3.}
Формируем выборку для X3 :
x3={8.,12.,11.,9.,12.,9.,10.,13.,10.,11.,14.,14.,8.,11.,10.,13.,12.,12.,14.,11.}

{8.,12.,11.,9.,12.,9.,10.,13.,10.,11.,14.,14.,8.,11.,10.,13.,12.,12.,14.,11.}
Формируем выборку для Y :
y={139.,182,164,150,176,168,173,145,175,157,142,151,148,186,201,169,160,151, 129, 163}

{139.,182,164,150,176,168,173,145,175,157,142,151,148,186,201,169,160,151,129,163}
Вводим вектор i:
i=Table[1.,{n}]

{1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.}
Уравнение регрессии в матричной форме: Y = X · β + ε, где X – матрица из столбцов i, x1,

x2, x3:
X=Transpose[{i,x1,x2,x3}]

{{1.,12.,2.,8.},{1.,17.,5.,12.},{1.,14.,6.,11.},{1.,13.,4.,9.},{1.,16.,3.,12.},{1.,15.,2.,9.}, {1.,13., 6., 10.},
{1.,11.,5.,13.}, {1.,15.,4.,10.},{1.,13.,6.,11.},{1.,12.,5.,14.},{1.,15.,3.,14.},{1.,13.,2.,8.},{1.,16.,5., 11.},
{1.,17.,5.,10.}, {1.,15.,4.,13.},{1.,11.,5.,12.},{1.,14.,4.,12.},{1.,13.,2.,14.},{1.,15.,3.,11.}}

Обозначая через Xt транспонированную матрицу X ′, получим:
Xt={i,x1,x2,x3}

{{1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.},{12.,17.,14.,13.,16.,15.,13.,11.,15.,13.,12., 15., 13.,
16.,17.,15.,11.,14.,13.,15.},{2.,5.,6.,4.,3.,2.,6.,5.,4.,6.,5.,3.,2.,5.,5.,4.,5.,4.,2.,3.},{8.,12.,11.,9.,12., 9., 10.,
13.,10.,11.,14.,14.,8.,11.,10.,13.,12.,12.,14.,11.}

Вычислим матрицы X ′X, X ′Y , (X ′X)−1:
Xt.X

{{20.,280.,81.,224.},{280.,3982.,1132.,3134.},{81.,1132.,365.,917.},{224.,3134.,917.,2576.}}
Xt.y

{3229.,45671.,13262.,36036.}
Inverse[Xt.X]

{{5.45638,-0.233591,-0.0792695,-0.162059},{-0.233591,0.016166,0.000777484, 0.000367747},
{-0.0792695, 0.000777484, 0.0281899, -0.00408789}, {-0.162059, 0.000367747,-0.00408789, 0.015488}}

MatrixForm[Inverse[Xt.X]]




5.456381 −0.233591 −0.0792695 −0.162059
−0.233591 0.016166 0.000777 0.0003677
−0.0792695 0.000777 0.0281899 −0.0040878
−0.162059 0.0003677 −0.0040878 0.015488


 .

Вычисляем параметры регрессии:
β̂ =Inverse[Xt.X].(Xt.y)
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{59.074,7.6133,6.09049,-2.57828}
β̂1 =Part[β̂,1]

59.074
β̂2 =Part[β̂,2]

7.6133
β̂3 =Part[β̂,3]

6.09049
β̂4 =Part[β̂,4]

-2.57828
Построим трёхмерный график частичной регрессии x1 и x2 на y, предварительно сформировав

три множества упорядоченных троек (x1,x2,y) и построив график данных наблюдений, а затем
совместим эти графики; визуально можно оценить качество построенной модели:

x1x2ydata=Transpose[{x1,x2,y}]

{{12.,2.,139.},{17.,5.,182},{14.,6.,164},{13.,4.,150},{16.,3.,176},{15.,2.,168}, {13.,6.,173}, {11., 5.,
145}, {15.,4.,175},{13.,6.,157},{12.,5.,142},{15.,3.,151},{13.,2.,148},{16.,5.,186}, {17.,5.,201}, {15., 4.,
169}, {11.,5.,160},{14.,4.,151},{13.,2.,129},{15.,3.,163}}

gr1=ListPlot3D[x1x2ydata,PlotStyle→{Red,PointSize[0.01]}]
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Вычисляем среднее значение x̄3 случайной величины x3 (формула x̄3=1/n
n∑

i=1
x̄1i):

x̄3 = 1/n Apply[Plus,x1]
11.2
Здесь встроенная функция Apply заменяет заголовок List (список) выражения x на заголовок

Plus (сумма).

Вычисляем среднее значение ȳ случайной величины y (формула ȳ=1/n
n∑

i=1
ȳi):

ȳ = 1/n Apply[Plus,y]
161.45
Составим уравнение частичной регрессии x1 и x2 на у и получим предсказанные значения у

в этой частичной регрессии:
ȳ = β̂1 + β̂2 x1+β̂3 x2
{133.738,190.076,173.326,153.532,170.282,156.578,165.713,144.396,168.759,165.713,152.009,

162.668, 141.351, 182.463,190.076,168.759,144.396,161.145,141.351,162.668}
Построим график полученной регрессии:
gr2=Plot3D[a11+β̂2 u1+β̂3 u2,{u1,11,17},{u2,2,6}]
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Объединим оба графика:
Show[gr1,gr2]
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Дадим формулу для предсказанного значения ŷ и зададим весь массив оцененных значений
ŷ от объясняющих переменных:

ŷ [u,v,w]:=β̂1+β̂2 u+β̂3 v+β̂4 w
ŷ[x1,x2,x3]
{141.988,188.013,173.842,159.204,168.219,162.25,168.807,139.755,171.853,166.22144.79,155.449,

149.602, 182.978,193.17,164.118,142.333,159.083,134.132,163.184}

Сумма квадратов остатков ess=
n∑

t=1
e2t =

n∑
t=1

(Yt − Ŷt)
2вычисляется так:

ess=(y-ŷ [x1,x2,x3]).(y-ŷ [x1,x2,x3])
988.684
Приступаем к вычислению коэффициента детерминации:
tss=(y-ŷ).(y-ŷ)
5984.95
rss=(ŷ [x1,x2,x3]- ŷ).(ŷ [x1,x2,x3]- ŷ)
4996.27
Коэффициент детерминации:
rr=N[rss/tss]
0.834805
Скорректированный коэффициент детерминации:
rradj=1-(rr (n-1))/(n-k)
0.0669827
Статистика Фишера:
F=(rr (n-k))/((1-rr) (k-1))



152 Глава 3. Теория и методика обучения математике в школе и вузе

42.9543
Здесь студенты могут вписать выводы в саму систему или сформулировать устно при защите.
Как показывает опыт, использование КСМ Mathematica, резко повышает самостоятельность

студентов. Компьютерная поддержка, естественно, не заменяет традиционные формы преподава-
ния, а дополняет и обогащает их, помогает существенно преобразить учебный процесс, осветить
изучаемое явление или объект с разных сторон, подготовить студента к квалифицированному
применению компьютера в учебной деятельности, сделать процесс обучения более привлекатель-
ным и интересным для студентов.
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“Математический конструктор” как инструмент учителя

В.Н. Дубровский

1. “1С:Математический конструктор” – это программная среда для конструирования и
исследования моделей математических объектов, выпускаемая известной российской компанией
“1С”. Программы этого типа называются интерактивными геометрическими системами (ИГС)
или программами динамической геометрии. Акцент на геометрию в названиях связан с тем, что
самые первые образцы таких программ были преимущественно геометрическими: с помощью вир-
туальных линейки и циркуля пользователь мог строить геометрические фигуры, а затем изменять
их, перемещая мышью исходные точки, и наблюдать за проявляющимися при этом свойствами.
В дальнейшем развитие ИГС пошло в нескольких направлениях:

• пополнялся набор инструментов геометрических построений (в современных системах они
необязательно сводятся к классическим евклидовым построениям: например, можно делить
угол на произвольное число равных частей, строить траектории, или геометрические места,
движущихся точек и других фигур, выполнять геометрические преобразования);

• появились инструменты для измерения различных геометрических величин;

• добавилась алгебраическая составляющая (выражения, функции, графики, команды для
исследования графиков и т.п.);

• расширялся арсенал текстовых и графических средств оформления моделей;

• развивались средства для конвертации моделей в учебные модули: для создания презента-
ций можно использовать инструменты показа и скрытия фрагментов конструкции, анима-
ции чертежа, а в заданиях – инструменты автоматической проверки ответов;

• совершенствовался интерфейс программ с тем, чтобы облегчить новичкам освоение их ос-
новных возможностей, а опытным авторам – разработку более сложных моделей с богатыми
обратными связями.

Все эти возможности в полной мере реализованы и в программе “Математический конструк-
тор” (МК), которая со времени выхода ее первой версии (2006 г.) превратилась в ИГС мирового
класса. Отметим, что 5-я версия “Математического конструктора” открыта для свободного рас-
пространения; ее можно скачать на сайте eorhelp.ru (см. [1]). В настоящее время самой “свежей”



Дубровский В.Н. “Математический конструктор” как инструмент учителя 153

является версия МК 5.5 [2]; к концу 2013 г. готовится выпуск МК 6.0 со значительно расширенным
функционалом.

2. Место ИГС в учебном процессе. Один из путей внедрения МК (и других ИГС) в
учебный процесс – это создание систематических учебных курсов или коллекций материалов для
непосредственного использования на уроках и в самостоятельной работе учащихся. Собственно
говоря, изначально МК и предназначался для создания учебных модулей к школьному курсу
математики. За прошедшие годы выпущено более полудюжины дисков, в которых активно ис-
пользуется МК, в том числе диски серии “1С:Школа”: “Решаем задачи по геометрии. Интерактив-
ные задания на построение для 7-10 классов” [3] и “Решаем задачи по геометрии. Интерактивные
задания на построение в пространстве” [4], полностью основанные на МК. Но опыт показывает,
что действительно широкого применения в школе компьютерные курсы пока не получили, хотя
ими пользуется все большее число учителей. Можно указать несколько причин такого состояния
дел, но их анализ не входит в задачу этой заметки. Основное внимание мы уделим тому, как пре-
подаватель математики, в том числе и школьный учитель может использовать “Математический
конструктор” при проведении занятий, подготовке к ним, в собственном научно-методическом
творчестве. Для тех, кто осознал эти возможности, научился использовать МК (что совсем не
сложно), эта программа или какие-то другие ИГС становятся незаменимым рабочим инструмен-
том. Такой учитель непременно и постарается научить использованию ИГС своих учеников, и
найдет место на своих уроках готовым учебным модулям. Приводимые примеры, в основном,
взяты из повседневной работы автора за последнее время.

3. МК как интерактивная доска. Развитие МК стимулировалось в первую очередь прак-
тическими пожеланиями разработчиков учебных моделей. Благодаря этому интерфейс и инстру-
ментарий МК обогатились многими оригинальными командами и настройками, которые позволя-
ют быстро выполнять наиболее востребованные операции. Проецируя изображение с компьютера
на экран, учитель фактически получает удобную интерактивную доску, на которой можно “с чи-
стого листа” легко строить красивые, точные, а главное, динамически изменяемые чертежи любой
сложности. Интересный пример использования МК на уроке в этом качестве описан в [5]. Здесь
же мы приводим пример, не имеющий прямого отношения к школьной программе, но зато ярко
иллюстрирующий богатые возможности МК (рис. 1). Это рисунок к задаче о числе точек пересе-
чения диагоналей правильного n-угольника (при n = 30). Хотя чертеж содержит только точки и
отрезки, построить его в графическом редакторе и даже в других ИГС далеко не просто: нужно
построить вершины правильного 30-угольника и все их соединить отрезками, т.е. провести 435
отрезков. А с помощью МК этот чертеж строится буквально за полминуты: строим правильный
30-угольник (есть специальный инструмент “Правильный nугольник”), выделяем все его верши-
ны (можно выделять сразу все объекты определенного типа) и одним нажатием клавиши S (или
кнопки “Отрезок”) строим сразу все диагонали и стороны.

Рис. 1



154 Глава 3. Теория и методика обучения математике в школе и вузе

“Динамичность” чертежа здесь большой роли не играет, зато легко увеличить его масштаб и
непосредственно увидеть все возможные кратности точек пересечения диагоналей.

4. МК как редактор рисунков. При подготовке печатных материалов для занятий и пре-
зентаций перед их автором встает необходимость изготовления качественных рисунков. Создан-
ную с помощью МК модель можно распечатать непосредственно, экспортировать в различные
графические форматы или непосредственно вставить как рисунок в такие редакторы, как MS
Word, PowerPoint и др. через буфер обмена. В частности, таким образом изготовлен рис. 1.

5. МК как “черновик” для поиска решений. Названия самых первых ИГС, более 20 лет
назад выпущенных в США и Франции независимо, дословно переводятся как “Черновик геомет-
ра” (в России русифицированная версия американской программы известна как “Живая Матема-
тика”). Это, конечно, не случайно: одну из основных функций этих программ их авторы видели в
том, чтобы использовать их как эвристический инструмент для поиска решений геометрических
задач. Когда мы решаем задачу на бумаге, мы делаем несколько набросков рассматриваемой
фигуры, особенно если условие допускает определенную свободу в построении фигуры; исследуя
эти картинки, мы и стараемся найти связи между элементами чертежа и путь к их обоснованию.
Намного более выразительны и информативны динамические чертежи. Рассмотрим для примера
задачу 11-й устной геометрической олимпиады 2013 г. [6]:
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Рис. 2 Рис. 3

На сторонах четырёхугольника ABCD с перпендикулярными диагоналями построены подоб-
ные треугольники так, что углы при общей вершин двух соседних треугольников равны (рис. 2).
Доказать, что отрезки KM и LN, соединяющие “удаленные” вершины треугольников, построен-
ных на противоположных сторонах четырёхугольника, равны.

Динамический чертеж к задаче позволяет перемещать вершины четырёхугольника по пер-
пендикулярным прямым и двигать вершину одного из треугольников так, что вместе с ней все
треугольники изменяются, оставаясь подобными друг другу. Наблюдая за деформациями фигу-
ры, нетрудно подметить, что оси симметрии пары прямых KM и LN сохраняют направление (а
именно, параллельны диагоналям четырёхугольника). Чтобы в этом удостовериться, построим
биссектрису одного из углов, образованных этими прямыми, как это сделано на рис. 2. Тогда
мы ясно увидим, что при изменении фигуры она остается вертикальной (параллельной AC ).
Это подсказывает следующий шаг – отразить один из отрезков, например, LN, относительно AC
(рис. 3) и попытаться доказать, что отраженный отрезок L1N1 получается из MK параллельным
переносом, т.е. что векторы

−−−→
ML1 и

−−−→
KN1 равны. Это действительно несложно сделать с помощью

преобразований подобия. Доказательства мы не приводим; нам важно только показать, каким об-
разом “динамичность” чертежа помогает не только найти свойства фигуры, ведущие к решению
задачи, но и доказать их.
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6. МК – инструмент исследования. В основе использования МК для исследования свойств
математических объектов лежит предоставляемая программой возможность визуализации отно-
шений между элементами конструкции. В простейших случаях, подобных предыдущему примеру,
такие отношения и зависимости можно увидеть непосредственно при изменении динамическо-
го чертежа, проверяя свои гипотезы измерениями и дополнительными построениями. Но МК
предоставляет “математику-экспериментатору” и более изощренные средства исследования, та-
кие как построение “следов” (траекторий) и геометрических мест точек и других геометрических
объектов. Эффектный пример использования этой возможности (правда, далекий от школьной
программы) – изучение структуры проективных инволюций прямой, т.е. проективных преобра-
зований прямой, обратных самим себе. Такое преобразование однозначно задается двумя парами
взаимно соответственных точек A, A′ и B, B′. На рис. 4 показано, как, зная две такие пары, а их
можно выбирать произвольно, построить образ C ′ любой точки C (точка P и точка S на прямой
A′P также выбираются произвольно – результат от этого не зависит).

A A' B' BC 

S

C' 

P

Рис. 4

Перемещая точку C на этом динамическом чертеже можно увидеть, как перемещается ее
образ, а перемещения A, A′, B и B′ изменяют само преобразование. Однако эти перемещения
мало что говорят о том, как устроена инволюция. Попробуем построить окружность на отрезке
CC ′ как на диаметре, а затем – семейство таких окружностей при всевозможных положениях
точки C на прямой (разумеется, оно строится с некоторым шагом, который можно регулировать;
соответствующая команда МК называется “Динамический след”).

 

 
 

A A'
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C C' 

Рис. 5
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Результат этого построения показан на рис. 5 – это пучок окружностей (в данном случае
гиперболический), хорошо известный в геометрии объект. Отталкиваясь от этого наблюдения и
того или иного описания пучка, можно с разных точек зрения описать природу рассматриваемой
инволюции. Например, если представить пучок как образ пучка концентрических окружностей
при некоторой инверсии, то становится понятно, что данная инволюция сопряжена центральной
симметрии при помощи инверсии. А отсюда один шаг и до аналитического описания: порож-
даемая этой инволюцией функция на прямой должна быть дробно-линейной, точнее, поскольку
это инволюция, при подходящем выборе начала координат она должна записываться в самом
простом виде: y = k/x. Эту догадку тоже можно подтвердить наглядно – достаточно построить
график зависимости координаты точки C ′ от координаты C. Действительно, получается гипер-
бола, показанная на рис. 6.

 

Рис. 6

Изучение нашей конструкции можно продолжить: если передвинуть точки, задающие инво-
люцию, так, чтобы пары A, A′ и B, B′ перемежались, то пучок окружностей из гиперболического
станет эллиптическим (пучком окружностей, имеющих две общие точки; они симметричны отно-
сительно рассматриваемой прямой), соответственно, мы получим инволюцию другого типа. Но в
нашу задачу не входит подробное рассмотрение математического содержания этой модели.

7. МК – инструмент для создания и использования учебных заданий. Хотя в центре
нашего внимания в этой заметке использование МК как рабочего инструмента, нельзя обойти
вниманием и те возможности, которые дает эта программа непосредственно для преподавания.
Выше уже говорилось, что одной из основных целей при разработке МК было создать своего
рода “фабрику” учебных модулей. Важно отметить, что такие модули можно открывать в любом
браузере, наличия у пользователя самой программы МК не требуется. Можно выделить три
основных типа учебных модулей:

• информационные, содержащие, например, динамические иллюстрации к определениям или
презентации доказательств;

• практические, в которых учащийся знакомится с математическими понятиями, открыва-
ет свойства фигур или функций через экспериментирование, “игру” с их динамическими
моделями;

• тестовые, в которых нужно выполнить конкретное задание и проверить полученный ответ,
будь то текст, число или геометрическое построение.

Имеются обширные коллекции готовых учебных модулей; в частности, более 150 модулей
можно загрузить с сайта eorhelp.ru вместе с методическими указаниями к ним.
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Необходимо отметить и возможность постановки заданий проектного типа, в которых требу-
ется построить “с чистого листа” модель того или иного математического объекта и исследовать
ее.

Наконец, укажем целый класс заданий, который еще только ждет своей разработки. Это
задания скорее не по математике, а по информатике: благодаря тому, что в МК возможно прямое
программирование на языке Javascript, можно создавать модели и упражнения, которые очень
сложно или даже невозможно построить с помощью команд, помещенных в меню программы.
Несколько таких заданий имеются в упомянутой выше коллекции. Например, в одном из них
после запуска модуля пользователь получает набор чисел, каждый раз новый, которые нужно
разбить на две группы с равными суммами. Модуль отслеживает разность между текущими
суммами и сигнализирует о выполнении задания.
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Теоретические и методические аспекты обучения решению уравнений и неравенств
с параметрами

М.В. Фалилеева

В современной теории обучения математике одним из приемов развития эвристического и твор-
ческого типа продуктивных действий учащегося является решение задач с параметром. Методи-
стам необходимо ответить на несколько вопросов: как формировать у учащегося понятие задачи
с параметром, как научить его решать задачи с параметрами при всем их многообразии?

У нашего методического подхода в обучении решению уравнений и неравенств с параметрами
учащихся общеобразовательных школ в основе лежат две идеи:

• обращение к параметру в задачах как к инструменту формирования продуктивного уровня
усвоения учебного материала у школьников;

• использование неполной индукции (частных случаев) в обучении решению задач с пара-
метрами.

Данный подход способствует правильному формированию понятия “уравнение (неравенство)
с параметром” и исключает его неверную трактовку. Например, часто имеет место следующее
заблуждение, сложившееся у многих учителей и детей: уравнения и неравенства с параметрами
– это отдельный вид уравнений и неравенств, в одном ряду с ними стоят линейные, квадратные
и др.; отсюда следует, что этот вид уравнений и неравенств требует отдельных методов решения.
Забытым остается то, что еще в 70-ых гг. прошлого века П.М. Эрдниев писал, что задача с пара-
метром – это естественный этап в решении любой математической задачи [5]. Параметризировать
можно любую математическую задачу. Исходя из этой логики, получаем, что все уравнения и
неравенства делятся на две группы – без параметров и с параметрами. Тогда решение задач с па-
раметрами имеет смысл рассматривать как качественное обобщение и систематизацию учебного
опыта учащегося на более высоком продуктивном уровне деятельности.
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У школьников понятие уравнения (неравенства) с параметром должно включать в себя по-
нимание того, что:

• уравнение (неравенство) с параметром – это семейство уравнений (неравенств) одного вида
при одних значениях параметра, других видов – при других значениях параметра, при
каких-то значениях параметра в это семейство входят верные или неверные тождества
(числовые неравенства).

• решение уравнения (неравенства) может включать в себя несколько методов решения, со-
ответствующих каждому виду уравнения при определенных значениях параметра.

Общий вид уравнений и неравенств с одной переменной и одним параметром можно записать
так: F (x, а) = 0, F (x, а) < 0, F (x, а) > 0, F (x, а) ≤ 0, F (x, а) ≥ 0, где х – переменная, а –
параметр.

Например, пусть даны уравнения с параметром а: 1) aх2 + 5х – a = 0; 2) ах2 – 1/ах2 = 0. При
а = 3 данные уравнения принимают вид: 1) 3х2 + 5х – 3 = 0 – квадратное; 2) 3х2 – 1/3х2 = 0
– дробно-рациональное. При а = 0 данные уравнения принимают вид: 1) 5х = 0 – линейное; 2)
0 –1/0 = 0 – неверное числовое равенство. Уравнения при а = 3 или при а = 0 будем называть
частными случаями уравнений с параметрами.

Используя мысль В.П. Беспалько [1] о необходимости формирования у учащихся двух уровней
усвоения учебного материала, репродуктивного и продуктивного, выделим в обучении решению
уравнений и неравенств пять уровней подготовки учащихся (табл. 1).

Таблица 1

Уровни подготовки учащихся 7-9 классов по решению уравнений и неравенств

Уровни подготовки
учащихся по теме “Уравнения и неравенства”

Выпускники 8 кл. должны
уметь
решать:

1) умение решать простейшие уравнения (неравенства); х2 – 2х + 3 = 0
2) умение решать уравнения (неравенства), приведенные к
простейшим, путем “несложных” тождественных преоб-
разований (прибавление числа к обеим частям уравнения
(неравенства), деление обеих частей уравнения (неравен-
ства) на число, приведение к общему числовому знамена-
телю, приведение подобных и т. п.);

х2 + 1 = (2х + 1)/3

3) умение решать простейшие уравнения (неравенства) с

параметрами и уравнения (неравенства), приводимые к
ним путем “несложных” тождественных преобразований;

х2 + 2х + ах – 3 = 0

4) умение решать уравнения (неравенства), приведенные к
простейшим, путем “сложных” преобразований (использо-
вание формул сокращенного умножения, замены переменой,
разложения на множители, свойств функций и ее графика
и др.);

(х + 2)4 - 3 = 2х2 + 4х

5) умение решать уравнения (неравенства) с параметра-

ми , приведенные к простейшим, путем “сложных” преоб-
разований.

(х + а)4 – 4(х + а)2 + 4 = 0

Уровни 1-ый и 2-ой обеспечивают репродуктивную деятельность школьника, 3-ий и 4-ый – как
репродуктивную, так и продуктивную, 5-ый уровень обеспечивает продуктивную деятельность
школьника при решении уравнений и неравенств. При обучении должна соблюдаться преемствен-
ность развития вышеперечисленных уровней.
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Значит, существует потребность методического обеспечения решения уравнений (неравенств)
с параметрами на двух уровнях (3 и 5). Уровень 3 – это методика решения простейших уравнений
(неравенств) с параметризацией различных числовых коэффициентов (табл. 1), и уровень 5 –
более сложных уравнений (неравенств), решаемых аналитическим, функционально-графическим
или геометрическим методами.

Но простейшие уравнения (неравенства) с параметризацией различных коэффициентов не
одинаковы по степени сложности. В следующей таблице 2 более простая параметризация обозна-
чена уровнем 3.1, более сложная – 3.2.

Таблица 2

Параметризация простейших уравнений и неравенств (3-ий уровень подготовки)

 

Виды уравнений 

(неравенств) с 

параметрами 

Параметризация Уровни Примеры 

1. 

Линейные 

уравнения 

(неравенства) 

- свободного члена; 3.1 2х = а − 4 

- коэффициента при переменной; 3.1 (а − 2)х < 4 

- свободного члена и коэффициента 

при переменной. 
3.2 (а − 2)х ≤ 4а 

2. 

Рациональные 

уравнения с 

двучленами 

первой степени в 

числителе и 

знаменателе 

- свободного члена в числителе; 3.1 
х + 2а

х − 6
 = 0 

- свободного члена в знаменателе; 3.1 
2

х − а
 = 0  

- свободных членов в числителе и в 

знаменателе; 
3.2 

х + 2а

х − а
 = 0 

- коэффициентов при переменной в 

числителе или знаменателе. 
3.2  

ах + 2

х − 6а
 = 0 

3. 

Квадратные 

уравнения 

(неравенства)  

- свободного члена; 3.1 х
2
 − 2х + а + 3 ≥ 0 

- коэффициента при переменной 1-ой 

степени; 
3.1 х

2
 − (2 + а)х + 3 = 0 

- коэффициента при старшем члене; 3.2  ах
2
 − 2х + 3 ≤ 0 

- коэффициентов при переменной или 

свободном члене. 
3.2 ах

2
 − (2 + а)х + 3 = 0 

4. 
Иррациональные 

уравнения 

- под знаком квадратного радикала; 3.1 х + 2а = 3; 

- вне знака квадратного радикала; 3.1 х + 2 = а; 

- под знаком радикала и вне знака 

радикала. 
3.2 х + 2а = 3 − а. 

 При первом ознакомлении учащихся с простейшими уравнениями (неравенствами) с парамет-
рами учителю необходимо показать единство и взаимосвязь между уравнениями (неравенствами)
без параметра с уравнениями (неравенствами) с параметром. Для решения этой задачи можно
использовать решения частных случаев уравнений (неравенств) с параметрами [4].

Решение частных случаев желательно размещать в сравнительную таблицу (табл. 3), которая
должна показывать единство этапов решений частных случаев и подводить к решению задачи с
параметром.

Задача. Решите уравнение (а2 – 5а + 6) х = а2 – 4.
Решение. Рассмотрим частный случай, например, при a = 1. Подставив это значение, полу-

чим линейное уравнение (табл. 3). Таким образом, если коэффициент при переменной х не равен
нулю, то уравнение линейное; иначе – принимает вид верного или неверного числового равенства.
Если допущены неточности в определении вида уравнения при каких-то значениях параметра, то
дальнейшее решение позволяет их устранить. Любое значение а, которое тем или иным образом
фигурирует в уравнении, необходимо проверить, т.е. подставить в исходное уравнение. Здесь эти
значения – 2, 2, и 3 (табл. 3). Тогда при а = – 2 получим линейное уравнение, при а = 2 – число-
вое тождество, а при а = 3 – неверное равенство. Поскольку при а = – 2 решение соответствует
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решению в общем виде, мы не будем его выделять, а частные случаи при а = 2 и а = 3 отнесем
к “особым”. Только после исключения значений а особых частных случаев можно записать, что
при остальных значениях параметра х = a+2

a−3 .

Таблица 3

Решение уравнения с параметром с использованием частных случаев

 Частные случаи 

Решение 

 Особые 

Если  а = 1, а = – 2, а = 2, а = 3, а ≠ 2, а ≠ 3, 

то  2х = – 3. 20х = 0. 0х = 0. 0х = 5 (а
2
 – 5а + 6)х = а

2
 – 4. 

Уравнение  
линейное. линейное. тождество 

неверное 

равенство 
линейное. 

Преобразуем: 

х = – 3/2.  х = 0/20 . 0 = 0 0 = 5 

х = (а
2
 – 4)/( а

2
 – 5а + 6). 

Разложим на множители: 

х = ((а – 2)(а + 2))/((а – 2)(а – 3)) 

Ответ:  х = – 3/2.  х = 0. любой х. нет корней. х = (а + 2)/(а – 3). 

 Ответ: если a = 2, то х − −любое действительное число; если a = 3, то решений нет; если
a ∈ (– ∝; 2) ∪ (2; 3) ∪ (3; + ∝), то х = (а + 2)/(а – 3).

Так можно решать простейшие уравнения и неравенства с параметризацией различных чис-
ловых коэффициентов уровня 3.

В различных учебных пособиях, в частности, направленных на повышение качества подго-
товки учащихся по решению задач с параметрами, решения в частных случаях не представлены.
Но многолетняя практика обучения решению задач с параметрами показала, что решение част-
ных случаев задач с параметром – это необходимый “мост”, связывающий в единое целое задачи
с параметром и без параметра. Решения в частных случаях способствуют развитию следующих
видов продуктивной учебной деятельности учащихся: умение выделять частные случаи, анализ
общих свойств и умение находить отличия в решениях и ответах, умение выдвигать гипотезу
о методе решения задачи и доказывать ее состоятельность или опровергать ее. Для педагога
использование частных случаев при изучении уравнений и неравенств – это инструмент для ка-
чественной актуализации уравнений (неравенств) без параметров, возможность успешно вводить
уравнения (неравенства) с параметрами на раннем этапе обучения (в 7 классе) и качественно
систематизировать и обобщать изученный материал в средней и старшей школе.

В формировании понятия уравнения и неравенства с параметром важным является форма
учебных заданий, их количество и место в учебном пособии. Анализ задач на решение уравнений
и неравенств с параметрами, предлагаемых авторами самых популярных учебных пособий для
общеобразовательных учреждений в нашей стране, показывает, что с 7-го класса по 9-ый пред-
ставлено: у Г.В. Дорофеева, С.Б. Суворовой, Е.А. Бунимовича и др. – 27 задач; А.Г. Мордковича,
Е.Е. Тульчинской, Т.Н. Мишустиной – 46 задач; С.М. Никольского, М.К. Потапова, Н.Н. Решет-
никова, А.В. Шевкина – 34; Ш.А. Алимова, Ю.М. Колягина, Ю.В. Сидорова и др. – 31 задача;
Ю.Н. Макарычева, Н.Г. Миндюка, К.С. Муравина и др. – 17. В подавляющем большинстве урав-
нения и неравенства с параметрами представлены в категории задач повышенной сложности, что
изначально ставит психологический барьер в решении задач с параметрами перед большинством
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учащихся, и примерно половина задач в разделах повторения по главе. Из всех видов задач с
параметрами лучше всего представлены задачи на нахождение значений параметра, при кото-
рых корни уравнения (неравенство) обладают заданными свойствами. Например, “Корни х1 и х2
уравнения х2 + 6х + а = 0 удовлетворяют условию х1 = 2х2. Найдите а, х1 и х2”. Данный вид за-
дач относится к виду задач следующих из “ключевой” задачи “Решите уравнение х2 + 6х + а = 0
с параметром а”. Без подробного разбора “ключевой” задачи учащийся не способен построить
полной картины решения уравнения с параметром, так как получает лишь одну из логических
последовательностей, связывающих отдельные свойства изучаемого уравнения. Поэтому суще-
ствует потребность в создании единого методического комплекса задач, направленного на более
качественное усвоение понятия “уравнение (неравенство) с параметром”.

Подобные методические комплексы можно использовать на уроках обобщения и системати-
зации после изучения любых уравнений и неравенств в 8-9 классах.

Методический комплекс задач включает в себя: выбор “ключевой” задачи (задача 3), решение
ее частных случаев различными методами (задачи 1 и 2), формулирование задач-следствий и
их решение (задачи 4 и 5), формулирование и решение задач с изменением отдельных условий
(задача 6).

Комплекс задач на решение задач с параметром по теме
“Квадратичные неравенства”

Задача 1. Решите неравенство ах2 + х + а > 0 при следующих значениях параметра а = – 1,
а = – 1

2 , а = 0, а = 1
2 , а = 1. Какой вид принимает неравенство при данных значениях параметра?

Комментарий. Задача направлена на закрепление связи понятий “неравенство без параметра”
и “неравенство с параметром”. Первоочередным при ее решении является развитие у учащихся
умений определять вид неравенства при различных значениях параметра и выбор соответствую-
щего метода решения. Так, приа = – 1 и а = – 1

2 неравенство квадратичное и не имеет решений
в действительных числах; при а = 0 – линейное и в ответе бесконечный числовой промежуток,
ограниченный снизу; если а = 1

2 , то неравенство квадратичное, в ответе объединение двух бес-
конечных промежутков, ограниченных сверху и снизу; если а = 1 – квадратичное и в ответе
интервал.

Задача 2. Изобразите графики функции f(х) = ах2 + х + а, если а принимает значения – 3;
– 2; – 1; – 1

4 ; 0; 1
4 ; 1; 2; 3. Покажите на графике положительные значения функции при данных

значениях параметра.
Комментарий. Цель этой задачи – заложить основы функционально-графических представ-

лений учащихся о выражениях с параметром. Схематично изобразив функцию, необходимо опре-
делить отличия и общие свойства графиков при заданных значениях параметра. После показа
положительных значений функции необходимо провести сравнительный анализ с условием зада-
чи 1.

Задача 3. Решите неравенство ах2 + х + а > 0 с параметром а.
Комментарий. Ключевая, системообразующая задача для всех задач комплекса. Решать же-

лательно аналитически, проводя функционально-графические интерпретации, опираясь на реше-
ния задач 1 и 2.

Задача 4. При каких значениях параметра а неравенство ах2 + х + а > 0 не имеет решений?
Задача 5. При каких значениях параметра а неравенство ах2 + х + а > 0 имеет решением

бесконечный промежуток, интервал?
Комментарий. Решение задач 4 и 5 необходимо вычленить из решения задачи 3 и показать,

с одной стороны, что такая формулировка и решение являются частью решения неравенства в
целом, с другой стороны, логику решения задач без наличия полного решения неравенства.

Задача 6. Решите неравенство ах2 + х + а ≥ 0 с параметром а.
Комментарий: Важным вопросом при решении неравенств с параметром является оценка

значений корней в зависимости от строгого и нестрогого знака неравенства. Необходимо четко
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обсудить или даже решить заново неравенство с измененным знаком, провести сравнительный
анализ задач 3 и 6.

Представленный методический комплекс обеспечивает подготовку учащихся по решению про-
стейших неравенств с параметризацией двух коэффициентов при неизвестных (уровень 3.2). По-
добные комплексы задач также оправдывают себя на начальном этапе решения уравнений (нера-
венства) с параметрами, приведенных к простейшим, путем “сложных” преобразований (уро-
вень 5).

Представленный методический подход используется несколько лет при обучении: учащихся
общеобразовательных школ РТ, в частности, при подготовке ЕГЭ (уровень С, задача 5); студентов
– будущих учителей в курсе элементарной математики.
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О расширенной интерпретации содержания математического образования
в общеобразовательной средней школе

В.М. Имайкин

1. Введение

Математическое образование является частью целостной системы образования, которое, в свою
очередь, представляет собой общественный институт, определяемый эпохой, типом общества, тра-
дициями и многими другими факторами. Это приводит к тому, что возникает тенденция расши-
ренной интерпретации содержания математического образования, когда к собственно математи-
ческому содержанию добавляются дополнительные элементы. Обычно эти дополнения отвечают
определенным социальным или организационным мотивам.

Например, после Октябрьской революции была предпринята перестройка образования, в том
числе математического, с целью соответствовать победившей идеологии. Интересный (хотя, по
нашему мнению, не бесспорный) анализ состояния математического образования после револю-
ции приведен в работе [1]. В стабильный советский период (60-е – 80-е годы) в программах было
указано, что математическое образование должно обеспечивать формирование естественнонауч-
ного мировоззрения, которое является базой марксистско-ленинского учения – пример расши-
ренной интерпретации содержания математического образования. Наконец, в настоящее время, в
связи с внедрением организационной формы итоговой аттестации в виде ЕГЭ, происходит опре-
деленное изменение содержания математического образования. В частности, начали усиливать
роль и долю “задач с практическим содержанием”, а в новых ФГОС зафиксировали, что матема-
тика способствует формированию определенных УУД – универсальных учебных действий, что
относится к так называемому метапредметному содержанию образования (см. [2]).

Замысел настоящей работы – предложить вариант расширенной интерпретации содержания
математического образования, по возможности, инвариантный относительно социальных и орга-
низационных мотивов. Этот замысел происходит из традиционного вопроса для преподавателей,
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работающих в общем среднем (не профильном) образовании – что останется от математического
образования у человека, когда он забудет более-менее весь конкретный математический матери-
ал, изученный в школе.

2. Области расширения содержания

В качестве организующей рамки областей, в которых можно производить расширение содер-
жания, примем подход Федеральных Государственных Образовательных Стандартов (ФГОС)
нового поколения, [2]. Содержание образования по ФГОС можно выразить следующей схемой:

Схема 1

Содержание образования

Деятельностное 

содержание 

Метапредметное 

содержание 

Личностное 

содержание 

Предметное содержание: 

Понятия, операции, задачи,  

методы, … 

Несколько соображений о возможных направлениях модификации предметного – собственно
математического – содержания. Если относительно профильных физико-математических клас-
сов не вызывает сомнения необходимость изучения элементов математического анализа (причем
принципы научности и полноты могут быть соблюдены), то для общеобразовательных классов
вопрос остается спорным. Присутствие этих материалов зафиксировано заданиями ЕГЭ на гео-
метрический смысл производной и интеграла и на нахождение экстремальных значений функции,
однако, поскольку внятная теория действительных чисел и пределов исключена из программы,
принципы научности и полноты нарушаются. Опыт автора показывает, что учащимся общеобра-
зовательных классов можно представить достаточно полную картину начал дифференциального
и интегрального исчисления, заменив понятие предела нестрогим понятием “стремиться к” и ис-
пользуя технику схематизации (см. [3] а также ниже о схематизации). Далее, в современных
условиях, на мой взгляд, целесообразно введение материала, направленного на развитие способ-
ности детей видеть и изучать большие системы. Опыт преподавания показывает, что учащиеся
за отдельными фактами и явлениями обычно не способны видеть проявление действия больших
систем, которыми наполнена современная жизнь. К таким материалам, при соответствующей их
организации и интерпретации, я бы отнес элементы топологии, теории графов, комбинаторики,
понятие динамической системы (о возможности введения в школе этого понятия см. [4]).
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2.1. Деятельностное содержание

Общепризнано, что на математическом материале учащиеся могут осваивать деятельность ис-
следования, целью которой является получение нового знания. Обратим внимание на одно из
основных средств получения нового математического знания, которому уделяется мало внима-
ния в школьном преподавании. Это средство – математическое конструирование, т.е. создание
специальных математических конструкций (а также их дальнейшее совершенствование).

Пример. Наблюдая простые числа в начале натурального ряда, дети могут заметить, что
сначала простые числа идут довольно часто, а потом реже, однако в пределах первой сотни
и даже первой тысячи промежутки между соседним простыми числами не очень велики. Эти
промежутки представляют собой группы идущих подряд не простых, т.е. составных чисел.

Поставим перед учащимися вопрос: может ли быть сто идущих подряд составных чисел?
Доступное наблюдение начала натурального ряда не позволяет ответить на этот вопрос.

Решение. Рассмотрим число (101)! = 1·2·3·. . . ·100·101 и 100 последовательных натуральных
чисел 101! + 2, 101! + 3, 101! + 4,. . . , 101! + 101. Все эти числа составные, так как первое из них
делится на 2, второе – на 3, третье – на 4, . . . и последнее – на 101.

Мы видим, что задача действительно решается при помощи конструирования, в процессе ре-
шения создана конструкция, представляющая собой 100 идущих подряд составных чисел. Мы
убеждаемся, что конструкция удовлетворяет необходимым требованиям (это последовательные
натуральные числа, их заданное количество и все они составные), на основании имеющихся мате-
матических знаний, в частности, знаний о свойствах делимости. Далее, эту конструкцию нетрудно
усовершенствовать, чтобы доказать, что для любого натурального N найдутся N идущих подряд
составных чисел. При помощи этой конструкции учащиеся получают новое знание – что между
простыми числами имеются сколь угодно большие промежутки.

Таким образом, в качестве углубления деятельностного содержания математического обра-
зования можно предложить освоение деятельности конструирования по направлениям: изучение
классических математических конструкций, сыгравших значительную роль в истории математи-
ки, и последующее их применение при решении задач (например, конструкции Евклида, доказы-
вающей бесконечность количества простых чисел); анализ конструкций математических задач;
создание собственных математических конструкций при решении математических задач.

2.2. Метапредметное содержание

Под метапредметным содержанием понимается освоение универсальных учебных действий, а так-
же универсальных способов мышления и действия, не являющихся специфическими для пред-
метного (в нашем случае математического) материала. Перечислим с краткой характеристикой
некоторые из этих способов, которые, на мой взгляд, целесообразно осваивать при изучении ма-
тематики:

• Категории (наиболее общие организованности мышления). Очевидно, что через весь школь-
ный курс проходит освоение категорий часть-целое, изучение функций управляется кате-
горией процесса, большинство определений базируются на категориях род-вид и т.п. Ка-
тегориальный анализ позволяет структурировать учебный материал более удобно приме-
нительно к освоению деятельностного содержания, поскольку определенным категориям
соответствуют определенные способы действий. Опыт автора показывает, что решение гео-
метрических задач может быть успешно организовано но основе категорий структура и
процесс, см. [5].

• Логика. Общепризнано, что изучение математики должно способствовать развитию логи-
ческой культуры учащихся. Однако в последнее время элементы логики практически ис-
ключены из программы и, по наблюдениям автора, логическая культура учащихся упала (в
частности зафиксированы большие трудности в построении отрицаний даже простых утвер-
ждений). Видимо, необходимо уделить логике больше внимания в программе, возможно, с
определенной модификацией и упрощением терминологии.
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• Языки. Имеется в виду ставить учащимся понимание, что даже школьная математика
оперирует несколькими языками; в частности, геометрия оперирует обычным геометри-
ческим (его также принято называть синтетическим) языком, аналитическим (связанным
с использованием координат) языком и векторным языком, который занимает некоторое
промежуточное положение. Это нацеливает детей на осознание не вымышленных (“скуч-
ная неинтересная наука”), а объективных трудностей математики – оказывается, чтобы
успешно изучать математику, надо овладевать параллельно несколькими языками, решать
задачи перевода с одного языка на другой; хорошо известны случаи, когда задача, сфор-
мулированная в одном языке, легче решается в другом, и т.д. Автор имеет положительный
опыт акцентирования использования разных языков в математике при работе в классах
гуманитарного профиля.

• Схематизация как практическое искусство фиксации идеальных объектов графическими
средствами широко применяется в математике. М.М. Постников даже сформулировал дис-
куссионное определение математики как науки о схемах в самом широком смысле этого
слова [6]. Схематизация помогает детям понять устройство достаточно сложных математи-
ческих понятий, увидеть логическую структуру доказательства, составить план решения
задачи и т.п. Подробнее см. [3].

2.3. Личностное содержание

Под личностным содержанием образования (в методологической традиции, восходящей к
Г.П. Щедровицкому, ныне наиболее полно представленной группой Ю.В.Громыко) понимается
развитие базовых способностей человека, к которым относятся способности мышления, комму-
никации, действия, понимания и рефлексия. Не вызывает возражения, что изучение математики
развивает способность мышления (причем в одной из его высших форм – теоретического мышле-
ния), способность коммуникации путем многократного создания жестко нормированных устных
и письменных текстов и их взаимного обсуждения, способность действия, в плане достижения
конечного результата решения задачи или прохождения определенного курса, и способность пони-
мания – с понимания, в принципе, начинается всякая математическая работа. Остановимся лишь
на том моменте, что занятия математикой могут хорошо способствовать и постановке способно-
сти рефлексии, в частности, направленной на средства достижения результата. Обычная наша
практика на уроке в гуманитарных классах – если решение задачи получено новым способом, –
провести рефлексию, выделить этот способ и зафиксировать его в схеме.
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Использование координатного метода при обучению учащихся решению задач С2

Ю.П. Поваренков, А.С. Тихомиров, Т.Л. Трошина

В настоящей статье описан опыт использования координатного метода при обучении школьников
г. Ярославля и слушателей подготовительного отделения ЯГПУ решению задач С2, предлагав-
шихся в вариантах Единого государственного экзамена.

С 2002 года в России была введена новая форма отслеживания уровня знаний и умений уча-
щихся, а именно, был введен Единый государственный экзамен по основным предметам школьно-
го курса. Но, к сожалению, в ЕГЭ по математике геометрический материал носил второстепенный
характер. Так, например, в вариантах ЕГЭ 2002 года из 25 заданий разделов А, В и С только 2
задания были по геометрии (В8 и В9), причем раздел С не содержал ни одной геометрической
задачи. В вариантах 2003 года из 30 заданий только три задания содержали геометрический ма-
териал (В9, В10 и С3). В 2004 году из 27 заданий – три задания по геометрии (В8, В9 и С3),
причем все они были помечены символом «звездочка», то есть являлись необязательными для
выполнения, поскольку не влияли на школьную отметку в аттестате. В 2005 и в 2006 годах вари-
анты ЕГЭ содержали 26 заданий и среди них вновь – всего три задания по геометрии (В10, В11
и С4), причем они также были помечены как необязательные для выполнения.

Ситуация резко изменилась в 2010 году в связи с коренным пересмотром формата ЕГЭ: из
ЕГЭ был полностью исключен пункт А (во избежание игры учащихся в «угадайку»), а в раздел С
были введены две геометрические задачи (одна стереометрическая – задание С2 на 2 балла, и одна
планиметрическая – задание С4 на 3 балла). Было также увеличено количество геометрических
задач в пункте В.

Задание С2 в ЕГЭ зачастую представляет собой типовую задачу по аналитической геометрии
на нахождение углов и расстояний, которая может быть решена учащимися как конструктивным,
так и координатным методами. Причем решение задачи первым методом порой требует от уча-
щихся сложных геометрических построений, а решение вторым методом сводится к выполнению
определенного алгоритма действий, что доступно практически любому школьнику 11 класса.

Опыт работы с учащимися и слушателями подготовительного отделения свидетельствует, что
координатный метод является настоящим «спасением» для тех учащихся, которые испытывают
трудности в видении взаимного расположения прямых и плоскостей и в выполнении геометриче-
ских построений.

Излагаемая ниже методика обучения учащихся решению задач С2 координатным методом бы-
ла апробирована на элективных курсах в Ярославских школах и на подготовительном отделении
Ярославского педуниверситета. Согласно этой методике освоение учащимися приемов решения
задач С2 координатным методом включает 6 этапов, в процессе выполнения которых педагог вме-
сте с учащимися разрабатывает четырехстраничный «минисправочник», позволяющий учащимся
быстрее овладеть навыками решения задач данного вида.

Первый этап предполагает отработку у учащихся навыков грамотного построения стерео-
метрических чертежей, ибо, как показывает опыт, учащиеся, ввиду отсутствия уроков черчения,
недостаточно хорошо владеют этими навыками.

Второй этап предполагает овладение учащимися умениями
а) введения системы координат для основания предлагаемой в задаче стереометерической

фигуры;
б) нахождения координат вершин и центроида основания стереометрической фигуры.
На этом этапе педагог вместе с учащимися заполняет первую страницу «минисправочника»

(см. рис.1). Содержание материала, представленного на этой странице, позволяет отработать с
учащимися алгоритм введения системы координат в основании стереометрической фигуры, что
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позволит впоследствии учащимся сэкономить время и усилия при решении задач координатным
методом.
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Рис. 1. Первая страница «минисправочника»
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Третий этап предполагает обучение учащихся навыкам
а) введения пространственной системы координат;
б) нахождения координат вершин стереометрической фигуры.

Учащимся предлагаются карточки с изображениями пространственных фигур (см. рис.2).
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Рис. 2. Вторая страница «минисправочника»
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На этих карточках учащиеся вместе с учителем расставляют координаты вершин всех восьми
стереометрических фигур, представленных на второй странице «минисправочника». Фрагмент
заполненной учащимися второй страницы «минисправочника» представлен на рис.3.
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Рис. 3. Фрагмент второй страницы «минисправочника»

На четвертом этапе учитель вместе с учащимися заполняет третью страницу «минисправоч-
ника», представляющую из себя список основных формул, которые используются при решении
задач координатным методом (см. табл.1). Первые пять формул этого списка известны учащимся
из школьного курса математики, а с формулами 6-8 учащиеся знакомятся на дополнительных за-
нятиях, предварительно вспоминая правило нахождения определителя третьего порядка, которое
изучалось на уроках информатики.

Таблица 1

Третья страница «минисправочника»

1. Координаты вектора
−−→
AB{x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1}. (1)

2. Длина вектора |~a| =
√
x2 + y2 + z2. (2)

3. Координаты середины отрезка x = x1 + x2
2 ; y =

y1 + y2
2 ; (3)

z = z1 + z2
2 .

4. Координаты точки пересечения x = x1 + x2 + x3
3 ; y =

y1 + y2 + y3
3 ; (4)

медиан треугольника z = z1 + z2 + z3
3 .

5. Угол между векторами cos(~̂a,~b)=
x1x2 + y1y2 + z1z2√

x21+y
2
1+z

2
1 ·
√
x22+y

2
2+z

2
2

. (5)
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6. Уравнение плоскости по трем точкам

∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣
= 0. (6)

Координаты нормального вектора
плоскости ax+ by + cz + d = 0 имеют
вид ~n{a, b, c}.

7. Векторное произведение векторов ~a×~b =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
x1 y1 z1
x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣
. (7)

8. Тройное произведение векторов ~a~b~c =

∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
. (8)

На пятом этапе отрабатывается умение учащихся находить координаты направляющего век-
тора ~p прямой, а для плоскости — координаты нормального вектора ~n.

На шестом этапе учитель выявляет основные типы задач, которые целесообразно решать
координатным методом. При этом учащиеся заполняют четвертую страницу «минисправочника»
(см. табл.2).

Таблица 2

Четвертая страница «минисправочника»

Задача 1. cos(â, b) =
∣∣∣cos(~̂p1, ~p2)

∣∣∣ ,
Угол между прямыми где cos(~̂p1, ~p2) вычисляется по формуле (5).

Задача 2. cos(α̂, β) =
∣∣∣cos(~̂n1, ~n2)

∣∣∣,
Угол между плоскостями где cos(~̂n1, ~n2) вычисляется по формуле (5).

Задача 3. sin(â, β) =
∣∣∣sin(~̂p, ~n)

∣∣∣,
Угол между прямой и плоскостью где sin(~̂p, ~n) вычисляется по формуле (5).

Задача 4.

Расстояние от точки A(x1; y1; z1) ρ =
|ax1 + by1 + cz1 + d|√

a2 + b2 + c2
.

до плоскости α : ax+ by + cz + d = 0

Задача 5.

Расстояние от точки C до прямой AB ρ =

∣

∣

∣

−→
AB×−−→

BC
∣

∣

∣

∣

∣

∣

−→
AB

∣

∣

∣

.

Задача 6.

Расстояние между прямыми AB и CD ρ =

∣

∣

∣

−→
AB

−−→
BC

−−→
CD

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−→
AB×−−→

CD
∣

∣

∣

.
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На этом же этапе школьники учатся решать задачи на нахождение углов и расстояний между
стереометрическими объектами, используя формулы таблицы 2.

Приведем образец записи решения задачи С2, предложенной на ЕГЭ 2012 года (подготови-
тельный вариант), которую более целесообразно решать координатным методом.

Задача. В правильной четырехугольной призме ABCDA1B1C1D1 со стороной основания 4 и
высотой 7 на ребре AA1 взята точка M так, что AM = 2. На ребре BB1 взята точка K так, что
B1K = 2. Найдите угол между плоскостью D1MK и плоскостью CC1D1.

Решение. Построим прямоугольную призму ABCDA1B1C1D1, введем систему координат и
присвоим вершинам призмы и точкам M и K координаты (см. рисунок):

✲

✻

s s

ss

s s

ss

✚
✚✚❃

Y

X

Z

h

s

A(0; 0; 0) D(4; 0; 0)
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B1(0; 4; 7) C1(4; 4; 7)

D1(4; 0; 7)

s

sK(0; 4; 5)

M(0; 0; 2)

Составим уравнение плоскости D1MK, используя формулу (6) из таблицы 1:
∣∣∣∣∣∣

x− 4 y − 0 z − 7
0− 4 0− 0 2− 7
0− 4 4− 0 5− 7

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Раскрыв определитель третьего порядка и проведя несложные преобразования, получим

5x+ 3y − 4z + 8 = 0.

Это уравнение плоскости D1MK с нормальным вектором ~n1{5; 3;−4}.
Проведя аналогичные вычисления для плоскости CC1D1, получим

x− 4 = 0.

Это уравнение плоскости CC1D1 с нормальным вектором ~n2{1; 0; 0}.
Согласно задаче 2 из таблицы 2, найдем

cos(~̂n1, ~n2) =

∣∣∣∣∣
5 · 1 + 3 · 0 + (−4) · 0√

52 + 32 + (−4)2 ·
√

12 + 02 + 02

∣∣∣∣∣ =
5

5
√
2
=

√
2

2
,

откуда следует, что искомый угол равен 45◦.

Но координатный метод ни в коем случае не является «панацеей» для учащихся. Есть ряд
стереометрических задач, которые целесообразно решать конструктивно. Например, расстояние
от точки до прямой в большинстве случаев легче найти как длину высоты в соответствующем
треугольнике, а не с помощью метода координат. Как показывает опыт работы с учащимися,
использование координатного метода (как метода, не связанного с пространственным воображе-
нием, а только с выполнением определенных вычислительных алгоритмов) зачастую помогает
учащимся заработать те два балла, в которые оценивается решение задачи С2.
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Некоторые ориентиры развития умения мыслить и понимать теорию и методику
обучения математике

Н.Д. Кучугурова

Теория и методика обучения математике является важнейшей дисциплиной при формировании
профессиональных компетенций будущего учителя. Но, к сожалению, последнее время на изуче-
ние этой дисциплины отводится всё меньше и меньше времени, а база знаний студентов матема-
тических факультетов зачастую снижается. Требования к подготовке специалиста – увеличива-
ются! Встает вечный вопрос: как подготовить образованного специалиста, способного мыслить и
находить выход из любой ситуации?

В настоящее время образовательным результатом дипломированного специалиста признает-
ся не только сумма усвоенной информации, а способность выпускника самостоятельно ориен-
тироваться и принимать решения в различных проблемных ситуациях. Важная роль в такой
методологии принадлежит компетентностному подходу. Компетентность в определенной сфере
деятельности человека проявляется путем реализации его индивидуальных способностей при ре-
шении поставленных перед ним задач.

Состав компетенций определен образовательным стандартом, куда входят и академические,
и социально-личностные, и профессиональные компетенции. Профессиональная компетентность
включает в себя определенные профессиональные умения, а также способность успешно при-
менять эти умения при осуществлении профессиональной деятельности и личностные качества
педагога. Она включает в себя предметную, психолого-педагогическую и методическую состав-
ляющие.

Характеристику базовых компетентностей педагога и показатели их оценки подробно описал
Е.И. Смирнов в своей монографии [6, c. 157-162].

О различных направлениях формирования этих компетенций в высшем образовании написано
достаточно много, в том числе и мы отмечали лекции-дискуссии, проблемные диалоги, деловые
игры, элементы методического театра, разнообразные дискуссии, развивающие ситуации и т.п. [3].

Мы разделяем точку зрения М.Д. Ильязовой и М.Ю. Яковлевой, которые отмечают: “Исходя
из определения компетентности как интегрального качества личности, представляющего собой
единство мотивационных, аксеологических, когнитивных, конативных аспектов, способностей и
профессионально важных качеств личности профессионала, мы считаем, что образовательная
система должна быть ориентирована на интегративное развитие этих компонентов” [2, c. 29]. По-
этому стараемся использовать интегрированный подход, осуществляем разнообразные научные
поиски, придумываем компетентностные задания и т.п., однако результат не всегда нас удовле-
творяет. В новых информационных условиях большинство студентов не желают развивать свой
интеллект, считая, что всегда и всё можно найти в Интернете. В последнее время подготовка
студентов к занятию зачастую сводится к “закачиванию” информации в телефон, а не в голо-
ву! И с этим приходится “бороться” путем изменения заданий, включением исследовательских
компонентов и собственных методических “уловок”.
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Анализ причин такого положения дел показал, что для современного молодого образованного
человека изменилось соотношение знания, полученного из специальных информационных источ-
ников и знания, проистекающего из повседневного опыта. Очевидно, что к концу ХХ века про-
изошло изменение содержания образовательного минимума и максимума. По мнению О.Ю. Мар-
ковой, основные тенденции изменений сводятся к следующим: “Усиливается значение общекуль-
турной основы и высшего (причем университетского) образования; научное знание в системе
культуры современного человека дифференцируется на собственно знание научных достижений,
законов, открытий; профессиональное научное знание и фактическое знание – эрудицию. Значе-
ние эрудиции для соответствия идеалам образованности даже возрастает, поскольку в профес-
сиональной сфере господствует узкая специализация; появились новые стандарты технической
образованности, универсальные для “гуманитариев” и “технарей”: навыки и умения обращаться
с машинами, владение современными информационными технологиями; по-новому ценятся зна-
ния, умения и навыки особого рода – этикет, дизайн, технологии общения, хиромантия, астроло-
гия, экстрасенсорные способности” [4, c. 183]. Автор предлагает выделить ступени: обязательного
образования, контролируемого самообразования, альтернативного переобучения, отмечая конеч-
ность любого образовательного цикла и бесконечность образования как процесса.

Таким образом, остается актуальной основная идея: “научить учиться” – на современном этапе
– это идея самоорганизации, саморазвития. Основная методология – синергетика. В образова-
нии, как отмечает В.А. Тестов, давно идут поиски альтернативы традиционной классической
парадигме: это и педагогика творчества, исследовательский подход, гуманная педагогика , педа-
гогика сотрудничества и т.д. Все эти подходы были лишь прелюдией к возникновению постне-
классической (синергетической) парадигмы [7, c. 108].

Идея не нова, но осваивать её необходимо с новых позиций. Очевидно, что в основе учения
лежат методы научного познания, которые мы “отрабатываем” с первых же занятий по курсам
психолого-педагогических основ обучения методике и теории и методике обучения математике. А
затем подключаем освоение методологии, предлагая студентам более сложные задания, связан-
ные с анализом, сравнением, обобщением концепций, положенных в основу создания различных
технологий, учебников и учебных пособий для школы. В настоящее время создается большое
разнообразие учебных пособий по математике для учащихся с учетом различных направлений и
подходов, которые, естественно, должен знать будущий учитель.

Е.И. Смирнов отмечает: “Будущий и настоящий учитель должен освоить единство предмет-
ного знания не только с методологических, философских и теоретических позиций на основе
развитой профессиональной мотивации, но и технологически осмыслить и инновационно разре-
шить серию конкретных проблем освоения учебного предмета обучающимися через построение
обобщенных конструктов и конструирование комплексов задач с интегративным содержанием.
Поэтому с учетом целевой функции педагогического образования при проектировании его содер-
жания в основу должно быть положено содержание школьного образования” [6, c. 33]. С учетом
этих аспектов важно донести до будущих учителей концептуальные основы, с помощью которых
это содержание преподносится учащимся.

Очень интересен с нашей точки зрения комплект учебных пособий по математике под редак-
цией Э.Г. Гельфман и М.А. Холодной. М.А. Холодная отмечает, что “современные социальные
вызовы приводят к тому, что интеллектуальные способности людей начинают рассматриваться
в качестве ключевого фактора прогрессивного развития общества. . . . В целом можно сделать
следующий вывод: необходима принципиальная перестройка образовательного процесса на ос-
нове психодидактического подхода с целью развития интеллектуальных и личностных ресурсов
подрастающего поколения, в частности, разработка учебных материалов (учебно-методических
комплектов – УМК) нового поколения” [1, c. 3].

Психодидактика – это область педагогики, в рамках которой конструируются содержание,
формы и методы обучения, основанные на интеграции психологических, дидактических, методи-
ческих и предметных (соответственно определенному учебному предмету) знаний с приоритетом
использования психических закономерностей развития личности в качестве основы организации
учебного процесса и образовательной среды в целом. По определению В.И. Панова, психодидак-
тический подход к обучению – это приоритетное использование психологии развития и методов
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развивающего образования в качестве исходного основания для построения той или иной обра-
зовательной технологии (Панов, 2004) [1].

С точки зрения психодидактического подхода, школьный учебник нового поколения – это
полифункциональная дидактическая система, реализующаяся в системе требований к учебному
тексту (Гельфман, Холодная, 2006).

Интересна для изучения и сравнения педагогическая технология В.М. Монахова, в кото-
рой определены три главных объекта проектирования учебного процесса: технологическая карта
(ТК); информационная карта развития учащихся (ИКРУ); информационная карта урока (ИКУ).
ТК, ИКУ, ИКРУ отработаны в технологии В.М. Монахова и приняты учителями. Отметим, что
ТК и ИКРУ открыли новые горизонты проектирования, а именно, проектирование учебного про-
цесса, ориентированного на математическое развитие учащихся [5].

Не будем перечислять множество образовательных подходов и технологий для школьников,
приведем примеры заданий для студентов, направленные на развитие умения мыслить и пони-
мать.

1. Выделите методические принципы конструирования учебных текстов, направленных на ин-
теллектуальное воспитание учащихся, которые сформулированы в рамках “обогащающей” модели
обучения математике в учебных пособиях Э.Г. Гельфман, М.А. Холодной [1]. Проанализируйте,
можно ли применить эти принципы к текстам в учебных пособиях под редакцией А.Г. Мордко-
вича и др. Почему?

2. Изучите методику составления технологической карты (ТК); информационной карты раз-
вития учащихся (ИКРУ); информационной карты урока (ИКУ) по технологии В.М Монахова.
Найдите (в Интернете, в пособиях, у учителя) образцы составления таких карт для учащихся 6
класса, составьте сами по одной из указанных преподавателем тем.

3. Ознакомьтесь с методикой составления опорных конспектов и опорных сигналов по тех-
нологии В.Ф. Шаталова. Составьте (или найдите) опорный конспект и сигнал по одной из тем
математики для 6 класса. Сравните методику работы учителя и ученика с использованием ин-
формационных карт развития учащихся (ИКРУ), информационных карт урока (ИКУ) и с при-
менением опорных конспектов (ОК) и сигналов (ОС). Укажите достоинства и недостатки каждой
технологии или используемых средств обучения.

При изучении психолого-педагогических основ обучения математике и общих основ теории
и методики обучения математике эти упражнения эффективны, они заставляют студентов ду-
мать, применяя практически все методы научного познания, т.к. готового ответа на эти вопросы
нет. Затем проводится обсуждение этих аспектов с применением компьютерных технологий, т.к.
студентам рекомендуется сделать презентации к своим примерам.

4. При изучении следующих разделов методики работа по развитию умения мыслить услож-
няется. Например, замечательные задания на умение обобщать и конкретизировать представлены
в пособии Т.Т. Фискович [8, c. 50-53]. Дана задача из сборника М.И. Сканави. В равнобедрен-
ную трапецию вписан круг. Доказать, что отношение площади круга к площади трапеции равно
отношению длины окружности к периметру трапеции.

Автор предлагает доказать задачу для обычной трапеции, потом для четырехугольников, ко-
торые не являются трапециями и т.д. Эти задачи вызывают большой интерес студентов, а, значит,
заставляют мыслить. Затем предлагается студентам найти самостоятельно такого рода задачи на
аналогию, конкретизацию, абстрагирование, когда постепенно числовые данные заменяются бук-
венными и т.д. На основе подобранных заданий мы составляем сборники методических заданий
(методические копилки), которые постоянно пополняются интересными находками и даже зада-
чами, составленными студентами.

5. Кроме того, мы используем принцип варьирования условиями задач, развивая математи-
ческий стиль мышления. Например, дана задача: при каком условии около четырехугольника,
вершинами которого являются вершина треугольника, основания биссектрис, проведенных из
вершин двух других углов треугольника, и точка их пересечения, можно описать окружность.
На основе данной формулируется новая задача, в которой биссектрисы заменяются медианами.

Таким образом, один из основных ориентиров – освоение методов научного познания на всех
уровнях методологии посредством решения методических заданий, варьирования условиями за-
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дач, компетентностных ситуаций, которые “заставят” обучаемых думать, мыслить, понимать, что,
несомненно, будет способствовать достижению основной цели: “приведет” студентов к самоорга-
низации и саморазвитию, что поможет самообразовываться всю жизнь.

Библиографический список

1. Гельфман, Э.Г. Психодидактический подход к конструированию школьного учебника в рам-
ках “обогащающей” модели обучения математике. [Электронный ресурс] / Э.Г. Гельфман,
М.А. Холодная// Интернет-газета “Лаборатория знаний”. – 2010. – №4. – С. 3. – Режим до-
ступа: http://www.gazeta.lbz.ru/

2. Ильязова, М.Д. Психолого-педагогические основы методики формирования компетентности
будущего специалиста [Текст]/ М.Д. Ильязова, М.Ю. Яковлева// Методический поиск: про-
блемы и решения. – АГПУ, 2007. – №1. – С. 29.

3. Кучугурова, Н.Д. Интеграция инновационных и традиционных подходов в процессе изучения
методических дисциплин [Текст]/ Н.Д. Кучугурова// Труды восьмых международных Кол-
могоровских чтений: сборник статей. – Ярославль: Изд-во ЯГПУ, 2010. – 532 с. – С. 195-198.

4. Маркова, О.Ю. Образованность в системе ценностей культуры современного человека. Че-
ловек: соотношение национального и общечеловеческого [Текст]/ О.Ю. Маркова// Сб. мате-
риалов международного симпозиума. Выпуск 2 / Под ред.В.В. Парцвания. – СПб.: 2004. –
С. 183.

5. Монахов, В.М. Технологические основы проектирования и конструирования учебного процес-
са [Текст]/ В.М. Монахов. – Волгоград: Перемена, 1995. – 152 с.

6. Смирнов, Е.И. Фундирование опыта в профессиональной подготовке и инновационной дея-
тельности педагога: монография [Текст]/ Е.И. Смирнов. – Ярославль, 2012. – 646 с.

7. Тестов, В.А. Обновление содержания обучения математике исторические и методологические
аспекты [Текст]: монография / В.А. Тестов. – Вологда: Изд-во ВГПУ, 2012. – 176 с. – С. 108.

8. Фискович, Т.Т. Развитие ума средствами геометрических задач [Текст]: учеб. пособие/
Т.Т. Фискович. – М.: ИКД “Зерцало-М”, 2009. – 160 с.

Развитие семиотической функции – необходимое условие формирования готовности
к обучению математике в школе

Е.Р. Гурбатова

Учебная деятельность предполагает необходимость перевода одной знаково-символической си-
стемы в другую, в том числе перевода визуальных систем в вербальную и обратно. Отсюда ясно,
что приобщение к разным видам знаково-символической деятельности целесообразно начинать с
дошкольного возраста.

Под семиотической функцией понимают свойственную человеку способность создавать и ис-
пользовать знаковые системы, представляющие или замещающие реальные объекты, и опериро-
вать ими как с реальными объектами, которые они представляют.

Опыт показывает, что определенный уровень развития семиотической функции необходим
для перехода к систематическому обучению в школе. Представляя собой сложное образование,
семиотическая функция характеризуется рядом параметров и предполагает возможность осу-
ществления разных видов деятельности со знаково-символическими средствами. В качестве ее
характеристик могут выступать следующие: выделение двух планов (обозначаемого и обозна-
чающего, замещающего и заместителя); умение анализировать знаково-символический план (в
его простейшем варианте в случае выявления готовности к школе): производить анализ знако-
вых средств, осваивать правила сочетания знаков, умение оперировать знаково-символическими
средствами и др.

Уже с первого класса от учащихся требуется использование различных знаково-символи-
ческих средств (цифры, буквы, схемы). Уровень владения знаково-символическими средствами
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Д.Б. Эльконин выделяет как одно из новообразований, включающих в готовность к школьному
обучению. Таким образом, семиотический компонент готовности к школьному обучению является
одним из показателей интеллектуального уровня развития дошкольника и необходимым условием
для дальнейшего успешного освоения многих школьных дисциплин, в особенности, математики.

В дошкольном возрасте семиотическая функция проявляется, прежде всего, в игровой, рече-
вой, изобразительной деятельностях [9]. Символическая игра появляется очень рано – в полтора-
два года, а с двух-трех лет и до пяти-шести лет – период ее расцвета. Символическую игру, а
не игру с правилами, Ж. Пиаже считает наиболее характерной и специфичной для развития
ребенка [8, с. 51]. Для детской игры характерен двойной символизм – это использование в игре
заместителей и замещающих действие [11].

Знак – это объект, выступающий в качестве представителя другого объекта, в частности,
свойства или отношения и используемый для приобретения, хранения, переработки и передачи
информаций [10, с. 135]. Функция знака – это функция замещения.

Сама природа математики не может не предполагать широкого использования в обучении
знаковых средств, их необходимости не только для освоения этой деятельности, но и для ее
преобразований. Знаковые средства, будучи и средствами организации самой учебной математи-
ческой деятельности, ведут к развитию произвольности в осуществлении умственных действий.

Н.Г. Салмина выделяет следующие функции знаковых, или знаково-символических, средств:
коммуникативная, познавательная, замещающая, а так же следующие виды знаково-символичес-
кой деятельности: (знаковое) моделирование, кодирование, схематизация, замещение [9].

Кодирование представляет собой знаково-символическую деятельность по передаче и при-
нятию сообщения (коммуникативная функция). Под схематизацией понимается знаково-симво-
лическая деятельность, целью которой является ориентировка в реальности (структурирование,
выделение связей), осуществляющаяся одновременно в двух планах с постоянным, поэтапным
соотнесением символического и реального планов. Замещение – знаково-символическая деятель-
ность, целью которой является функциональное воспроизведение реальности, использующее лю-
бые способы работы [8].

Знаковое моделирование – знаково-символическая деятельность, заключающаяся в получе-
нии объективно новой информации за счет оперирования знаково-символическими средствами, в
которых представлены структурные, функциональные, генетические связи. Использование зна-
кового моделирования способствует формированию понятийного мышления (более того, форми-
рованию ростков теоретического мышления), в силу общности операций структурных компонен-
тов моделирования и основных компонентов теоретического мышления [9, с. 233]. Моделирование

рассматривается как опосредствованное практическое или теоретическое исследование объекта,
при котором непосредственно изучается не интересующий нас объект, а вспомогательная система
– модель этого объекта, находящаяся в некотором объективном соответствии с этим объектом,
способная его заменить в определенном отношении и дающая при его исследовании в конечном
итоге информацию о самом моделируемом объекте [7].

Моделирование – это сложная деятельность, в которой чаще всего выделяются следующие
составляющие.

1) Предварительный анализ, который предполагает владение специфическими знаниями из
соответствующей предметной области. Это подготовительный этап.

2) Моделирование начинается с перевода реальности на знаково-символический язык [8].
3) Работа с моделью предполагает анализ, видоизменение и преобразование модели. Деятель-

ность эта определяется предметным материалом, умением оперировать знаково-символическими
средствами, преобразовывать их.

4) Соотнесение результатов решения с реальностью или текстом. Во многих случаях важность
этого этапа моделирования объясняется тем, что построение модели является не самоцелью, а
лишь средством решения задачи или получения знаний о реальности. Возврат к реальности в
таких ситуациях необходим для оценки адекватности результатов, полученных на модели, и,
соответственно, для оценки используемой модели [9, с. 93-95].



Гурбатова Е.Р. Развитие семиотической функции – необходимое условие формирования
готовности к обучению математике в школе 177

Моделирование является средством поисково-исследовательской деятельности, внутренне ей
присущим. С него начинается восхождение на понятийный уровень мышления. Понятие – это
модель представления, являющегося его истоком.

Абстракция, являющаяся одной из основных операций мышления, состоит в вычленении
каких-либо сторон изучаемого объекта и отвлечении от остальных, то есть в построении модели
этого объекта. А значит, моделирование присуще самой природе мышления.

В том, что мышление есть процесс “непрерывно совершающегося обратимого перевода ин-
формации с собственно психологического языка пространственно-предметных структур. . . , то
есть языка образов, на психолингвистический, символически-операторный язык” [1, с. 134], язык
знаков, “трудно не усмотреть, что метод моделирования, прежде всего присущ самой природе
мышления, что он рождается и развивается вместе с рождением и развитием “символически-
операторных”, знаковых средств” [6, с. 11].

Учебные модели имеют ряд особенностей: знаковый характер учебной модели – они всегда
искусственные образования, им присуща наглядность; образный характер учебной модели, знак
и образ не только не исключают друг друга, но и взаимодополняют; оперативная роль моде-
лей, указывающих на способность организации деятельности детей, направленной на выяснение
основных свойств; эвристическая функция моделей. В.В. Давыдов говорит о значении учебных
моделей следующее: “Переход некоторого объекта в форму модели позволяет обнаружить в нем
такие свойства, которые не появляются при непосредственном оперировании”.

Особую, ведущую роль в математике, и как в исследовательской, и как в учебной дисциплине,
играют модели, которые естественно назвать универсальными моделями. Это не модели отдель-
ных ситуаций, это модели математической деятельности необозримо широких масштабов. Такова,
прежде всего, арифметика натуральных чисел как исторически сформировавшаяся модель того,
что естественно назвать арифметикой количеств.

Л.С. Выготский раскрыл тесную связь интеллектуального и семиотического развития. Функ-
циональные отношения внутри высших психических функций связаны с употреблением знаков
“как центральным и основным моментом в построении всякой высшей психической функции”.
Математика, по сравнению с другими учебными предметами, оказывает большее влияние на об-
щее развитие мышления ребенка. Именно в математике “в силу ее специфических особенностей
содержатся большие потенциальные возможности для развития логического мышления” [5, с. 4-
5].

Проблема влияния знакового моделирования на интеллектуальное развитие дошкольников и
младших школьников исследовалась Л.С. Выготского, Ж. Пиаже, А.В. Запорожца, В.В. Давы-
дова, Л.А. Венгера, Н.Н. Подьякова. Эти исследования получили развитие в работах А.В. Бело-
шистой, Ж. Папи и Ф. Папи, Н.Г. Салминой и др.

С помощью знаковых систем происходит умственное развитие ребенка, развитие механизмов
анализа, синтеза, обобщения, абстрагирования. При этом, чем шире многообразие ситуаций, в
которых используется та или иная знаковая система, тем полнокровнее она осваивается и тем
больше она способствует развитию названных механизмов. “Субстратом, носителем умственного
развития являются не знания сами по себе, не навыки и не что-либо еще, а обобщенные оператив-
ные схемы, т.е. знаки, которые устанавливают рациональную структуру эмпирических объектов
и используются как орудия при решении задач в отношении изучаемых объектов” [4, с. 79].

Говоря о семиотическом компоненте готовности детей к школе, сформированности к началу
школьного обучения ее составляющих, можно говорить лишь об усвоении детьми некоторых ее
моментов. В [9] указано, что к моменту поступления ребенка в школу у него должен быть сфор-
мирован такой вид знаково-символической деятельности, как замещение (употребление замести-
телей, которые выполняют ту же функцию, что и замещаемый предмет). Основное же развитие
семиотической функции, прежде всего знаковой, в полном составе ее компонентов с необходимы-
ми показателями происходит с переходом детей к систематическому обучению, усвоению научных
знаний.
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Принципы целенаправленного формирования знаково-символической деятельности у дошколь-
ников разработал Л.А. Венгер [3]. “Действие наглядного моделирования в его полном составе фор-
мируется в результате интериоризации и слияния внешних действий, их превращения во внутрен-
ние. Соответственно, построение и использование внешних моделей преобразуется в построение и
использование функционально идентичной ей внутренней модели – модельные представления” [3,
с. 213]. Согласно этим работам, в дошкольном возрасте возможно формирование действий с тремя
видами модельных представлений: конкретными, отображающими структуру отдельного объек-
та; обобщенными, отображающими структуру класса объектов; условно-символическими, переда-
ющими не наглядные отношения. Процесс формирования у дошкольников модельных представ-
лений, способностей к моделированию должен сообразовываться, по Л.А. Венгеру, со следующим:

1) начинать следует с формирования моделирования пространственных отношений, затем
переходить к моделированию временных отношений, и далее – к моделированию всех других
типов отношений, завершая логическими;

2) целесообразно начинать с моделирования конкретных единичных ситуаций, а позднее с
построения моделей, имеющих обобщенный смысл;

3) следует начинать с иконических моделей, сохраняющих известное внешнее сходство с мо-
делируемыми объектами, и переходе к моделям, представляющим собой условно-символические
изображения отношений;

4) обучение моделированию осуществляется легче, если начинается с применения готовых
моделей, а затем их построения.

Знаковое моделирование, являясь специфической формой опосредования мыслительной дея-
тельности в дошкольном возрасте, будучи сформированным в специальном обучении, выступает
как одна из общих интеллектуальных способностей. Отсюда ясна значимость специального обу-
чения дошкольников знаковому моделированию [2].
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Мультиплатформенная система подготовки обучающих ресурсов, основанная на
реализации алгебраического подхода

Ю.Б. Мельников, Н.В. Мельникова, А.О. Богданов

Внедрение компьютерной техники в учебный процесс принимает всё большие масштабы. Положи-
тельные результаты этого процесса многократно описаны в литературе: повышение доступности
учебного материала, улучшение восприятия за счёт его представления в виде файлов и программ,
которые для всё возрастающего числа современных школьников и студентов являются более при-
вычными, чем книги и учебники на бумажном носителе, интеграция в единый комплекс средств
обучения и средств контроля и самоконтроля, автоматизация многих аспектов оценивания и
анализа учебных достижений и т.д. Однако, применение информационных технологий далеко не
всегда оправдывает ожидания преподавателей и администрации. Во многих случаях это связано
с недостаточной адаптацией учителей и профессорско-преподавательского состава к применению
компьютеров и соответствующих технологий, неразвитостью инфраструктуры (недостаточным
числом компьютеров, проекторов, интерактивных досок, недостатками в развитии компьютерных
сетей и др.), сложностью разработки собственного контента (материалов для обучения и контро-
ля) и недостатками или малодоступностью имеющегося контента и т.д. Отметим, что во мно-
гих исследованиях, посвящённых применению информационных технологий в учебном процессе,
недооценивается роль и значимость преподавателя, его личности, индивидуальных особенностей.
Попытки абсолютной унификации учебного процесса продиктованы желанием механически пе-
ренести на учебный процесс систему менеджмента качества, доказавшую свою эффективность
в промышленности. Но главным достоинством продукта промышленного производства является
одинаковость, максимальная “тождественность” всех получаемых деталей, изделий. Но тот
факт, что выпускники учебного заведения отражают особенности имеющихся научных школ,
при безусловной сформированности у них требуемых компетенций, отличаются друг от друга
методическими и мировоззренческими подходами к постановке и решению проблем, является не
недостатком, а достоинством “продукта” системы обучения. Фактический отказ в праве препо-
давателя на собственный взгляд, систему приоритетов, обусловлен непониманием роли, места
и характера математического и естественнонаучного образования или слабым представлением
об особенностях учебного процесса при изучении этих дисциплин. Например, в представлении о
целях обучения математике нередко характерна абсолютизация вычислительного аппарата ма-
тематики в ущерб изучению других элементов аналитического, понятийного, доказательного и
методологического аппаратов математики, игнорирование других моделей математики (напри-
мер, её исторических моделей). Отметим, что для квалифицированных преподавателей обычно
характерна собственная система и шкала приоритетов: кто-то считает главным сформирован-
ность вычислительных умений, для других на первый план выходит понятийный аппарат ма-
тематики, третьи обращают преимущественное внимание на межпредметные связи [2]. Имеются
существенные различия в подходах к изложению материала. Подобные различия можно толь-
ко приветствовать при условии, что обеспечивается формирование необходимых компетенций,
заложенных в учебные программы. В силу разницы в подходах, приоритетах и предпочитае-
мых методиках, прямое использование методических пособий и другого учебно-методического
обеспечения, разработанного другими авторами, нередко вызывает, как минимум, дискомфорт
у преподавателя и обучаемых. В то же время самостоятельная разработка высококачественно-
го электронного пособия требует значительных ресурсов и высокой квалификации не только в
предметной области и методике обучения, но и в компьютерных технологиях. Эти обстоятельства
привели к появлению различных систем подготовки электронного учебно-методического обеспе-
чения (например, Moodle). Однако, это не решает проблему полностью. Во-первых, некоторые из
этих систем получили только локальное распространение или их “срок жизни” оказался слишком
коротким. Во-вторых, изучение систем, имеющих достаточные возможности для создания пол-
ноценного учебно-методического обеспечения, само по себе требует большого расхода ресурсов
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от преподавателя или мощной дорогостоящей инфраструктуры (отдела или центра информати-
зации, имеющего в штате достаточное число высококвалифицированных специалистов, дорого-
стоящего программного обеспечения и др.). Сложностей добавляет и использование различных
аппаратных и программных платформ в учебных заведениях. Это вызывает трудности не только
при разработке и использовании продукта (часть проблем снимается, если продукт ориентирован
на WEB-технологии), но и при его корректировке и адаптации к конкретным условиям учебного
процесса. Необходимость в такой корректировке обычно неоспорима.

Потребность в собственной мультиплатформенной системе подготовки обучающих ресурсов
обусловлена следующими причинами. Первая причина состоит в том, что большинство систем
для подготовки учебно-методического обеспечения ориентировано на создание определенного ти-
па ресурсов: печатных изданий, контрольных работ в печатной форме, электронных учебников
и учебных пособий, а также их компонентов (например, видеофайлов, тестов), а также учебных
пособий в электронной или бумажной формах и др. Наша система позволяет, с одной стороны,
создавать различные элементы ресурсов, используя единый набор инструментов, с другой сторо-
ны, один и тот же элемент ресурса может быть использован (иногда с небольшими изменениями)
для создания различных продуктов, см. рис. 1.

 

Рис. 1. Функционирование системы подготовки образовательных ресурсов

Второй причиной создания собственной системы является тот факт, что традиционно ин-
струменты для создания электронных учебников и пособий, а также учебников и пособий в элек-
тронной или бумажной формах ориентированы на разработку авторского продукта, который
пройдёт издательство или будет зарегистрирован в базе электронных образовательных ресурсов
и т.п. [1, 5]. Однако существует потребность в создании презентаций, средств контроля и т.п.,
не предназначенных для публикации. Разработчики таких должны иметь возможность без се-
рьезных усилий “смонтировать” ресурс, используя сэмплы, подготовленные разными авторами,
со ссылками на этих авторов, т.е. не нарушая авторское право. Здесь под семплами понима-

ются законченные фрагменты пособия, содержащие формулировки определений, формулировки

и доказательства теорем, задачи с решениями или ответами и др., размещенные в систе-

ме и разработанные в соответствии с определёнными требованиями. Если в итоговом ресурсе
суммарный объём семплов, созданных другими разработчиками, относительно невелик, то со-
ставители ресурса могут претендовать на авторство. Кроме того, любой специалист или коллек-
тив специалистов, имеющих аккаунт в этой системе, могут предлагать собственные разработки,
см. рис. 2.



Мельников Ю.Б., Мельникова Н.В., Богданов А.О. Мультиплатформенная система подготовки
обучающих ресурсов, основанная на реализации алгебраического подхода 181

 

Рис. 2. Структура системы подготовки образовательных ресурсов

Программное обеспечение для функционирования данной системы, в частности, редактор
TeXCreator, обеспечивающий поддержку системы “сэмплов”, было создано участником инициа-
тивной студенческой лаборатории А.О. Богдановым. Для освоения этой системы преподавателя-
ми организованы курсы повышения квалификации на кафедре Прикладной математики Ураль-
ского государственного экономического университета (УрГЭУ). Данная система имеет серъёзную
теоретическую базу, например, исследования [3, 4 и др.]. Базовыми идеями являются, во-первых,
использование элементов (сэмплов) учебно-методического обеспечения, предоставляемых в общее
пользование (с обязательной ссылкой на автора), причём пополнять систему сэмлов может лю-
бой человек или коллектив, имеющие аккаунт в этой системе, во-вторых, алгебраический подход,
состоящий в выделении трёх компонентов: 1) системы базовых элементов (сэмплов); 2) типовых
преобразований и правил типового комбинирования (аппаратно-программный компонент тех-
нологии); 3) механизма аппроксимирования (дидактико-методический компонент технологии).
В-третьих, одной из базовых является идея использования единого инструментария для созда-
ния практически всего спектра учебно-методического обеспечения, причём этот инструментарий,
основанный на профессиональной бесплатной издательской системе LaTeX, прошёл проверку вре-
менем (система развивается с 1980 года!), имеет широкое распространение в среде математиков
и физиков (а также во многих других областях деятельности), обладает большими возможностя-
ми для создания продуктов в различных форматах, в том числе с богатыми мультимедийными
возможностями.

Система предназначена для реализации авторской стратегии подготовки электронных посо-
бий и учебников. Стратегия включает в себя дидактико-методический, аппаратно-программный
и медицинско-эргономический компоненты [3]. В настоящий момент система проходит тестовые
испытания в Уральском государственном экономическом университете (УрГЭУ), группа препода-
вателей университета проходит повышение квалификации на кафедре Прикладной математики
УРГЭУ по подготовке учебно-методического обеспечения с использованием этой системы. С ис-
пользованием этой системы использованы в учебном процессе, опубликованы или подготовлены
к публикации более 10 электронных пособий (в частности, [5]) и большое число пособий в бумаж-
ной и электронной формах (например, [6]), большое число средств контроля: тестов, контрольных
работ, индивидуальных домашних заданий и др.
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Пособия издательства “Интеллект-Центр” как современное средство обучения и
контроля знаний школьников по математике

М.Б. Миндюк

Издательство “Интеллект-Центр”, начиная со своего основания (с 1997 г.), разрабатывает посо-
бия для организации эффективного обучения и контроля знаний учащихся, в том числе, и по
математике. К данному моменту в редакционном портфеле издательства представлены пособия
для текущего, рубежного и итогового контроля.
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Необходимо отметить, что несмотря на то, что авторами пособий являются разные специ-
алисты Московского института открытого образования, Московского центра непрерывного ма-
тематического образования, Московского центра качества образования и учителя-практики по
концепции издательства все материалы представлены в едином методическом подходе, соответ-
ствуют действующим стандартам образования и требованиям к аттестации учащихся.

Остановимся подробнее на наших сериях.

1. Серия “Тестовые материалы для оценки качества обучения” (авторы И.Л. Гу-
сева, С.А. Пушкин, Л.Б. Крайнева, Н.В. Рыбакова и др.) предлагает проверочные работы и
сами задания (с выбором ответа, с кратким ответом и задания с развернутым ответом), которые
соответствуют контрольным измерительным материалам ЕГЭ. Сборники помогают учителю по-
высить эффективность проведения урока, школьнику – подготовиться в итоговой аттестации и к
ЕГЭ. Ученики получают возможность провести самоконтроль знаний, родители – контроль уров-
ня обученности ребёнка по предмету. Администрацией школ сборники могут быть использованы
для определения уровня усвоения учебного материала учащимися и корректировки процесса обу-
чения в соответствии с требованиями образовательных стандартов. Наличие в сборниках таких
приложений как кодификатор элементов содержания, спецификация теста, ответы и критерий
оценивания, бланки ответов делают их безусловно эффективными для использования и востре-
бованными педагогами, учащимися и родителями.

В пособиях представлены работы в двух вариантах для тематического контроля знаний уча-
щихся (на 10-15 минут), а также предлагаются итоговые тестовые материалы за годовой курс
обучения (на 1-2 урока). Текущий контроль позволяет получить оперативную информацию об
усвоении курса, внести необходимые коррективы в преподавание, увидеть индивидуальную тра-
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екторию продвижения учащихся. Предлагаемые тесты носят не только контролирующий, но и
обучающий характер, готовят школьников к рубежному и итоговому контролю.

2. С 2013 года в издательстве разрабатывается новая серия “Математика. Практикум.
Готовимся к ГИА. 5-9 классы” (авторы В.Л. Александрова, И.В. Шестакова, Л.Б. Крайнева,
Г.Д. Карташёва).

Данные пособия представляют собой практикумы по решению задач, предназначенные для
закрепления и систематизации знаний учащимися по математике и алгебре в 5-9 классах и ори-
ентированные на повышение уровня общей математической грамотности школьников, умение
решать задачи основных тем курса математики, выработке прочных навыков арифметических
действий и самостоятельного повторения основного арифметического и алгебраического матери-
ала курса математики.

Каждая тема содержит:
опорный теоретический материал,
образцы решения базовых задач и наиболее сложных заданий курса.
Прослеживается единая структура набора заданий:

• вначале включены материалы базового уровня математической подготовки учащихся;

• далее содержатся задания несколько более сложные, однако не выходящие за рамки содер-
жания математического образования, обозначенного стандартом.

Для развития творческого мышления школьников в пособие включены дополнительные теоре-
тические и практические сведения, помогающие ученикам более рационально выполнять ряд
предлагаемых заданий по изучаемой теме.

В разделе “Для самопроверки” предлагаются тестовые задания в новом формате, и прове-
рочные работы в двух вариантах. Для облегчения контроля и самоконтроля в конце пособия
приведены ответы и комментарии к ним. Для организации контроля включены таблицы для
записи ответов, в предисловии описаны критерии выставления оценки.

Второй вариант работ может быть использован для закрепления знаний в случае, если ученик
не удовлетворен результатами самопроверки.

Приведём несколько примеров заданий из 5 класса:
39. Дополняя до круглого числа, выполните сложение:
Образец: а) 98 + 5 = 98 + 2 + 3 = 100 + 3 = 103;
а) 99 + 14 = ;
б) 17 + 197 = ;
в) 118 + 494 = ;
г) 297 + 116 = ;
д) 5989 + 3648 = .
180. По рисунку определите градусные меры углов:

 А 

D 

B  

O 

194*. Один ученик записал на доске примеры на сложение и вычитание десятичных дробей,
а другой ученик, решив пошутить, стер все запятые. Помогите восстановить записи:
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а) 2 + 34 = 54; б) 18 + 5 = 68;
в) 93 – 6 = 33; г) 20 – 15 = 185.
195. Допишите вместо недостающих цифр нули и выполните сложение:
а) 56,4 б) 0,4378 в) 12,0039

+ 7,86 + 45,09 + 0,5
Материалы всех пособий сделаны в виде рабочих тетрадей, очень удобны в использовании и

оптимизируют время для усвоения материала на уроке.

3. Пособия серии “Контрольные работы в НОВОМ формате” (под редакцией
А.В. Семёнова) предназначены для проведения тематического и обобщающего контроля, ор-
ганизации итогового повторения и ориентированы на действующие в настоящее время массовые
учебники по математике, включенные в Федеральные перечни учебников, рекомендованных (до-
пущенных) к использованию в образовательном процессе в образовательных учреждениях, реа-
лизующих образовательные программы общего образования. Тематика и содержание контроль-
ных работ охватывают требования действующих Федеральных государственных образователь-
ных стандартов. В каждом пособии приведено тематическое планирование изучения материала.
Новый формат контрольных работ усиливает диагностическую и контролирующую функции те-
кущих тематических контрольных работ.

Задания контрольных работ по форме соответствуют заданиям, использующимся в настоя-
щее время при итоговой аттестации за курс основной школы (формат ГИА и ЕГЭ). Контрольные
работы в новом формате помогают учащемуся быстрее адаптироваться к формату контрольных
измерительных материалов ЕГЭ и ГИА. Пособие может являться методически выверенным эле-
ментом рабочей программы изучения предмета.

Структура всех книг следующая:

• количество контрольных работ, предусмотренных традиционным планированием, сохраня-
ется;

• каждая контрольная работа состоит из двух частей:

I часть – базовый уровень, задания на выбор и с кратким ответом;
II часть – задания продуктивного уровня с развернутым ответом;

• даны критерии оценивания выполнения контрольных работ.

Она обеспечивает:

• преемственность заданий в сборниках для разных классов по каждому предмету;

• все задания ориентированы на нормативные документы, которые регламентируют содер-
жание образования, а, значит, и определяют требования к уровню подготовки учащихся;

• контрольные работы в НОВОМ формате можно использовать с любыми программами и
УМК, по которым работает учитель в данной школе.

Очень важным моментом являются рекомендации по использованию материалов сборников
для учебного процесса, в котором даются шкалы оценивания, таблицы соответствия тематике
(параграфам) учебника и теме контрольной работы и т.д.

4. Государственная итоговая аттестация по математике в IX и XI классах состав-
ляет единую систему. Содержательное единство обеспечивается общими подходами к разработ-
ке кодификаторов элементов содержания и требований к уровню подготовки выпускников по
математике; оба кодификатора строятся на основе раздела “Математика” Федерального компо-
нента государственного стандарта общего образования. Для экзаменационных работ характер-
но и структурное единство, которое заключается в обеспечении проверки достижения базового
уровня математической подготовки выпускников, а также повышенных уровней. При проверке
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достижения уровня базовой подготовки и в IX, и в XI классах сделан акцент на проверке уме-
ния использовать приобретенные знания и умения в практической деятельности и повседневной
жизни.

Издательство “Интеллект-Центр” предлагаeт полную информацию об экзаменах в 9 классе в
книге “Государственная итоговая аттестация выпускников 9 классов в новой форме.
Математика”.

Сборник предназначен для подготовки выпускников 9 классов к экзамену и включает:
1) Особенности новой формы государственной (итоговой) аттестации учащихся 9 классов.
2) Методические рекомендации по подготовке к экзамену.
3) Особенности типов экзаменационных заданий.
4) Банк тренировочных заданий по основным разделам курса с ответами и решениями.
5) Тренировочные варианты экзаменационной работы 2013 года с ответами и решениями.
Пособие Математика ГИА – 2014 планируется к выпуску в августе 2013 года. В нём будут

учтены все возможные изменения в содержании и требованиях к ГИА в 9 классе в 2014 году.
Издательство “Интеллект–Центр” предлагаeт самую полную информацию о ЕГЭ в книге “Оп-

тимальный банк заданий для подготовки учащихся. ЕГЭ. Математика”.
Сборник предназначен для подготовки выпускников 2013 года к экзамену и включает:
1) Анализ результатов экзаменов 2012 года.
2) Методические рекомендации выпускникам по подготовке к ЕГЭ-2013.
3) Особенности типов заданий ЕГЭ.
4) Банк тренировочных заданий с ответами и решениями (составлен из открытых заданий

ЕГЭ, использовавшихся на экзаменах в 2002-2012 гг. и из открытого сегмента Федерального банка
тестовых заданий).

5) Тренировочные варианты КИМ ЕГЭ – 2013 года с ответами и решениями.
Пособие Математика ЕГЭ – 2014 планируется к выпуску в августе 2013 года. В нём будут

отражены результаты экзамена 2013 года и скорректированы банки заданий для успешной под-
готовки к экзамену в 2014 году.

Материалы для углубленной подготовки учащихся к ЕГЭ по математике (подго-
товлены ФИПИ) представлены в книге “Отличник ЕГЭ. Решение сложных заданий”.

Данное пособие предназначено для экспертов, методистов, учителей, выпускников, родителей
и всех, кто заинтересован в качественной подготовке к единому государственному экзамену. Рас-
сматриваются особенности заданий с развернутым ответом, используемые в контрольных измери-
тельных материалах. Задания такой формы являются наиболее сложными в экзамене. Они имеют
свою специфику выполнения и оценивания. Материалы каждого предметного пособия помогут
познакомиться с назначением данных заданий, их формами, видами и содержанием; отработать
на примере реальных заданий свои знания и умения, проверить свои силы. Учителя и выпуск-
ники узнают, каким образом эксперты оценивают ответы учащихся, как нужно формулировать
и оформлять ответ, чтобы получить максимально возможный балл за выполнение задания, как
избежать ошибок и неточностей в экзаменационной работе. В пособии даются рекомендации по
выполнению заданий, показано, как оцениваются разные ответы учащихся, приводятся примеры
типичных ошибок, допускаемых на экзамене при ответах.

Все предлагаемые издательством пособия по математике направлены на повышение эффек-
тивности проведения урока, на улучшение качества обученности учащихся, на развитие системы
контроля знаний на различных этапах обучения.
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О кватернионах на уроках математики

И.И. Нараленкова, Т.Г. Семенова, Е.В. Шивринская

. . .Привлечь к себе любовь пространства,
Услышать будущего зов. . .

Б. Пастернак

При многолетнем опыте преподавания в школе Колмогорова темы “Комплексные числа” было
отмечено, что идея расширения множества чисел вызывает неизменный интерес у школьников.
А связанный с этим историко-философский спектр вопросов повышает мотивацию к обучению,
что подтолкнуло преподавателей подготовить расширенную серию семинаров и лекций по этой
теме. Эти уроки являются эффектным итогом изучения теории действительных и комплексных
чисел, и в зависимости от интеллектуальных предпочтений преподавателя и подготовленности
аудитории позволяют углубиться и в исторический, и в философский аспект дальнейшего ее
развития.

Развитие теории действительных чисел и построение комплексных дало мощный толчок для
решения многих проблем, стоящих перед учеными. И все чаще возникает идея о расширении
множества уже комплексных чисел, тем более что этому активно способствовала геометрическая
интерпретация действительных чисел как точек на числовой прямой и комплексных как точек на
плоскости. Арифметические операции над ними являются преобразованиями плоскости, а именно
параллельный перенос, гомотетия, поворот и их композиции.

Поисками новой числовой системы, которая геометрически реализовалась бы с помощью трёх-
мерного пространства, вплотную занялся Уильям Гамильтон.

Гамильтон стал рассматривать комплексные числа как упорядоченную пару действительных
чисел, для которых определенным способом введены арифметические операции. Он строит си-
стему новых чисел, которые являются упорядоченными тройками действительных чисел (a, b, c).
Для комплексных чисел удобна запись a + bi, аналогично для новых чисел он вводит запись
a + bi + cj, где i, j – мнимые единицы, то есть i2 = −1; j2 = −1, такие числа автор назвал
“триплетами” (“триплет” в переводе с латинского значит три).

Гамильтон не сомневался, что теорию триплетов будет построить нетрудно, свою статью 1837
года, посвящённую комплексным числам, он заканчивает обещанием опубликовать вскоре теорию
триплетов.

Действительно, у него не возникло трудностей с определением равенства двух триплетов,
умножением триплетов на действительное число, при определении суммы и разности этих чисел.
Всё здесь заключалось в слове “покомпонентно”.

Трудности возникли при определении произведения таких чисел. Он искал для новой систе-
мы такое правило умножения двух чисел, чтобы сохранились все законы арифметики, которые
известны для действительных чисел, для комплексных чисел: коммутативный закон сложения и
умножения, ассоциативный закон для сложения и умножения, дистрибутивный закон умноже-
ния относительно сложения. Но на первое место Гамильтон ставил вопрос о решении уравнения:
a · x = b, где a 6= 0, a и b – триплеты. Это уравнение всегда должно иметь решение и при этом
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только одно. Вот здесь и возникло у автора затруднение: какой бы способ умножения триплетов
он ни подбирал, всегда находились два числа a и b такие, что a 6= 0; b 6= 0, а их произведе-
ние равно нулю. Много позднее было доказано, что для триплетов не существует такого способа
умножения, при котором уравнение a ·x = 0, где a 6= 0 всегда имело единственное решение x = 0.

В 1843 году Гамильтон гулял с женой по Королевской набережной и вдруг его осенила мысль,
как обойти трудности, возникшие при попытке расширить множество комплексных чисел: “Каза-

лось, что замкнулась электрическая цепь, возникла искра, пришёл вестник долгих

многих лет неуклонной работы мысли”, – писал он в последствии. Он понял, что следует
рассматривать числовую систему не с тремя единицами, а с четырьмя 1, i, j, k, где одна единица
действительная, а три единицы мнимые, то есть надо рассматривать не упорядоченную тройку,
а четверку чисел и записывать эти числа в виде a + bi + cj + dk, где a, b, c, d – действительные
числа. Эти числа он назвал кватернионами от латинского слова “quaterni” – по четыре. Он понял
как надо умножать эти числа. Гамильтон был так поражен своим открытием, что вырезал перо-
чинным ножом на деревянных перилах мостика формулу: i2 = j2 = k2 = i · j · k = −1, которая
явилась основой для составления таблицы умножения.

Открытие кватернионов имело огромное значение для дальнейшего развития науки: на базе
исчисления кватернионов возникло векторное исчисление, они успешно используются в геомет-
рии, теории чисел, механике, теоретической физике. В последние десятилетия стало ясным, что
теория кватернионов является удобным аппаратом для специальной теории относительности.

Арифметика кватернионов

1. Два кватерниона z1 = a1+b1i+c1j+d1k и z2 = a2+b2i+c2j+d2k равны тогда и только тогда,
когда a1 = a2, b1 = b2, c1 = c2, d1 = d2, то есть равны их соответствующие компоненты.

2. Произведением действительного числа λ на кватернион z1 = a1 + b1i + c1j + d1k является
кватернион λz1 = λa1 + λb1i+ λc1j + λd1k.

3. Легко показать, что разностью двух кватернионов z1 = a1 + b1i+ c1j+ d1k и z2 = a2 + b2i+
c2j + d2k является кватернион

z = z1 − z2 = a1 − a2 + (b1 − b2) i+ (c1 − c2) j + (d1 − d2) k.

4. Гамильтон предложил следующее правило умножения двух кватернионов: два кватерниона
умножаются, как обычные многочлены, причем для нахождения произведений типа i · j, j ·
k, k · i и так далее он предложил следующую таблицу умножения:

1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j
j j −k −1 i

k k j −i −1

Заметим, что разные мнимые кватернионные единицы не коммутируют, а антикоммутируют,
например: i · j = k, но j · i = −k.

Правило умножения базисных кватернионов получается циклической перестановкой

i→ j → k → i→ j → k

i · j = k; j · k = i; k · i = j ,

если меняем их местами, то знак произведения меняется с плюса на минус.
Для вычислений с кватернионами полезно получить формулу произведения двух кватернио-

нов:
z1 · z2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k) · (a2 + b2i+ c2j + d2k) =
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= (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2) + i (a1b2 + b1a2 − d1c2 + c1d2)+

+j (c1a2 + d1b2 + a1c2 − b1d2) + k (a1d2 − c1b2 + b1c2 + a1d2) .

Для любых кватернионов z1, z2, z3 имеют место следующие равенства:

1. коммутативный закон сложения: z1 + z2 = z2 + z1;

2. ассоциативный закон сложения (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3);

3. ассоциативный закон умножения (z1 · z2) · z3 = z1 · (z2 · z3);

4. дистрибутивный закон умножения относительно сложения z1 · (z2 + z3) = z1 · z2 + z1 · z3,
(z2 + z3) · z1 = z2 · z1 + z3 · z1.

Пример 1. Дано z1 = 1+ i и z2 = j+ k. Найдите сумму, разность и произведение этих чисел.
Решение. z1 + z2 = 1 + i+ j + k, т.е. z1 − z2 = 1 + i− j − k

z1 · z2 = (1 + i) · (j + k) = j + ij + k + ik = j + k + k − j = 2k

z2 · z1 = (j + k) · (1 + i) = j + k + ji+ ki = j + k − k + j = 2j

z1 · z2 6= z2 · z1.
Определение. Если у кватерниона z = a + bi + cj + dk компоненты b = c = d = 0, то

он называется скаляром; если a = 0, то z = a + bi + cj + dk и Гамильтон назвал его вектором
z = bi+ cj + dk.

Например, z = 5, то есть z = 5 + 0i + 0j + 0k, является скаляром; z = 3i + 4j + 6k является
вектором, кватернион z = 5 + 4i − 3j не является ни вектором, ни скаляром. Каждый вектор
q = bi+ cj+ dk можно изображать в трёхмерном пространстве геометрически как направленный
отрезок, у которого проекции на координатные оси Ox,Oy,Oz соответственно равны b, c, d.

Изобразим вектор q = 3i+ 4j + 6k в трёхмерном пространстве (рис. 1).

 

Кватернионы i, j, k изобразятся в виде направленных отрезков длины 1, лежащих соответ-
ственно на осях Ox,Oy,Oz.

Каждый кватернион z можно записать в виде суммы двух кватернионов: скаляра a (или
действительной части кватерниона) и вектора bi+ cj + dk (или мнимой части кватерниона)

z = S (q) + V (q) = Rez + Imz

S (q) = a = Rez

V (q) = bi+ cj + dk = Imz.

Определение. Если кватернион z = a + bi + cj + dk, то сопряженный ему кватернион z =
a− bi− cj − dk.
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Определение. Модулем кватерниона z = a + bi + cj + dk называется положительное число
|z| =

√
a2 + b2 + c2 + d2.

Пример 2. Дано z = 3 + 5i− 3j + 2k. Найдите модуль |z| и z.
Решение. |z| =

√
9 + 25 + 9 + 4 =

√
47, z = 3− (−5i+ 3j − 2k) = 3 + 5i− 3j + 2k.

Свойства

1) z · z = |z|2 = z · z; 2) z = (z); 3) z1 · z2 = z2 · z1; 4) |z1 · z2| = |z1| · |z2| .
Пример 3. Число a = 30 и число b = 86 можно представить в виде суммы квадратов четырёх

целых чисел. Докажите, что число равное 2580 также можно представить в виде суммы четырёх
квадратов целых чисел.

Решение. a = 12 + 22 + 32 + 42 = 30, число b = 32 + 42 + 52 + 62 = 86, 2580 = a · b.
Пусть z1 = 1 + 2i+ 3j + 4k и z2 = 3 + 4i+ 5j + 6k.
Тогда |z1|2 = |1 + 2i+ 3j + 4k|2 = 12 + 22 + 32 + 42 = 30,

|z2|2 = |3 + 4i+ 5j + 6k|2 = 32 + 42 + 52 + 62 = 86,

z1 · z2 = (1 + 2i+ 3j + 4k) · (3 + 4i+ 5j + 6k) = −44 + 8i+ 18j + 16k,

z1 · z2 = 442 + 82 + 182 + 162 = 2580.

Ответ: 2580 = 442 + 82 + 182 + 162.
Пример 4. Докажем, что уравнение z2+1 = 0 имеет бесконечно много решений в исчислении

кватернионов. Каждый кватернион, который является вектором с единичным модулем, является
корнем такого уравнения.

Решение. Пусть вектор z = bi+ cj + dk, причем b2 + c2 + d2 = 1. Тогда

z2 = (bi+ cj + dk) · (bi+ cj + dk) = b2i2 + cbij + dbki+ bcij+
+c2j2 + dckj + bdik + cdjk + d2k2 =
= −b2 − cbk + dbj + bck − c2 − dci − bdj + cdi− d2 =
= −b2 − c2 − d2 = −

(
b2 + c2 + d2

)
= −1

⇔

⇔ z2 + 1 = 0.
Пример 5. Уравнение z2 − 1 = 0 имеет только два корня.
Решение. z2 − 1 = 0 ⇔ (z − 1) · (z + 1) = 0.
Действительно

(z − 1) · (z + 1) = 0 ⇔ z2 − 1 · z + z · 1− 1 = z2 − z + z − 1 = 0 ⇔
[
z − 1 = 0,
z + 1 = 0

⇔
[
z = 1,
z = −1.

Деление кватернионов

Разделить кватернион Q на кватернион q – это значит, найти такой кватернион x, который
при умножении на q даёт Q. Но найти произведение x на qможно двумя способами: слева (x · q)
и справа (q · x). В общем случае x · q 6= q · x.

Определение. Кватернион x называется левым частным при делении кватерниона Q на
кватернион q, если Q = x · q.

Определение. Кватернион x называется правым частным при делении кватерниона Q на
кватернион q, если Q = q · x.

Пример 6. Найти левое и правое частное от деления кватерниона Q = 2i+2j на кватернион
j + k.

Решение. Найдем левое частное: пусть x = a+ bi+ cj + dk, тогда

2i+ 2j = (a+ bi+ cj + dk) · (j + k) = aj + bk − c− di+ ak − bj + ci− d =
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= (−c− d) + i · (c− d) + j · (a− b) + k · (b+ a) .

Два кватерниона равны, если равны их соответствующие компоненты:




0 = −c− d,
2 = c− d,
2 = a− b,
0 = a+ b

⇔





c = d,
2c = 2,
a = −b,
2a = 2

⇔





a = 1,
b = −1,
c = 1,
d = −1.

a+ bi+ cj + dk = 1− i+ j + k = x.

Правое частное находится аналогично.
Ответ: x1 = a1 + b1i+ c1j + d1k = 1 + i− j + k.

Геометрия кватернионов

Каждое комплексное число a + bi можно представить в тригонометрической форме
ρ (cosφ+ i sin φ), где ρ есть расстояние от начала координат О до точки М, соответствующей

данному числу, а φ – угол который вектор
−−→
ОМ составляет с положительным направлением оси

OX. Аналогичная идея возникает при изучении кватернионов – представление кватернионов в
тригонометрической форме. Пусть

q = q0 + q1i+ q2j + q3k = S (q) + V (q) , (1)

где S (q) - скалярная, V (q) – векторная часть кватерниона q. Рассмотрим в трехмерном про-
странстве вектор (рис. 2).

 
V (q) = q1i+ q2j + q3k.
Длина данного вектора равна
|V (q)| =

√
q21 + q22 + q23 .

Обозначим орт этого вектора обозначим буквой n (на рисунке n =
−−→
ON). Тогда

V (q) = |V (q)| · n.

Плоскость, проходящую через начало координат и перпендикулярную орту n, обозначим через
α. Тогда выберем угол φ такой, что

cosϕ =
S (q)√

(S (q))2 + (|V (q)|)2
=
q0
|q| , sinϕ =

|V (q)|√
(S (q))2 + (|V (q)|)2

=
|V (q)|
|q| .

Тогда q принимает вид
q = |q| · (cosϕ+ n sinϕ) . (2)

Угол ϕ назовем аргументом кватерниона (1), ось l, определяемая вектором n, – осью кватер-
ниона q, правая часть формулы (2) – тригонометрической формой кватерниона q.
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Пример 7. Найти ось кватерниона q = 1+ i+ j+k и его аргумент. Записать этот кватернион
в тригонометрической форме.

Решение. |q| =
√
12 + 12 + 12 + 12 = 2, S (q) = 1, V (q) = i+ j + k, |V (q)| =

√
3. Поэтому орт

n вектора V (q) определяется так:

V (q) =
√
3 · n, n =

1√
3
× (i+ j + k) .

cosϕ =
1

2
, sinϕ =

√
3

2
, т.к. 0◦ ≤ ϕ < 360◦, ϕ = 60◦.

Таким образом, ось кватерниона q изображается в виде прямой OP . Орт этой оси – вектор
O ~N , длина которого равна единице (рис. 3).

 

Рис. 3.

Тригонометрическая форма данного кватерниона такова:

1 + i+ j + k = 2

(
cos 60◦ +

1√
3
(i+ j + k) · sin 60◦

)
.

Теорема. Пусть вектор
−→
OA поворачивается вокруг оси, задаваемой ортом

−−→
ON , на угол ϕ,

причем известно, что
−→
OA⊥−−→

ON . Если вектора
−→
OA и

−−→
ON задаются кватернионами a и n, то в

результате поворота образуется вектор
−−→
OB, определяемый кватернионом

b = (cosϕ+ n · sinϕ) · a. (3)

Пример 8. Пусть вектор
−→
OA (рис. 4) задается кватернионом a = i− j, а вектор

−−→
OP задается

кватернионом i+ j + k. Требуется найти вектор
−−→
OB, который образуется, если повернуть вектор−→

OA вокруг оси OP на 60◦.
Решение. Найдем орт n вектора

−−→
OP : n = 1√

3
(i+ j + k).

Т.к.
−→
OA⊥−−→

OP , кватернион b, соответствующий вектору
−−→
OB, находится по формуле (3):

b =

(
cos 60◦ +

1√
3
(i+ j + k) · sin 60◦

)
· (i− j) .

После преобразований найдем: b = i− j.
Отсюда видно, что проекции вектора

−−→
OB на оси Ox,Oy,Oz равны соответственно 1, 0,−1.

Вектор
−−→
OB изображен на рис. 5.
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Рис. 4 Рис. 5

Задачи для самостоятельного решения.

1. Найдите сумму кватернионов
а) z1 = 3 + 4i+ 5j + 6k и z2 = −5 + 6i− 3j + 2k, б) z1 = 5j − 12k и z2 = 3 + 4i.
2. Найдите разность кватернионов z1 − z2
а) z1 = −4 + 7i− 3k и z2 = j + 6k, б) z1 = i+ 3j + 2k и z2 = 1− 3i+ 3j.
3. Найдите произведение кватернионов z1 · z2 и z2 · z1
а) z1 = 5i− 6j + 2k и z2 = 3 + 4i− 2k, б) z1 = 12− i+ 2j и z2 = 7 + 3i− 2j,
в) z1 = 2j − 3k и z2 = 7 + 3i− 2j.
4. Выведите формулу квадрата z2, если z = a+ bi+ cj + dk.
5. Найдите модуль кватерниона z = a+ bi+ cj + dk и число z – сопряженное с z.
а) z = 3− 5i+ 2k − 3j, б) z = 12i+ 5k, в) z = 4− 7k + 2j, г) z = 5− 3j.
6. Проверьте справедливость формулы z · z = z · z = |z|2 для чисел
а) z = i− j + k, б) z = 1− 2i+ 4j − 3k.
7. Числа 51 и 105 можно представить в виде суммы квадратов четырех целых чисел, докажите,

что число 5355 можно также представить в виде суммы квадратов четырех чисел.
8. Сколько решений имеет уравнение
а) z4 − 1 = 0, б) z3 + 1 = 0.
9. Найдите левое и правое частное для чисел z1 и z2
а) z1 = 2− i+ j и z2 = −2j + k, б) z1 = i+ j + k и z2 = i− j − k.
10. Найдите ось кватерниона и его аргумент, и запишите в тригонометрической форме
а) z = 1− i− j + 2k, б) z = 2i− 3j + k, в) z = 2− j + 3k.
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Особенности применения информационных технологий в формировании элементов
исследовательских умений учащихся коррекционных классов

Ю.В. Неговеева

В настоящее время наблюдается повышение интереса к математике у значительного числа уча-
щихся основной школы. Это, естественно, связано с необходимостью сдать ГИА, но также с по-
ниманием родителей возрастающей роли этой науки в жизни. Поэтому необходимо позаботиться
о том, чтобы на уроках каждый ученик работал активно и увлечённо, и использовать это как
отправную точку для возникновения и развития любознательности, глубокого познавательного
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интереса. Это важно в подростковом возрасте, а особенно в коррекционных классах (КРО) или
у слабоуспевающих учащихся.

Дети “группы риска” характеризуются более низкими в сравнении со сверстниками адапта-
ционными возможностями. Но при этом эти дети обладают “сохранным интеллектом”, не имеют
выраженных отклонений в развитии, у них нет задержки психического развития церебрально-
органического генеза, умственной отсталости, выраженных нарушений речи, слуха, зрения, дви-
гательной сферы.

В системе КРО развитие общих способностей к учению является основной целью коррекцион-
но-развивающей работы с учащимися. И ни у кого не возникнет сомнений, что именно математика
способствует развитию общеучебных умений. На начальных этапах содержание и методика обу-
чения подстраиваются под индивидуальные типологические особенности детей с трудностями в
обучении. Когда успешность обучения в классах КРО помогает учащимся избавиться от сложив-
шихся представлений о собственной посредственности, неспособности, и даже неполноценности,
содержание обучения усложняется, а темп прохождения учебного материала увеличивается. В
результате не столько обучение подстраивается под индивидуальные особенности ученика с труд-
ностями в обучении, а скорее ученик подстраивается под постепенно убыстряющийся и усложня-
ющийся процесс обучения. И поэтому задача учителя так организовать учебный процесс, чтобы
помочь школьнику “идти в ногу”.

Многие педагоги и психологи занимаются проблемой помощи учащимся классов коррекци-
онно-развивающего обучения. Но при этом мало внимания уделяется развитию у них исследо-
вательских умений. А ведь именно упор на развитие исследовательских умений положительно
влияет на общее развитие учащихся классов КРО.

Наше исследование показало, что развивать элементы исследовательских умений у этих школь-
ников можно и нужно, надо только найти подход к каждому и мотивировать умело поставленной
проблемой, которая связана с интересами обучаемого. Поэтому учитель должен знать психоло-
гические особенности каждого ученика и их интересы. Это вполне возможно, т.к. классы КРО,
как правило, небольшие по численности и с ними всегда работает психолог.

Особая роль в работе с этими школьниками принадлежит информационным технологиям, ко-
торые любят все школьники. Но в организации деятельности в этих классах нужна особая осто-
рожность и четкое продумывание места и времени использования компьютера на уроке. Иначе
дети могут просто сорвать урок, не желая расставаться с компьютером.

Наши наблюдения и результаты эксперимента показали, что с девочками применять ИКТ
лучше в начале урока, они активизируются, быстрее “входят” в тему урока. Для этих целей,
например, в 5 классе хорошо подходят различные презентации с героями из мультфильмов, ко-
торые проверяют их счет, или поход с мамой в магазин за продуктами, когда надо складывать
какие-то большие числа. При этом, работая с детьми “группы риска”, мы основное внимание уде-
ляем развитию таких элементов исследовательских умений, как умение ставить цель работы (что
мы будем делать, чему мы хотим научиться и т.п.), умение выдвигать и обосновывать гипотезы
(сколько мы потратим денег), умение планировать решение проблемы (рассчитать покупку про-
дуктов на определенную сумму), умение классифицировать (расставить геометрические фигуры
или числа на места по определенному признаку). Часто такие задачи приходится решать и с под-
ростками 6-7 классов, связывая их с темой урока. Конечно, эта работа больше индивидуальная,
когда у каждого ученика имеется ноутбук или планшет. И помогает этому малая наполняемость
классов КРО. А иногда договариваемся с учителями параллельных классов, делим классы на
девочек и мальчиков, и работаем с ними по отдельности.

С мальчиками работаем по-другому. Они, как правило, неуравновешенные, и с ними надо
“брать быка за рога”, т.е. сразу ставим цель урока, делаем общую презентацию по теме изучаемо-
го материала, даем каждому образец работы, задание для выполнения по этому образцу (ответы
вводим в компьютер, возможно и выполнение задания на компьютере). Когда задание правильно
выполнено, то ученик может в конце урока играть на компьютере: здесь мы предлагаем загадки,
математические кроссворды, элементы занимательной математики или математические путеше-
ствия. Но иногда приходится идти на компромисс (с очень трудными детьми), когда позволяешь
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самому школьнику выбрать “свою” игру. Это, можно сказать, особый педагогический прием: мо-
тивация к последующим занятиям математикой.

Применение компьютера в значительной степени позволяет продвинуться в изучении матема-
тики. Организация обучения школьников с использованием новых технологий позволяет решить
проблему наглядности, сделать обучение интересным, увлекательным и ярким, разнообразным
по форме; индивидуализировать процесс, развить элементы исследовательских умений такие как
сравнение, анализ, синтез, способности к обобщению и конкретизации, создать условия для кор-
рекции памяти, внимания и других психических функций.

Также мы используем в своей работе материалы электронных энциклопедий, энциклопедий
“Кирилла и Мефодия”, Википедии, Математической энциклопедии, Обучающие игры и развива-
ющие программы и т.д.

При наличии интерактивной доски все вместе выполняем устные упражнения, рисуем кар-
тинки и схемы к задачам, показываем геометрию в действии; решаем задания и корректируем
их прямо на доске и т.д.

Кроме того, мы даем школьникам домашние задания по поиску в Интернете интересных (на
их взгляд) математических игр, кроссвордов, развивающих задач по данной теме или интерес-
ных вопросов, в частности, связанных с историей математики. Затем эти материалы анализируем,
обсуждаем: чему мы научимся, решая ту или иную задачу. Эта работа также формирует элемен-
ты исследовательских умений, повышает самооценку учащихся и позволяет быстрее перейти в
обычный класс массовой школы. Но иногда дети не хотят возвращаться в обычный класс, т.к.
здесь им уделяется больше внимания, они всегда имеют возможность задать учителю вопрос,
посоветоваться с ним.

Следует заметить, что у учащихся данной категории не сформированы навыки концентра-
ции внимания и запоминания учебного материала, на уроках математики необходимо с ними
выполнять заданий в несколько раз больше, нежели с обычными учащимися. В силу своего пси-
хического развития учащиеся из классов КРО не могут сразу запомнить правила, определения,
формулы, потому им разрешается пользоваться различными инструкциями по выполнению зада-
ний. Применение информационных технологий решает эти проблемы гораздо быстрее, когда дети
могут несколько раз вернуться к заданию, уточнить условие задачи, посмотреть рекомендации к
решению без помощи учителя.

Таким образом, включение в урок информационно-компьютерных технологий делает процесс
обучения математике интересным и занимательным, облегчает преодоление трудностей в усвое-
нии учебного материала, создает психологический комфорт на уроке.
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Дифференциальные уравнения: особенности тестирования

Ю.К. Оленикова, В.Ш. Ройтенберг

Переход на двухуровневую систему преподавания в соответствии с федеральными государствен-
ными стандартами третьего поколения, требующими реализации профессиональных и общекуль-
турных компетенций; увеличение в учебных планах доли самостоятельной работы студентов в
ущерб количеству лекционных и практических занятий; удаление из учебных планов таких форм
текущего контроля, как контрольные и расчетно-графические работы; интенсификация труда
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преподавателя в виде повышения нагрузки, – характерные особенности современной “эпохи” в
образовании.

Известно, к чему приводит бесконтрольность в любой сфере деятельности. Нетрудно дога-
даться, к каким негативным последствиям может привести халатное отношение к обучению мо-
лодых людей, которые завтра будут решать судьбу страны, займут ключевые и руководящие
посты. Потому к тестированию, в настоящий момент практически единственной реальной фор-
ме контроля, требуется очень серьезное, вдумчивое и творческое отношение. Тем более, что те-
стирование, как и любая форма контроля, может выполнять не только контролирующие, но и
обучающие функции.

При отсутствии возможности регулярного тестирования в компьютерной форме оно может
проводиться и в традиционной бланочной форме, которая требует небольших затрат времени как
на его проведение во время занятия, так и на проверку [1].

На кафедре высшей математики Ярославского государственного технического университе-
та по инициативе и под руководством авторов этой статьи в настоящее время разработаны и
используются тесты практически по всем изучаемым разделам курса математики.

Учитывая опыт и ошибки различных тестирований, авторы пришли к следующим принципам
составления комплекта тестовых заданий.

1. В тестах должны проверяться знания всех основных вопросов раздела, включая и теоре-
тические.

2. Сложность вычислений должна быть минимальной.
3. Форма ответов по возможности должна быть открытой.
4. Теоретические вопросы и ответы к ним в основном не должны быть стандартными форму-

лировками из учебника, а требовать понимания изученного материала и могут формулироваться
в виде задач.

5. Тесты и ответы к ним должны быть готовы к использованию в компьютерной форме, при
этом допустимо микширование только по горизонтали (то есть только заданий с одинаковым
номером).

6. Структура вариантов единообразна.
7. Каждый вариант содержит 10 заданий, что удобно при пересчете в любую систему оценки,

в том числе, и балльно-рейтинговую.
8. В тестах должны быть учтены варианты изложения материала различными лекторами,

согласованы терминология и обозначения.
Следуя этим требованиям, авторы подготовили образцы тестов по линейной алгебре, век-

торной алгебре, аналитической геометрии, введению в анализ, дифференциальному исчислению
функции одной переменной, интегральному исчислению функции одной переменной, дифферен-
циальным уравнениям. В соответствии с образцами коллективом кафедры высшей математики
по каждому из этих разделов составлены 30 вариантов тестов, что при указанном микшировании
дает 3010 тестов [2]. Часть тестов мы предоставляем студентам в качестве демонстрационного
варианта и для репетиционного тестирования в системе дистанционного обучения MOODLE. Од-
нако сама контрольная работа пока проводится в форме бланочного тестирования. Это обуслов-
лено, в частности, и тем, что тестирование, рассчитанное не более чем на академический час,
приходится проводить почти одновременно в 50-60 группах, что приводит к нерациональному
использованию компьютерных классов и времени, отведенного на аудиторные занятия.

Раздел “Дифференциальные уравнения” ввиду важности его приложений требует особого вни-
мания. В нем мы должны дать студентам представление об основах математического моделиро-
вания. Это требует значительного времени. В настоящее время в Интернете существует много
калькуляторов, позволяющих получить on-line решение практически любого дифференциального
уравнения, которое может встретиться студенту. Поэтому появляется вполне разумное желание
не тратить время на отработку техники решения дифференциальных уравнений, а разрешить
студентам использование онлайн калькуляторов для решения уравнений, например, из домаш-
них и расчетно-графических заданий. При реализации этой идеи возникают, как показал наш
опыт, довольно много проблем. Часть из них связаны с вопросами введения данных. Напри-
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мер, калькулятор требует записи производных штрихами: y′, y′′, ..., а в уравнениях, которые надо
решить, производные могут быть записаны в виде ẋ или d2p

dy2 , или, страшно даже представить,
уравнение дано в дифференциальной форме. Таким образом, пользователь должен понимать раз-
ные формы записи дифференциальных уравнений и уметь преобразовывать из одной формы в
другую. Невозможно использовать калькулятор, если пользователь не понимает, что значит “ре-
шить дифференциальное уравнение”. Если от студента требуется не только ответ, но процедура
решения, то для понимания текстов, приводимых компьютером, требуется знания стандартной
классификации уравнений и методов решения. Не будем обращать внимание на мелкие детали,
такие как английский язык, который используется в комментариях к решениям и ответам, непри-
вычные обозначения вроде log вместо ln и tan вместо tg, которые студенты часто переписывают,
не задумываясь об их смысле. Вывод понятен: чтобы студент мог сознательно пользоваться on-
line калькуляторами, ему следует знать основные понятия и решить самостоятельно некоторое
число стандартных уравнений, пусть технически и не сложных. Соответственно, в современных
тестах обязательно должны быть вопросы, способствующие адаптации к использованию онлайн
калькуляторов.

Ниже приводится вариант теста, в котором, как мы считаем, учтены сформулированные вы-
ше замечания. Отметим, что задания с одинаковым номером в разных вариантах достаточно
разнообразны в рамках заданной темы. Например, в пятом тестовом задании есть задача на
нахождение нахождения общего решения уравнения y′′′ = e2x, задача определения уравнения,
получающегося из уравнения y′y′′ = y заменой переменных p(y) = y′, и т.д.

Пример теста по разделу “ Обыкновенные дифференциальные уравнения”

1. Если y(x) – решение дифференциального уравнения y′ = y2, удовлетворяющее начальному
условию y(0) = 1, то y(5) равно:

2. Установить соответствие между уравнением
1) y′ + xy = x2 + 1; 2) y′ + y

x = cos y2

x2 ; 3) y′ = y2+1
x

и его типом:
а) уравнение с разделяющимися переменными; б) однородное уравнение; в) линейное уравнение;
г) уравнение Бернулли.

1) 1-б, 2-б 3-г; 2) 1-а, 2-б, 3-в; 3) 1-б, 2-г, 3-а; 4) 1-в, 2-б, 3-а.
3. Общее решение дифференциального уравнения xy′ − 2y = 2x4 имеет вид:
1) y = Cx2 + 2

3x
5; 2) y = Cx2; 3) y = x2 + C; 4) y = 2

3x
5.

4. Если функция y = a
x4 является частным решением дифференциального уравнения y′+b yx =

0, удовлетворяющим условию y(−0, 5) = 2, то a · b равно:
5. Решение задачи Коши y′′y′ = x, y(1) = 2, y′(1) = 1, имеет вид:
1) y = x2 − x+ 2; 2) y = x2+3

2 ; 3) y = x3+5
3 ; 4) y = x3 − x+ 2; 5) y = ex − 1.

6. Общее решение дифференциального уравнения y′′ − 2y′ + 2y = 0 имеет вид:
1) y = C1e

−x + C2e
−2x; 2) y = x(C1 cos 2x+ C2 sin 2x);

3) y = ex(C1 cos x+ C2 sinx); 4)y = C1e
−2x + C2e

2x; 5)y = C1e
x + C2xe

x.
7. Установить соответствие между дифференциальными уравнениями и видом их частных

решений:

1) y′′ + 2y′ + 2y = 5 + 5x+ 2x2; а) yч = C0x+ C1x
2;

б) yч = C0 + C1x+ C2x
2;

2) y′′ + 2y′ = 5 + 5x+ 2x2; в) yч = (C0 + C1x+ C2x
2)x2;

г) yч = (C0x+ C1x
2)x;

3) y′′ = 5 + 5x+ 2x2; д) yч = (C0 + C1x+ C2x
2)x.

Здесь C0, C1, C2 – некоторые числа.
1) 1- а, 2-д, 3-б; 2)1- б, 2-г, 3-д; 3)1- а, 2-б, 2-д; 4) 1-б, 2-д, 3-в; 5) 1-б, 2-в, 3-д.
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8. Общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения y′′ − y = 3e2x

имеет вид:
1) y = C1 + C2e

−x + 3e2x; 2) y = C1e
x + C2e

−x + e2x;
3) y = C1 + C2e

x + x; 4) y = C1e
x + C2e

−x + 3e2x.

9. Решение системы дифференциальных уравнений

{
x′ = −7x+ y,
y′ = −2x− 5y

может быть сведено к

решению уравнения:
1) x′′ + 7x′ − 37x = 0; 2) x′′ = 7x′ − 2x; 3) x′′ + 7x′ + 37x = 0; 4) x′′ + 12x′ + 37x = 0.
10. Если y1(x), y2(x) – фундаментальная система решений линейного однородного диффе-

ренциального уравнения второго порядка, то из следующих утверждений
а) y1(x), y2(x) – линейно зависимы; б) y1(x), y2(x) – линейно независимы;

в) y = y1(x)− y2(x) – решение; г)

∣∣∣∣
y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ 6= 0; д) y1(x)y′2(x)− y′1(x)y2(x) = 0

верны только 1) а, в, г; 2) б, в, г; 3) б, в; 4) а, г; 5) а, д.
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Коучинговый подход в обучении старшеклассников как технология реализации
современного математического образования

В.Е. Пырков

Есть одно качество, которым требуется обладать,
чтобы побеждать, и это определенность цели, знание,
чего человек хочет, и жгучее желание достигнуть этого.

Наполеон Хилл

Постановка проблемы

Общепризнанные неутешительные оценки результатов обучения современных школьников тре-
буют выявления своих причин и изменений в образовании, связанных с их преодолением и пре-
дупреждением. В значительной степени успешность обучения ученика зависит от его внутренней
мотивации к учению, от его желания и готовности мобилизовать все свои способности для этого
вида деятельности.

Следует отметить, что во время обучения в школе отношение учащихся к учебной деятель-
ности претерпевает серьезные изменения, и не в лучшую сторону. Особенно критичной ситуация
становится начиная с подросткового возраста, в котором для большинства учащихся характерно
существенное снижение учебно-познавательной мотивации, и учение нередко превращается для
таких учеников в скучную, тягостную обязанность. Результаты этого неизменно сказываются и
на последующем этапе обучения в старшей школе.

Для того, чтобы ребенок относился к учебе более осознано, знания, которые он получает в
школе, должны приобрести для него личностный смысл. Но этого часто не происходит. Учеба для
многих школьников, даже старших и выпускных классов, является не лично значимой целью, а
нудной обязанностью, от которой хочется как можно скорее избавиться. В результате они отно-
сятся к учебной деятельности формально, не стремятся к высоким результатам, не реализуют
свой потенциал.
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Помочь ученикам перестать быть пассивными участниками образовательного процесса и пе-
рейти к активному, осознанному отношению к учебной деятельности как к лично значимой, мо-
жет коучинг.

Следует признать, что все вышесказанное относится не ко всем учащимся, есть среди них и
такие, кто учится осознанно, с интересом и находит в учебной деятельности личностный смысл,
но их, к сожалению, не так много. Работа коуча с такими учениками позволит им добиться не
просто хороших, а грандиозных результатов.

Что такое коучинг?

Так что же такое коучинг? Коучинг (coaching) - новый и для многих в нашей стране пока малоиз-
вестный подход к развитию человека. Предтечей коучинга был профессор Гарвардского универ-
ситета и спортсмен Тимоти Гэлвей (Timothy Gallwey). Открытие Т. Гэлвея состояло в том, что
значительным фактором спортивного успеха, а, следовательно и спортивных тренировок, оказа-
лось душевное состояние спортсмена, то, как он думает, как направляет внимание, что считает
для себя возможным, а что – нет. Книги Т. Гэлвея стали бестселлерами. Он определил коучинг
как “технологию раскрытия потенциала человека с целью максимального повышения его эффек-
тивности“.

В настоящее время коучинг переживает пик популярности за рубежом. Он нашел применение
не только в спорте, но и в бизнесе, экономике, политике, образовании и других важных сферах
человеческой деятельности. Коучинг представляет собой форму консультативной поддержки, ко-
торая помогает человеку достигать значимых для него целей в оптимальное время путем моби-
лизации внутреннего потенциала, развития необходимых способностей и формирования новых
навыков.

По мнению Н.А. Зыряновой, цель коучинга в обучении – помогать учащимся учиться активно
и сознательно, поддерживать их намерение самостоятельно приобретать знания, способствовать
тому, чтобы они могли максимально использовать свой потенциал, развивать навыки, лучше
выполнять свои учебные обязанности и в результате – достигать желаемых результатов [4, c. 47].

Коучинг в школах Норвегии. Отечественный опыт

Первое официально зафиксированное использования коучинга в сфере школьного образования
было предпринято в Норвегии в 2002 году.

Автором этого проекта стал Ян Георг Кристиансен – мастер-коуч Международной Федерации
Коучинга, глава Эриксоновского университета Нордик с 1998 г.

Все началось со школы-гимназии Уллерн в округе Аскер. В 2001 году положение дел в шко-
ле было так плохо, а её авторитет так низок, что набор в школу составил всего 9 учеников на
30 учителей, при том как максимально допустимой “квотой” в Норвегии принято 70 учащихся
на одного преподавателя. Школа Уллерн была исключена властями из списка школ, но получи-
ла последний шанс на исправление своего положения. Администрация школы решила внедрить
коучинговый подход в образовательный процесс школы. Многократные беседы в коучинг стиле
между директором, учителями и Яном Кристиансеном и большое количество мероприятий сов-
местно с Норвежским Представительством МЭУ привели к поразительным результатом: в 2005
году эта школа была официально объявлена одной из лучших школ Норвегии. В 2006 году этот
эксперимент был повторен в школе Воллен и результаты этого проекта были признаны номе-
ром 1 среди 150 норвежских школ – претендентов на финансовую поддержку от Национального
Департамента по Образованию. Далее, проект "Коучинг в образовании"стал развиваться в меж-
региональном, а потом и национальном масштабах. Результаты этого опыта описаны в книгах
[1, 2].

С 2010 года коучинг появился в некоторых отечественных образовательных учреждениях.
Приоритет по внедрению коучинга в сферу образования принадлежит Ростову-на-Дону, где про-
фессиональную подготовку по применению коучинга в образовании под руководством к.п.н. На-
тальи Гульчевской уже прошли более 300 учителей и администраторов образовательных учре-
ждений; позже подобные курсы появились в Москве, Минске, Екатеринбурге и др.
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В Фейсбуке существует сообщество коучей, занимающихся проблемами образования, которое
на сегодняшний день насчитывает около 200 активных участников.

Реформа образования

Почему же внимание к коучингу в образовании сегодня оказалась наиболее актуальным и как он
соотносится с реальными проблемами отечественной школы? Современная реформа отечествен-
ного образования предполагает три основных направления в реформировании традиционной си-
стемы: содержательное, организационное и процессуальное.

Содержательные изменения определяются стандартом (для двух уровней: обязательном и
повышенном) и примерными программами; они предполагают раннее выявление потенциально
одаренных детей и развитие их способностей, развитие природных задатков и др.

Организационные связаны с решением вопроса о продолжительности учебных занятий, дня,
недели; сокращением нагрузки на учеников за счет введения интегративных курсов и выбор
дисциплин по интересам учащегося и др.

Процессуальные связаны с переориентацией всей системы на развитие личности. Они затра-
гивают внутренние пласты педагогической деятельности, изменение стиля поведения учителя и
способов его взаимодействия с учеником.

Первые два направления определяются нормативными документами и находятся практически
вне зоны влияния основного участника образовательного процесса – учителя, третье же – полно-
стью зависит от него. Но какие технологии позволят учителю реализовать эти процессуальные
изменения? Какие результаты предполагается достичь в результате их применения?

Требования к подготовке учащихся, выдвигаемые ФГОС делятся на три равноценные группы:
личностные, метапредметные и предметные. Требования последней группы, в силу разработан-
ных инструментов измерения успешности их изучения, более близки для учителя-предметника и
активно обсуждаются на страницах методической периодики. А требования первых двух групп,
порой воспринимаются не как необходимость, а как дань “педагогической моде”. Для многих учи-
телей и средства, и технологии формирования этих результатов, и инструменты их измерения
мало понятны (тем более, что они совсем не нужны для ЕГЭ). Все это приводит к их простому
декларированию и, в лучшем случае, восприятию на неком интуитивном уровне.

Между тем, метапредметные результаты освоения основной образовательной программы пред-
полагают формирование у учащихся “умения самостоятельно определять цели деятельности и
составлять планы деятельности; самостоятельно осуществлять, контролировать и корректиро-
вать деятельность; использовать все возможные ресурсы для достижения поставленных целей и
реализации планов деятельности; выбирать успешные стратегии в различных ситуациях; владе-
ние навыками познавательной рефлексии как осознания совершаемых действий и мыслительных
процессов, их результатов и оснований, границ своего знания и незнания, новых познавательных
задач и средств их достижения”.

У педагогического работника, реализующего основную образовательную программу, стандарт
предполагает наличие умения “обеспечивать условия для успешной деятельности, позитивной
мотивации, а также самомотивирования обучающихся”.

Именно коучинг является наилучшим инструментом для реализации этих требований стан-
дарта.

Логика применения коучинга

Основная задача коуча – поддерживать у учащихся уверенность в своих силах, сформировать
у них адекватную самооценку. Вера учащихся в свои возможности, степень их осознания спо-
собствуют высокой учебно-познавательной мотивации и формированию ответственности за свою
учебу.

Коучинг может считаться осуществленным только в том случае, если учащийся приходит
к искреннему осознанию необходимости учебной деятельности для достижения своих личных
целей. Задача коуча – помочь ему прийти к этому осознанию. Как пишут Э. Парслоу и М. Рэй,
“вы не можете никого ничему научить, прежде чем человек сам этого не захочет; вы можете
привести лошадь на водопой, но не в ваших силах заставить ее пить!” [5, c. 57].
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Очень важно, чтобы ученик в совместной работе с коучем смог определить свои личные цели,
прийти к пониманию того, для чего ему необходима учебная деятельность.

Определение целей, к которым ученик будет стремиться, очень серьезная задача. Многим
учащимся средней школы трудно увидеть связь своего будущего с сегодняшним днем. Ближе к
выпускным классам каждый ученик уже задумывается о своих ценностях и о том, чего он хочет
достичь в своей жизни в соответствии с ними, но зачастую он всячески избегает двигаться в
направлении этих целей, ставить их и подчинять им свою жизнь.

Эта необязательность, в свою очередь, приводит к снижению его самооценки и самоуважения.
Поэтому необходима специальная работа с учениками, обучающая их целеполаганию, планиро-
ванию и навыкам достижения поставленных целей, т.е. именно то, что умеет профессионально
делать учитель-коуч.

Особое внимание при проведении коучинга в старшем школьном возрасте следует уделять
определению частных целей (промежуточных результатов) и составлению плана их достижения.
Коуч вместе с учеником должен осуществлять постоянный мониторинг процесса достижения
промежуточных целей и оценку достигнутого, которая проводится после каждого этапа. На этой
стадии учащийся должен найти для себя ответы на следующие ключевые вопросы: “Достигнуты
ли поставленные цели?”, “Какие изменения были внесены в планы и почему?”, “Чему научил
данный опыт?”, “Что я сделаю теперь по-другому?” и т.д.

В результате ученик должен рассматривать свои ошибки и неудачи не как проигрыш или
провал, а как ценный опыт, который позволит более эффективно продвигаться вперед.

Учебная деятельность будет являться эффективной лишь в том случае, когда учащийся при-
мет на себя ответственность за ее результаты. Полезным здесь является совместное с коучем
планирование процесса достижения цели и составление его плана. В этот план должны быть
включены ответы на основные вопросы коучинга:

• Что именно мне необходимо достигнуть?

• Как это конкретно будет выглядеть?

• Зачем мне это нужно?

• Как я узнаю о том, что достиг желаемого?

• Когда я готов начать этот процесс?

• Когда этот процесс завершится?

• Что конкретно мне следует делать?

• Какие возможны препятствия на моем пути?

и др.

Технологичность коучинга

Почему реализацию коучингового подхода в обучении школьников можно считать образователь-
ной технологией? Да потому, что он соответствует существующим определениям образователь-
ной технологии и имеет все присущие её компоненты. О.Б. Епишева трактует образовательную
технологию как продуманную во всех деталях модель совместной учебной и педагогической де-
ятельности по проектированию, организации и проведению учебного процесса с безусловным
обеспечением комфортных условий для учащихся и учителя, которая предполагает реализацию
идеи полной управляемости учебным процессом [3, c. 32].

Модель процесс коучинга складывается из нескольких четко определенных этапов:

1. Постановка цели и осознание её реальности.

2. Анализ необходимых составляющих успеха.

3. Анализ имеющихся возможностей.

4. Определение путей достижения цели, выбор стратегии.

5. Мониторинг достижения цели и анализ результатов.
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Для каждого из этих этапов в арсенале профессионального коуча есть соответствующий набор
инструментов и техник, из которых он подбирает наиболее оптимальную комбинацию для каж-
дого конкретного ученика и каждого конкретного случая.

Первый и все определяющий шаг на этом пути, в котором учащимся может помочь коуч: осо-
знать их личную потребность в обучении. В результате этой работы ученик должен распрощаться
с иллюзиями относительно того, что его обучение и достижение целей (например, успешное окон-
чание школы и подготовка к поступлению в вуз) – это забота школы и учителя. Ему необходимо
четко осознать, что обучение и развитие являются, прежде всего, его личными задачами.

На этом пути ему поможет совместная работа с коучем, который будет оказывать действен-
ную помощь, поддержку, делиться опытом: будет формировать своеобразную поддерживающую
среду (для успешного достижения целей, ученику также необходима поддержка и признание его
успехов со стороны всего класса, коллектива учителей и родителей, что тоже является результа-
том комплексной работы с учителем-коучем).

Коучинг и школьный урок

Если говорить о традиционной структуре урока и структуре коуч-сессии, то они удивительным
образом совпадают. Это обстоятельство свидетельствует в пользу естественности применения
коучингового подхода даже в этом основном элементе учебно-воспитательного процесса.

Структура урока Структура коуч-сессии

Контакт с классом. Создание доверительных отношений.
Формулирование целей урока. Определение цели.

Формат конечного результата.
Тело урока (изучение нового материала; Создание опыта.
выработка навыка; обобщение и Анализ возможностей и ресурсов.
систематизация и др.)
Постановка домашнего задания. Определение первых шагов –

действий ведущих к цели.
Рефлексия. Итоги. Ценность.
Спасибо за урок! Благодарность

Инструменты учителя-коуча

Инструментарий коучинга и применяемые в нем техники довольно разнообразны. Их рассмот-
рение требует отдельного внимания. Тем не менее, в качестве примера рассмотрим два из них в
уже готовом виде, которые мы применяли в обучении математике старшеклассников. Это “Колесо
развития” и “Линия времени”
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Такое “Колесо” составляется каждым учеником по результатам промежуточных работ в пе-
риод изучения темы, либо опираясь на самооценку ученика при её повторении. При этом “10”
означает уверенное владение данным умением, а “1” – только знание о его существовании. По-
добные “Колеса” можно сделать по каждому умению или элементу содержания из спецификации
к ЕГЭ по математике или любому другому предмету, а можно и по номерам заданий части В
и части С. Дальнейшая работа с этим инструментом позволяет четко спланировать действия по
ликвидации пробелов в знаниях и заполнения “белых пятен”.

Линия времени 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для каждого ученика эта линия времени будет своей, в зависимости от желаемого резуль-
тата, способностей и возможностей обучения. Её можно составить ученику самостоятельно или
совместно с учителем, репетитором или преподавателем курсов дополнительной подготовки.

Выводы

Итак, во-первых, потребность в использовании коучингового подхода в современной школе до-
статочно очевидна, особенно на старшей ступени образования, т.к. именно старшеклассники уже
готовы ставить перед собой цели, способны оценить их значимость для себя и своей дальнейшей
жизни, но не знают как с этими целями работать и не знакомы с эффективными инструментами
для их достижения.

Во вторых, коучинговый подход максимально соответствует концепции личностно-ориентиро-
ванного образования (по крайней мере, нам пока неизвестна наиболее личностно-ориентирован-
ная и конкретная образовательная технология), а коучинговые навыки органично встраиваются
в профиль компетенций современного учителя.
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Об интернет-поддержке для учителя математики в овладении знаниями
профессионально-исторической направленности

В.Е. Пырков

Постановка проблемы

Одной из тенденций развития математического образования является его гуманитаризация, кото-
рая в современных реалиях получила официальный статус и документальное оформление своего
содержания. Так, в примерных программах по учебным предметам основной школы по стандар-
там второго поколения образовательная область “математика” призвана предстать перед учени-
ком, прежде всего, как элемент человеческой культуры. С этой целью в содержание программы
был введен новый раздел – “Математика в историческом развитии”, который должен обеспечить
общеинтеллектуальное и общекультурное развитие учащихся.

История науки все шире проникает в учебники математики, но пока не более чем в качестве
“исторических комментариев” к изучаемому материалу параграфа. Курс истории математики
изучается будущими учителями в педагогических вузах, правда в ничтожно малом объеме. Это-
го явно недостаточно для реализации положений современной программы по математике и со-
здания в процессе изучения основного содержания математического образования гуманитарного
культурно-исторического фона.

С целью разрешения в некоторой степени указанного противоречия нами был создан сайт
pyrkov.professorjournal.ru, посвященный интернет-поддержке в изучении дисциплин профессио-
нально-исторической направленности. Описанию его содержания и функциональности и посвя-
щена эта заметка.

Характеристика проекта

Сайт создан при поддержке благотворительного фонда В. Потанина на специально предостав-
ленной для этого платформе professorjournal.ru, где размещены сайты преподавателей различных
российских вузов. Предметная направленность сайта – обучение истории математики и истории
отечественного математического образования. Целевая аудитория сайта достаточно разнообраз-
на: это будущие и настоящие учителя математики; специалисты в области истории математики
и истории математического образования; учащиеся, интересующиеся математикой и её историей.

Среди задач сайта выделим следующие:
– создание электронного варианта учебной информации по базовым дисциплинам професси-

онально-исторической подготовки учителя математики и её обнародование;
– создание поддерживающей среды для успешного овладения материалом учебных курсов

профессионально-исторической направленности;
– популяризация историко-математических знаний и сведений по истории отечественного ма-

тематического образования;
– собрание, сохранение и обнародование материалов по развитию математики и математиче-

ского образования в России;
– фиксация профессионального сообщества, интересующегося тематикой сайта.

Содержание сайта

Все материалы сайта условно можно разделить на следующие три группы, а именно на основной,
вспомогательный и динамический учебный контент. Охарактеризуем кратко их содержание.

Основной учебный контент включает в себя:
– материалы для лекционных и семинарских занятий (учебные тексты и сопровождающие их

компьютерные презентации; аудио и видео учебного назначения, дополняющие основной матери-
ал и др.);

– задания для организации и обеспечения самостоятельной работы изучающего курс (вопро-
сы к семинарским и лекционным занятиям; задания для проработки первоисточников историко-
математических текстов; тематику рефератов с рекомендуемым для ознакомления списком обя-
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зательной литературы; задания для разработки фрагментов уроков математики или подготовки
внеклассных мероприятий; тематику творческих исследовательских проектов и др.);

– средства оценивания результатов обучения (компьютерное тестирование, которое можно
пройти на сайте; тексты контрольных работ; опросные листы; программы зачетов по модулям;
программы итоговой аттестации по курсу и др.).

Все виды предполагаемой учебной деятельности сопровождаются методическими рекоменда-
циями по её выполнению.

Вспомогательный учебный контент представлен материалами, поддерживающими изучение
основного материала изучаемых курсов профессионально-исторической направленности.

1) Медиатека, представляющая собой постоянно пополняемое тематически рубрицированое
собрание:

– электронных книг, журналов и сборников статей по тематике сайта на русском и иностран-
ном языках1. Многие из них были специально изготовлены для этого сайта, а некоторые любезно
предоставлены самими авторами.

– видеофайлов с художественными, документальными и научно-популярными фильмами по
тематике сайта2.

– изображений: выдающихся ученых-математиков и деятелей математического образования,
математических инструментов, историко-математических документов, фото с конференций, до-
кументальных материалов из архивов и личного собрания и т.п.

2) Собрание публикаций автора сайта и работ, написанных под его руководством (по годам
издания).

3) Ссылки на ресурсы по тематике сайта.
Динамический учебный контент представляет собой постоянно обновляемые материалы для

учащихся, проходящих изучение курсов профессионально-исторической направленности по ма-
териалам сайта. Он включает в себя:

– материалы электронных портфолио студентов: созданные в процессе работы тексты докла-
дов к семинарским занятиям и презентационные материалы к ним; разработанные конспекты
уроков с использованием историко-математического материала; ссылки на созданные студентом
странички в Википедии о деятелях математики и математического образования; рефераты; ана-
литические обзоры литературы по исторической части дипломной работы; результаты индивиду-
ального и коллективного учебного проекта по изучаемому курсу и др. Все эти материалы загру-
жаются на сайт в специально созданных для этого формах и подлежат проверке преподавателем.
Результаты этой проверки и обсуждение представленных работ отображаются в комментариях
на странице соответствующего материала.

– результаты текущей и итоговой успешности в изучении курсов (электронная “зачетка”): жур-
нал изученного материала и сданной отчетности по модулям; результаты рейтинга по окончании
модуля и итоговой аттестации по курсу. Эта информация периодически появляется в разделе
“Кабинет студента”.

Выводы

Основными преимуществами в использовании сайта при изучении курсов профессионально-исто-
рической направленности являются полная открытость и доступность всех необходимых для
изучения материалов; методическое сопровождение самого процесса их изучения; оперативное
обновление информации и постоянное пополнение новыми ресурсами; индивидуальность в темпе
и объеме изучения; максимально открытый и оперативный контроль.

Использование в процессе изучения прогрессивных форм организации профессионального об-
разования (асинхронное обучение, управляемое самостоятельное обучение и др.) и активных ме-
тодов обучения способно не только повысить эффективность учебного процесса до соответствия

1К моменту написания статьи электронная библиотека сайта содержит более 700 ед. хранения.
2Всего на сайте представлено более 60 различных видеофайлов по истории математики и истории

математического образования.
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современному уровню, но и стать образцом их применения в профессиональной деятельности
учителей математики.

Библиографический список

1. Богун, В.В. Использование графического калькулятора в обучении математике [Текст]: учеб.
пособие/ В.В. Богун, Е.И. Смирнов. – Ярославль: Изд-в ЯГПУ, 2008.

О дистанционных формах заданий в математической подготовке будущих бакалавров
педагогического образования

А.Ю. Скорнякова

По мнению ряда ученых (С.П. Грушевского, Т.В. Капустиной, Н.Д. Кучугуровой, И.В. Роберт,
Е.К. Хеннера и др.), первостепенная задача реформирования образовательной системы заклю-
чается в интегрировании традиционных и новых подходов, методик и технологий. Так, Р.А. Ата-
ханов, В.П. Беспалько и В.И. Загвязинский констатируют нарастание двух противоположных
тенденций в образовании: тяги к технологизации и стремления к творчеству – “глубоко не правы
те, кто противопоставляет эти две тенденции, считая их взаимоисключающими . . . нередко эти
подходы взаимодействуют, взаимопроникают друг в друга” [3, c. 67]. В настоящее время во мно-
гих исследованиях вопросов профессионально-математической подготовки студентов педвуза под
результатом обучения понимается многоаспектная система, включающая не только знания, но и
навыки освоения способов их получения, умения выявлять потребности в информации, воспол-
нять имеющиеся пробелы, кроме того, отмечается, что обучающиеся с помощью современных ин-
формационных технологий должны обрести определенный набор профессионально-предметных
компетенций и качеств личности, необходимых специалисту в области педагогического образо-
вания. Это, в комплексе с переходом вузов на двухуровневую систему “бакалавриат – магистра-
тура” и внедрением ФГОС ВПО третьего поколения, придает особую важность проблеме поиска
эффективных способов организации самостоятельной работы студентов, в частности, в рамках
изучения математических дисциплин в педвузе.

Одним из путей решения указанной проблемы является использование в учебном процессе
высшей школы дистанционных форм заданий, реализуемых, в частности, посредством компью-
терных систем поддержки дистанционного обучения (ДО), “при котором удаленные друг от друга
субъекты (ученики, преподаватели, тьютеры, модераторы и др.) осуществляют образовательный
процесс с помощью средств телекоммуникаций (электронной или обычной почты, веб-ресурсов,
видеосвязи и т.п.)” (В.В. Краевский и А.В. Хуторской [4, c. 317]). В последнее время наблюдается
рост числа вузов, переходящих к нетрадиционным формам образования, например, Т.В. Громова
[2] приводит следующую статистику: если в 1980 г. в России таких вузов насчитывалось 187, в
1995 г. около 700, то в 2004 г. - свыше 1000, а за рубежом эта цифра значительно выше. При этом к
преимуществам ДО относят оперативность взаимодействия; доступность удаленной информации;
большую мотивацию; комфортные условия для самовыражения, снятие психологических барье-
ров очного общения; сокращение затрат на транспорт; возможность индивидуального графика и
темпа обучения, подходящего оборудования [4]. ДО реализуется, в основном, средствами Internet
и может быть полностью дистантным (100 % от общего числа занятий проводятся дистанцион-
но), очно-дистанционным (50% занятий через Internet) и дополнять очную форму по отдельным
параметрам. Последний вариант реализуется на математическом факультете Пермского государ-
ственного гуманитарно-педагогического университета (ПГГПУ), где имеется некоторый опыт ор-
ганизации самостоятельной работы студентов бакалавриата через дистанционные формы заданий
в среде Moodle по дисциплинам “Введение в курс математики”, “Математический анализ”, “Элек-
тронный образовательный портфолио” и др. Взаимодействие пользователей с системой Moodle
реализуется средствами разработанных нами интерфейсов курсов (рис. 1), одним из основных
достоинств использования которых является их гибкость, заключающаяся в возможности само-
стоятельного выбора обучающимися времени и интенсивности занятий, получения консультаций



206 Глава 3. Теория и методика обучения математике в школе и вузе

преподавателя во внеучебное время. При этом участники образовательного процесса, с одной
стороны, пространственно разделены, а с другой – имеют возможность постоянного взаимодей-
ствия посредством особых приемов организации электронного учебного курса, форм контроля,
методов коммуникации Internet и специальных организационно-административных мероприятий
[5]. Выбор системы Moodle обоснован следующими её характеристиками: она является бесплатно
распространяемой программой для создания online-классов, которая может быть установлена на
любом компьютере, поддерживающем PHP, а также базы данных типа SQL.
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Рис. 1. Функциональная модель ИКС

Наряду с указанным на рис. 1 интерфейсом, использующимся в ПГГПУ в качестве дистанци-
онного средства поддержки очно преподаваемых занятий у старшекурсников, на первых курсах
применяется традиционный вариант оболочки Moodle, имеющей сравнительно небольшое коли-
чество элементов, в частности, программу дисциплины, теоретические сведения по предмету,
ссылку на прохождение входного, промежуточного и итогового контроля и др., что позволя-
ет не загружать бывших школьников и без того ещё не адаптировавшихся к образовательному
процессу вуза лишними технологичными установками. Для организации взаимодействия всех
участников образовательного процесса с интерфейсами среды Moodle составляется граф согла-
сования, включающий темы занятий, соответствующие им функции Moodle, задачи студентов и
преподавателя, а также содержимое портфолио [6]. При этом важно понимать, что неотъемлемой
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частью деятельности преподавателя является конструирование учебного комплекса и разработка
соответствующих заданий, в частности, предлагаемых студентам в дистанционных формах.

Наряду с традиционными элементами курсов в Moodle (заданием с отправкой файла, опросом,
семинаром, тестом и др.), в качестве дистанционных форм заданий нами используются следую-
щие: проведение участниками образовательного процесса совместного исследования средствами
форума; восстановление пропущенных фрагментов решения задач или доказательства теорем,
предварительно записанных преподавателем в электронной рабочей тетради; составление баз
знаний к математическим текстам (к статьям, разделам учебника и др.), открытым для общего
доступа в системе Moodle и др. Приведем некоторые примеры заданий, предлагаемых будущим
бакалаврам педагогического образования в рамках математической подготовки в педвузе.

Задание 1. Заполнить таблицу “Прикладные аспекты теории криволинейных интегралов”.

Величина Постановка задачи Формула ФИО  

студента 

 

Длина дуги 

Найти длину дуги 

кривой L, заданной 

параметрическими 

уравнениями x=φ(t), 

y=ψ(t), z=τ(t), 

(t1≤t≤ t2). 

∫=
L

dsS = 

= [ ] [ ] [ ]∫ ++
2

1

222
)'()'()'(

t

t

dtttt τψϕ  

 

Иванов И.П. 

… … … … 

При выполнении задания студенты находят информацию по заданной тематике и отправля-
ют ее на проверку путем создания сообщения форума, предусмотренного в интерфейсе курса
Moodle. За заполнение строки автору начисляется определенное количество баллов, отражаемых
в статистической таблице.

Задание 2. Изучить статью [1] и составить её базу знаний.
Электронный вариант публикации [1] общедоступен для просмотра в Moodle. При разра-

ботке базы знаний студентам рекомендуется соблюдать структуру: используемая терминология
(перечень, определения основных понятий и свойства); список обозначений; основные форму-
лы, зависимости (отношения между понятиями, правила, утверждения и др.); теоретическая и
практическая значимость.

Задание 3. Разработать структуру сводной таблицы признаков сходимости числовых рядов
и наполнить её содержимым. В ходе выполнения задания варианты ответов размещаются в об-
щем доступе, обсуждаются студентами средствами элемента “wiki” среды Moodle, что позволяет
обучающимся критически анализировать полученные результаты.

Задание 4. Конкурс электронных постеров. Для участия студентам дается задание разрабо-
тать информационный плакат в рамках выполнения ими проекта по заранее выбранной теме из
перечня, размещенного в Moodle. Постер, обычно, оформляется на листе формата А4 в текстовом
редакторе и отражает основные компоненты указанной ниже схемы (рис. 2). 

Цель 

Задачи 

Гипотезы, 

возникшие в 

ходе  

работы 

Название работы (проекта) 

Автор. Научный руководитель 

 

Доказательства  

основных результатов  

 

Таблицы, 

диаграммы 

 

Рисунки, 

схемы 

Рис. 2. Структура постера
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Представление результатов студенческих проектов в форме постера и размещение его в общем
доступе интерфейса Moodle позволяет пользователям быстро понять суть проекта за счет крат-
кости и наглядности представляемой информации, написать комментарии и задать возникшие
вопросы автору непосредственно после изучения результатов выполненной им работы. Послед-
ний, в свою очередь, имеет возможность более тщательно подготовиться к предстоящей защите
проекта на последующем аудиторном занятии.

Описанная выше реализация подхода к организации самостоятельной работы будущих бака-
лавров педагогического образования при обучении математике с использованием дистанционных
форм заданий прошла трехлетнюю успешную апробацию. Подобная организация процесса обу-
чения позволяет студентам выполнять большое количество существующих в традиционном учеб-
ном процессе видов самостоятельной работы студентов: самоконтроль, самообучение, консуль-
тирование, возможность повторения пройденного материала, подготовка к занятиям средствами
справочно-информационного и библиографического обслуживания и др.
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Об организации самостоятельной работы студентов при изучении дисциплины
“Математический анализ” в условиях модульно-рейтинговой системы

И.А. Шестакова, М.М. Михалева

Дисциплина “Математический анализ” является составляющей модуля “Математика”, продолжа-
ет курс математики школьной программы и создаёт фундамент общеинженерной и специальной
подготовленности бакалавра и специалиста.

“Математический анализ” преподается студентам первого курса, зачастую не имеющим еще
достаточного опыта и навыка самостоятельной работы, при этом учебное время распределено так,
что на самостоятельную работу отводится 50% от общего количества часов, выделенных на изу-
чение и освоение дисциплины. Вопрос о способах организации и систематизации самостоятельной
работы студентов возникает также и из-за разного уровня подготовки и способностей обучаю-
щихся. Необходимо учитывать и фактор мотивации к самообучению, самооценки полученного
результата.

В процессе обучения важно сформировать у студентов способность выявлять сущность за-
дач и проблем, возникающих в ходе профессиональной деятельности, привлекать для их решения
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соответствующий математический аппарат, выбирать подходящую математическую модель, фор-
мулировать соответствующую математическую задачу, выбирать и реализовывать подходящий
метод решения и проводить анализ полученных результатов, т.е. принимать решения в конкрет-
ных ситуациях и брать на себя ответственность за результат. Модульная система обучения и
бально-рейтинговая система оценивания направлены на решение этих задач.

В процессе модульного структурирования содержания учебной дисциплины необходимо [1, 2]:

• определить какую систему изучает дисциплина (так называемую системообразующую);

• разделить систему на составные части (подсистемы);

• разделить подсистемы на составные части и т.д. до нужной степени фрагментации. Таким
образом, будет построена, так называемая, “планетарная” модель содержания данной учеб-
ной дисциплины. “Планетарная” модель помогает формированию целостного восприятия
студентом изучаемой дисциплины, наглядно иллюстрирует взаимосвязи между элемента-
ми системы;

• для удобства представления информации рекомендуется составить методическую, органи-
зационную матрицы и технологическую карту.

На рис. 1 представлен пример “планетарной” модели дисциплины “Математический анализ”.
На рис. 2 – пример “планетарной” модели раздела “Интегрирование функции нескольких пере-
менных”.

 

Рис. 1. “Планетарная” модель дисциплины “Математический анализ”
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Рис. 2. “Планетарная” модель раздела “Интегрирование функции нескольких переменных”

Методическая матрица содержит по горизонтали элементы системы (подсистемы), выбранные
для изучения, по вертикали – алгоритм изучения указанных элементов, позволяющий учесть все
особенности изучаемых элементов.

Ниже (см. табл. 1) приведена Методическая матрица по разделу “Интегрирование функции
нескольких переменных”. Подобное представление содержания дисциплины может быть исполь-
зовано для организации самостоятельной работы, т.к. в процессе заполнения матрицы по пред-
ложенному плану у студентов появится возможность и необходимость анализа и сопоставления
различных элементов системы и алгоритмов их изучения, определения взаимосвязей и общно-
стей, а также фиксирования полученного результата.

Таблица 1

Методическая матрица по разделу “Интегрирование функции нескольких
переменных”

 

Интегрирование ФНП 
Двойной 

интеграл 

Тройной 

интеграл 

Криволиней

ные 

интегралы 

Поверхност

ные 

интегралы 

Понятие интеграла     

Свойства интеграла     

Вычисление интеграла     

Геометрические приложения 

интеграла 
    

Механические приложения 

интеграла 
    

 

Поле 

самостоятельной 

работы 

Организационная матрица по горизонтали содержит элементы системы (подсистемы), вы-
бранные для изучения, по вертикали – организационные формы деятельности студента (лекции,
практическая работа, лабораторные работы, самостоятельная работа, семинары и т.д.).



Шестакова И.А., Михалева М.М. Об организации самостоятельной работы студентов при
изучении дисциплины “Математический анализ” в условиях модульно-рейтинговой системы 211

Организационная матрица позволяет систематизировать информацию по формам организа-
ции учебной деятельности студентов по всем рассматриваемым элементам системы с возможно-
стью указать как все изучаемые темы, так и предусмотренный для их изучения объем часов.

Таблица 2

Организационная матрица дисциплины “Математический анализ”
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Для оценки результативности учебной работы студентов используется бально-рейтинговая
система оценивания.

Целью введения балльно-рейтинговой системы (далее БРС) является комплексная оценка
учебной деятельности студентов и достигнутых результатов обучения, формируемых в соответ-
ствии с ФГОС ВПО и ООП, на основе регламентации, структурирования, непрерывности кон-
трольных мероприятий, обеспечение всестороннего и объективного оценивания [3].

Главными задачами БРС являются [3]:
– упорядочение системы контроля и оценивания учебной деятельности студентов и ее дости-

жений;
– формирование комплексной интегрированной оценки учебной деятельности студентов и до-

стигнутых ими результатов обучения за весь период освоения основной образовательной про-
граммы;

– повышение мотивации учебной деятельности студентов;
– стимулирование студентов к регулярной самостоятельной работе;
– создание информационных баз данных контроля, оценивания учебной деятельности студен-

тов и ее достижений в целях совершенствования мониторинга учебного процесса в университете;
– задействование в управлении образовательным процессом инструментов внутриуниверси-

тетской системы качества.
В процессе балльно-рейтингового оценивания преподаватель
– в рамках проектирования рабочей программы модуля определяет дидактически обоснован-

ное содержание, методы контроля и оценивания учебной деятельности студентов и ее результатов,
структуру, формы, график текущей и промежуточной аттестации;

– в рамках проектирования текущей и промежуточной аттестации определяет коэффициент
значимости совокупных результатов обучения по видам занятий; распределяет максимальные
баллы между запланированными контрольно-оценочными мероприятиями текущей аттестации
на занятиях; определяет весовые коэффициенты значимости результатов текущей и промежу-
точной аттестации; весовые коэффициенты семестровых результатов освоения модуля, который
реализуется в течение нескольких семестров.

Результаты заносятся в технологическую карту (табл. 3).
Данные технологической карты заносятся в модуль “БРС” ЕИСУ (единая информационная

система управления). В ходе учебного процесса преподаватель осуществляет систематическое
оценивание учебной деятельности студентов и после проведения каждого контрольно-оценочного
мероприятия текущей аттестации заносит результаты оценивания в ЕИСУ. При этом каждый
студент может получить информацию о полученных им баллах текущей аттестации. В рамках
текущей аттестации студент может набрать максимум 100 баллов на лекциях и 100 баллов на
практических занятиях.
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Таблица 3

ОЦЕНИВАНИЕ УЧЕБНОЙ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ СТУДЕНТОВ И ЕЕ ДОСТИЖЕНИЙ 

6.1. Весовой коэффициент значимости дисциплины «МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ» 

для радиотехнических и информационных специальностей (ИРИТ-РТФ)  в рамках 

учебного плана – k дисц. 

6.2.Процедуры текущей и промежуточной  аттестации по дисциплине  

II семестр 

1.Лекции: коэффициент значимости совокупных результатов лекционных занятий – 0.8  

лек.   

Текущая аттестация  на лекциях (перечислить 

возможные контрольно-оценочные мероприятия 

во время лекций, в том числе, связанные с  

самостоятельной работой студентов – СРС) 

Сроки – 

семестр, 

учебная 

неделя 

Максимальная 

оценка в баллах 

Выполнение миниконтролей по темам 

«Кратные интегралы» 

«Криволинейные интегралы» 

 

9-12 недели 

13-14 недели 

100 (из расчета 

100/6 балла за один 

миниконтроль) 

Весовой коэффициент значимости результатов текущей аттестации по лекциям – 0.4 

тек.лек. 

Промежуточная аттестация по лекциям – экзамен 

Весовой коэффициент значимости результатов промежуточной аттестации по лекциям – 

0.6  пром.лек. 

2. Практические/семинарские занятия: коэффициент значимости совокупных  

результатов практических/семинарских занятий –0,2  прак.  

Текущая аттестация  на 

практических/семинарских занятиях  

Сроки – 

семестр,  

учебная 

неделя 

Максимальная 

оценка в баллах 

Посещение практических /семинарских занятий 

(17) 

Результаты по 

окончанию 

семестра 

10 (из расчета 10/17 

балла за одно 

занятие) 

Выполнение контрольной работы на занятии 

«Неопределенный интеграл» 

 

 

4 неделя 

 

40 

СРС - выполнение домашних расчетных работ и 

т.д. 

Выполнение домашней работы «Определенный 

интеграл» 

Выполнение расчетно-графической работы  

«Теория векторного поля » 

 

6-7 неделя 

 

15-17 недели 

 

20 

 

30 

Весовой коэффициент значимости результатов текущей аттестации по 

практическим/семинарским занятиям– 1 тек.прак. 

Промежуточная аттестация по практическим/семинарским занятиям– не предусмотрена 

Весовой коэффициент значимости результатов промежуточной аттестации по 

практическим/семинарским занятиям– 0 пром.прак.  
 

 
Студент допускается к промежуточной аттестации (экзамену), если
– выполнил все контрольные мероприятия, установленные рабочей программой;
– сумма полученных баллов на практических занятиях не менее 40;
– сумма полученных баллов на лекциях не менее 40.
Результат промежуточной аттестации оценивается максимум в 100 баллов. Результат обу-

чения студента, набравшего менее 40 баллов в рамках промежуточной аттестации , является
неудовлетворительным независимо от количества баллов, набранных в ходе текущей аттестации.

Итоговый балл студента по результатам освоения модуля расчитывается путем суммирова-
ния совокупности результатов по всем видам занятий, а так же результатов промежуточного
контроля, умноженных на соответствующий весовой коэффициент. В соответствии с приведен-
ной технологической картой получаем следующую формулу расчета:

0,8*(0,4*тек.лекц+0,6*промеж.лекц)+0,2(1*тек.практ+0*пром.практ).

Максимальный результат (итоговый) 100 баллов. Полученный результат переводится в тради-
ционную систему оценивания по шкале соответствия баллов БРС системе оценивания, принятой
в УрФУ:
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80-100 баллов – отлично;
60-79 баллов – хорошо;
40-59 баллов – удовлетворительно;
менее 40 баллов – неудовлетворительно.
Подводя итог, укажем, что Федеральным государственным образовательным стандартом ВПО

третьего поколения на самостоятельную работу отводится около 50% от общего количества ча-
сов, выделенных на изучение дисциплины. В связи с этим актуально использование модульно-
рейтинговой системы, которая не только позволяет отслеживать процесс формирования ком-
петенций при освоении данной дисциплины, но и повышает мотивацию студентов к регулярной
самостоятельной работе, участвует в формировании у студентов способности системно и целостно
воспринимать содержание дисциплины, принимать решения и оценивать полученный результат.

Библиографический список

1. Громкова, М.Т. Модульное обучение как основа компетенций [Текст]/ М.Т. Громкова. – М.:
МСХА, 2009. – 5 п.л.

2. Громкова, М.Т. Педагогические основы образования взрослых (пособие для преподавателей
высшей школы) [Текст]/ М.Т. Громкова. – М.: ТСХА, 1993. – 13,5 п.л.

3. Положение о балльно-рейтинговой системе оценивания учебной деятельности студентов и ее
достижений при освоении основных образовательных программ высшего профессионального
образования [Текст]: утв. Приказом Ректора УрФУ №555/03 от 12.07.2012.

Метод проектов при профессионально-ориентированном обучении математике
студентов медицинских вузов

М.А. Шмонова

Метод проектов был разработан еще в первой половине XX века на основе прагматической пе-
дагогики Джона Дьюи. Знаменитый американский педагог В. Килпатрик в своей статье “Метод
проектов”, опубликованной в 1918 году, определил это понятие как “от души выполняемый за-
мысел”. Однако метод проектов не новость в мировой педагогике: он начал использоваться в
практике обучения значительно раньше выхода в свет этой известной статьи. В России метод
проектов был известен еще в 1905 году. Под руководством С.Т. Шацкого работала группа рос-
сийских педагогов по внедрению этого метода в образовательную практику. После революции
метод проектов применялся в школах по личному распоряжению Н.К. Крупской. В 1931 году
постановлением ЦК ВКП(б) метод проектов был осужден как чуждый советской школе и не
использовался вплоть до конца 80-х годов.

В настоящее время метод проектов приобретает особенно большое значение при професси-
онально-ориентированном подходе к обучению будущих специалистов. Связано это, в первую
очередь, с изменениями, происходящими в социальной жизни общества, а как следствие, и в
системе образования. В современном мире успешность специалиста в любой сфере деятельно-
сти определяется наличием следующих профессионально и личностно значимых качеств: спо-
собность креативно мыслить; способность самостоятельно находить правильное решение в труд-
ных, нестандартных ситуациях; умение аргументировано, логически правильно доказывать свою
точку зрения; умение работать в коллективе. Формированию указанных способностей и умений
наиболее эффективно способствует реализация метода проектов в процессе обучения в вузе.

Под методом проектов понимают способ организации самостоятельной деятельности обучаю-
щихся, направленный на решение задачи проекта и интегрирующий в себе проблемный подход,
групповые методы, рефлексивные, презентативные, исследовательские, поисковые и прочие ме-
тодики.

В профессионально-ориентированном обучении проектная деятельность является связующим
звеном между теорией и практикой. Отсюда, главная цель проектной деятельности студентов
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может быть сформулирована следующим образом: применение учащимися знаний, умений и на-
выков, приобретённых при изучении различных предметов, для решения прикладных задач.

Задачи проектной деятельности заключаются в следующем:

• обучение планированию (студент должен уметь чётко определить цель, описать основные
шаги по достижению поставленной цели, концентрироваться на достижении цели, в течение
всей работы);

• формирование навыков сбора и обработки информации, материалов (студент должен уметь
выбрать подходящую информацию и правильно её использовать);

• выработка умения анализировать (креативность и критическое мышление);

• выработка умения составлять письменный отчёт (студент должен уметь составлять план
работы, чётко презентовать информацию, оформлять сноски, иметь понятие о библиогра-
фии);

• формирование позитивного отношения к работе (студент должен проявлять инициативу,
энтузиазм, стараться выполнить работу в срок в соответствии с установленным планом и
графиком работы).

Мерилом успешности проекта является его продукт. Поэтому важнейшей задачей участни-
ков проекта является выбор формы продукта проективной деятельности. Различают следующие
результаты проектной деятельности: модель, макет, мультимедийный продукт, сайт, игра, публи-
кация, статья, учебное пособие и другие.

В проектной деятельности можно выделить следующие этапы, соответствующие учебной де-
ятельности:

• мотивационный (преподаватель заявляет общий замысел, создаёт положительный мотива-
ционный настрой; обучающиеся обсуждают, предлагают собственные идеи);

• планирующе-подготовительный (на этом этапе определяются тема и цели проекта, форму-
лируются задачи, вырабатывается план действий, устанавливаются критерии оценки ре-
зультата и процесса, согласовываются способы совместной деятельности сначала с макси-
мальной помощью преподавателя, позднее с нарастанием самостоятельности обучающих-
ся);

• информационно-операционный (студенты собирают материал, работают с литературой и
другими источниками, непосредственно выполняют проект; преподаватель наблюдает, ко-
ординирует, поддерживает, сам является информационным источником);

• рефлексивно-оценочный (студенты представляют проекты, участвуют в коллективном об-
суждении и содержательной оценке результатов и процесса работы, осуществляют устную
или письменную самооценку; преподаватель выступает участником коллективной оценоч-
ной деятельности).

В основе проектной деятельности лежит умение студента ориентироваться в информацион-
ном пространстве и самостоятельно применять свои профессионально-прикладные и практико-
ориентированные знания.

Можно выделить следующие требования, предъявляемые к преподавателю вуза, применяю-
щему в своей педагогической практике проектную технологию обучения:

• создать мотивацию для качественного выполнения студентами проекта;

• четко определять, чему должны научиться студенты в результате выполнения проекта;
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• организовать проектную работу в группах или индивидуально;

• создать образовательную среду, максимально приближенную к будущей профессиональной
деятельности;

• использовать простые примеры для объяснения тех или иных явлений профессиональной
практики, которые значимы для выполнения проекта;

• консультировать;

• в процессе защиты проекта обосновать критерии объективной оценки полученного резуль-
тата проекта.

Среди различных видов проектной деятельности студентов выделим следующие:

• информационно-аналитические проекты (выполняя такие проекты студенты осваивают раз-
личные методы получения профессионально-значимой информации, способы ее обработки,
систематизации, анализа и обобщения; в данном случае способы презентации результатов
проекта: доклад, публикация, Интернет-форумы и пр.);

• имитационно-игровые проекты (студенты в группах разрабатывают содержание и сцена-
рий проведения деловой игры, предполагавшей распределение ролей конкретной профес-
сиональной ситуации и др.);

• специализированные практико-ориентированные проекты (результат проекта – обоснова-
ние, разработка плана реализации конкретного социального проекта).

По комплексности (или по предметно-содержательной области) можно выделить два типа
проектов: монопроект и межпредметный проект. Монопроекты проводятся, как правило, в рам-
ках одного предмета или одной области знания, хотя и могут использовать информацию из дру-
гих областей знания и деятельности. Межпредметные проекты выполняются исключительно во
внеурочное время и под руководством нескольких специалистов в различных областях знания.

В основу метода проектов положена идея о направленности учебно-познавательной деятель-
ности обучающихся на результат, который получается при решении той или иной практически
или теоретически значимой проблемы. Внешний результат можно увидеть, осмыслить, применить
в реальной практической деятельности. Внутренний результат – опыт деятельности – становится
бесценным достоянием обучающегося, соединяя в себе знания и умения, компетенции и ценности.

Основной задачей обучения посредством проектов является исследование обучающимися вме-
сте с педагогом окружающей жизни, предстоящей профессиональной деятельности. Всё, что обу-
чающиеся делают, они должны делать сами (один, с группой, с преподавателем, с другими людь-
ми): спланировать, выполнить, проанализировать, оценить и, естественно, понимать, зачем они
это сделали. На долю преподавателя выпадает трудная задача выбора проблем (тем) для проек-
тов, а проблемы эти можно брать только из окружающей действительности.

Таким образом, проектная деятельность в учебном процессе способствует:

• формированию информационной культуры личности;

• развитию творческих способностей и активности обучающихся;

• формированию самостоятельности, навыков планирования собственной деятельности и,
возможно, деятельности товарищей, навыков работы в коллективе;

• формированию проектного мировоззрения и мышления, познавательных мотивов учения,
так как обучающиеся видят конечный результат своей деятельности;

• осуществлению в единстве разностороннего развития, обучения и воспитания обучающихся;
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• адаптации к современным социально-экономическим условиям, условиям предстоящей про-
фессиональной деятельности.

При обучении математике студентов медицинских вузов метод проектов целесообразно ис-
пользовать, например, при изучении таких тем как “Основы теории вероятностей и математиче-
ской статистики”, “Дифференциальные уравнения – математические модели реального мира”.

Отметим, что, конечно, в процессе обучения наиболее приемлемы информационно-аналити-
ческие проекты, поскольку математику студенты изучают только на первом курсе и многие зна-
ния, умения и навыки необходимые им для выполнения других видов проектной деятельности
ещё недостаточно сформированы.

Приведем здесь примеры тем исследовательских проектов, предлагаемых студентам при изу-
чении раздела “Основы математической статистики” дисциплины “Физика, математика” (часть
математика):

1. Изучить связь между ростом и весом студентов вашей группы.

2. Изучить связь между ростом (весом) студентов и их родителей (один из родителей или
средний рост (вес) обоих) вашей группы.

3. Изучить связь между суммой текущих баллов (на определенный момент времени) по ма-
тематике и физике (биологии, химии и другое).

4. Произвести анализ временного ряда: количество больных гриппом (или другое заболева-
ние), зарегистрированных в некоторой больнице за определенный промежуток времени
(год, полгода, квартал, месяц и т.д.).

5. Изучить связь систалического давления в зависимости от пола и стажа курения.

6. Изучить связь между относительной физической работоспособностью по тесту PWR 170 и
максимальным потреблением кислорода по данным исследований жизнедеятельности ор-
ганизма вашей группы.

7. Исследовать связь между жизненной емкостью легких и ростом по данным исследований
жизнедеятельности организма вашей группы.

8. Исследовать связь между максимальным потреблением кислорода и весом человека по дан-
ным исследований жизнедеятельности организма вашей группы и другое.

При подготовке проекта учащиеся самостоятельно выполняют все необходимые измерения и
расчеты; проводят обработку полученных данных в таких популярных статистических пакетах
как Statistica, SPSS, Excel (одна программа по выбору студентов); составляют математическую
модель изучаемого явления; на основании полученных результатов, делают выводы; строят про-
гнозы развития рассматриваемого явления; готовят презентацию проведенного исследования.

Также интерес студентов вызывает и подготовка информационных проектов по различным
темам курса. Далее представлены примеры тем исследовательских проектов:

1. История применения математических методов в медицине.

2. История применения математических методов в биологии.

3. История биометрии.

4. История медицинской статистики.

5. Становление российской медицинской статистики.

6. Френсис Гальтон и его вклад в становление статистики.

7. Карл Пирсон и журнал “Биометрика”.

8. Рональд Фишер – статистик и биолог.

9. Применение дифференциальных уравнений для описания медицинских и биологических
процессов.

10. Математическое моделирование в биологии.

11. Математическое моделирование в медицине.
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12. Модели популяций.

13. Математика и эпидемиология.

14. Математическая экология.

15. Генетика и теория вероятностей и другое.

Проектные работы студентов помогают не только обобщить и систематизировать ранее при-
обретенные теоретические знания, но и изучить новое; сформировать положительное отношение
к математике и её методам, так как в ходе подготовки проекта студенты могут самостоятельно
применять математические и статистически методы для исследования биологических и медицин-
ских данных.

В качестве примера рассмотрим исследовательский проект, выполненный студентами первого
курса лечебного факультета. Тема проекта: “Факторный анализ как метод редукции данных”.

Постановка задачи: Исследовались студенты университета, в возрасте от 17 до 23 лет. Изме-
рения проводились по 13 признакам: PWC 170 – Общая физическая работоспособность по тесту
PWC 170 (в килограммометрах) – кгм; PWC 170/кг – Относительная физическая работоспо-
собность по тесту PWC 170 (на 1 кг веса тела) – кгм/кг; МПК – Максимальное потребление
кислорода (в 1 мин); МПК/кг – Относительное потребление кислорода (на 1 кг веса тела) в 1
мин; Рост в см; Масса в кг; ОГК пауз – Окружность грудной клетки (в паузе) – в см; Офв1 –
Объём форсированного выдоха за 1 с; Пос – Пиковая объёмная скорость выдоха; Мос 25 – Мак-
симальная объёмная скорость при выдохе 25% фжел; Мос 50 – Максимальная объёмная скорость
при выдохе 50% фжел; Мос 75 – Максимальная объёмная скорость при выдохе 75% фжел; Сос –
Средняя объёмная скорость выдоха.

Данные наблюдений приведены в таблице.

Таблица 1

Гносеологический цикл

№, п/п 

испыт

уемого 

PWC 

170 

PWC 

170/к

г 

МПК 
МПК

/кг 
Рост 

Мас-

са 

ОГК 

пауз 
офв1 пос 

мос 

25 

мос 

50 

мос 

75 
сос 

1.  
725 13,1 2473 44,6 168 55,4 80 3,45 6,72 6,57 5,53 4,07 5,42 

2.  
529 7,8 2139 31,7 168,5 67,5 89 4,32 8,79 8,49 7,01 4,07 7 

3.  
463 9,9 2026 43,1 165 47 78 3,24 5,36 4,62 4,76 3,54 4,57 

4.  
460 8,8 2022 38,9 168 52 75 3,27 7,26 7,16 5,88 3,45 5,64 

5.  
460 9,2 2022 40,4 165 50 75 3,72 6,85 5,69 4,34 3,19 4,43 

… … … … … … … … … … … … … … 

239. 701 12,2 2432 42,2 167 57,6 84 3,14 6,11 5,97 4,64 1,82 4,37 

 Задача: Провести редукцию данных, используя методы факторного анализа.
В рамках работы над проектом студенты теоретически освоили такой сложный метод ста-

тистического исследования как факторный анализ, произвели сбор и первичную обработку дан-
ных, провели факторный анализ полученных данных с использованием ППП Statistica, сдела-
ли выводы. Основные результаты, полученные студентами во время проведения исследования:
1) Корреляционная матрица данных; 2) Таблица собственных значений; и 3) Таблица факторных
нагрузок, которая показывает какие переменные образуют каждый фактор.

Защита проекта проходила в рамках студенческой группы, а также на соответствующих сек-
циях ежегодных научно-теоретической и научно-практической конференций студентов. Отме-
тим, что проектное обучение в рамках изучения математики создаёт деятельностную среду, да-
вая при этом студенту возможность максимально активизировать мыслительный процесс, про-
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явить самостоятельность и творчество. Итак, метод проектов как технология профессионально-
ориентированнного обучения позволяет:

• повысить уровень заинтересованности математикой и применением её методов на практике;

• сформировать основы системной деятельности и мышления;

• развить способности к анализу, прогнозированию и проектированию;

• сформировать целеустремленность, настойчивость, инициативность, самостоятельность суж-
дений и действий;

• продемонстрировать взаимосвязь изучаемых математических объектов и понятий с буду-
щей профессией.

• развить творческие, исследовательские и когнитивные способности студентов.
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Информационная подготовка преподавателей высшей школы для реализации e-
learning

В.В. Юдин

Тема E-learning в высшей школе активно обсуждается белее 10 лет, но сейчас, в период массового
распространения электронной поддержки образования, как никогда востребован опыт первых
шагов, дабы не повторять ошибочных подходов. К сожалению, они имеют место.

Как и прежде, “верховодят” компьютерщики, подчиняя организацию обучения под особенно-
сти имеющихся программных средств. Специалисты и практики “электронного обучения” пыта-
ются выводить методические рекомендации по использованию электронных средств, исходя из
возможностей самих программных средств и собственной практики. Их выводы в зависимости от
степени собственных амбиций различаются от “делайте как мы, другого не дано”, до “мы пробо-
вали, так работает”. Наиболее корректные предлагают инструменты на выбор, оставляя вопрос
о принципах их отбора за той же практикой, которая покажет, как работать лучше. Традици-
онной ошибкой является то, что преподаватели обучаются владению компьютерами, сайтами,
базами данных вместо понимания, что всё это – необходимые средства для реализации новых
современных подходов к высшему образованию. С них и начнём.

Нельзя не согласиться с необходимостью модернизировать педагогические средства и не при-
знать имеющуюся корреляцию их с техническими средствами, но и те, и другие являются ответом
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на социальные изменения, определяющие как требования к ИКТ, так и собственно процесс
обучения.

В своё время (в 60-е годы XX века) образование пережило кризис и последующий бум про-
блемного обучения. За ним стоял переход от репродуктивного типа педагогического процесса
к продуктивному. Начало XXI века ознаменовано приоритетом субъектной позиции обучающе-
гося перед традиционным рассмотрением его как объекта формирования заданных компетен-
ций, связанных с освоением имеющегося опыта, искусственным созданием проблемных ситуа-
ций (творчество по указанию). Это означало переход к новому, так называемому личностно-
ориентированному образованию.

Динамичное изменение рынка труда, отражающее социальные запросы, делает актуальными
гибкость компетенций, мобильность работника. Развитость виртуального компонента профес-
сиональной деятельности и жизни востребует ИТ-компетенции, а возрастание роли предприни-
мательства – субъектную позицию личности. Последнее означает новый уровень образованности
и реализуется в принципиально новом типе педагогического процесса.

Социальные изменения формируют запросы к образованию. “В рамках существующих обще-
ственных отношений и базовых процессов в обществе формируется определенный доминирую-
щий тип мышления и соответствующий ему базовый способ обучения, обеспечивающий воспро-
изводство этих процессов”1. Здесь проявляется социальная роль высшей школы – сформировать
выпускника, востребованного современным уровнем производства (см. рис. 1.). Но все ученики
разные и отличаются готовностью к различным уровням деятельности, которая после
освоения становится системообразующей характеристикой качеств выпускника.

Рис.1. Схема трансформации социального заказа

к образованию в компетенции выпускника

Общественные

отношения

Персонал

Базовые
процессы

Выпускники

Тип

педагогического

процесса

Базовый

способ

обучения

Тип

мышления

Способ

деятельности

Надо понимать, что и в сфере нравственного воспитания мы должны предоставить ученикам
свободу выбора, сохранив в качестве обязательного приверженность общечеловеческим ценно-
стям. Смещаются приоритеты от соответствия заданным нравственным нормам к успешности,
плюрализму, толерантности.

Главное в выпускнике – сформированность собственного Я, способного “отсечь зёрна от пле-
вел”, защитить себя от воздействия рекламы, поставить собственную цель. Важна активная жиз-
ненная позиция, умение реализовывать собственные проекты кооперировать, воспитание чело-
века, ответственного за себя!

Изложенное выше позволяет сформулировать основные черты современного образования:

1Громыко Ю.В. Принципы построения региональной политики образования// Россия. – 2001. – 1994.
– №5.
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• Компьютеризация, интернет, виртуальная образовательная среда. Поскольку особенность
современной жизни – наличие виртуальной реальности, надо чтобы и образование имело
таковую составляющую.

• Субъектность, опора на самодеятельность, которая реализуется в ведущих современных
методах обучения: портфолио и проектах с учётом социальной направленности.

• Самостоятельность предполагает индивидуальные образовательные маршруты и запросы,
поэтому необходимо предоставление вариативных образовательных услуг.

Уже в постиндустриальную эпоху при развитых средствах электронной коммуникации и
соответствующем информационном буме встала задача учиться в течение всей жизни. Реалии
нарождающегося общества знаний, базирующегося на телекоммуникационных мультимедийных
технологиях, фактически приравняли обучение и работу. Собственно, иного и не дано, поскольку
темпы удвоения объёма информации, которым владеет мир, стремительно возрастают. С 2000 го-
да отсчёт пошёл на месяцы и почерпнуть действительно современные профессиональные знания,
получить опыт использования новых, только что появившихся технологических инструментов
можно только на производстве.

Именно здесь рождаются новые компетенции, о которых собственно профессиональная шко-
ла услышит ещё только завтра, общее образование – послезавтра, а изменения в программы
обучения появятся ещё позднее. Технологии накопления знаний на производстве – Knowledge
Management (KM) являются и технологиями обучения им. Это невозможно не заметить, реаль-
ная практика обучения в процессе работы зафиксирована в термине “e-learning” , означающем
и новое качество самого обучения и образования.

Опыт западных коллег и определение, приводимое ниже, показывает, что E-learning, термин
вряд ли имеющий в настоящее время адекватный перевод на русский, означает прежде “обуче-
ние, поддерживаемое и стимулируемое посредством использования информационных и комму-
никационных технологий”1. Вопрос в том, что поддерживать и на какие мотивы делать ставку.
Мы исходим из того, что формированию личности современного специалиста, ответственного и
самоорганизованного будет способствовать опора на имеющиеся у него мотивы освоения профес-
сии, смещение акцента от мотивирования на изучение конкретного материала и стимулирования
чисто учебной активности к предоставлению студенту права выбора того, что и как изучать.
Это характерно для субъектно-ориентированного типа педагогического процесса, с технологиче-
ских позиций описывающего открытое образование. Требования его определяют общие подходы
к образованию, на основе которых выстраиваются методические рекомендации к организации
обучения с использованием ИКТ.

Определяющим фактором достижения результата является деятельность студента, в случае
СО типа ПП шаги этой деятельности имеют следующие отличительные особенности2:

• Мотивация (самоопределение) – реализовать свои смыслы;

• Целеполагание – собственная постановка цели;

• Понимание информации – самостоятельный поиск;

• Обдумывание – формирование собственного видения, модели и нового знания, подкреплен-
ного конкретными примерами;

• Планирование материализованных действий – создание собственного плана деятельности;

1Электронное обучение. Рекомендации руководителям библиотечных и информационных служб/ под
ред. Мэксин Меллинг: науч. ред. пер. Я.Л. Шрайберг. – М.: Омега – Л, 2006. – 224 с.

2Юдин, В.В. Технологическое проектирование педагогического процесса [Текст]/ В.В. Юдин. – М.:
Университетская книга, 2008. – 301 с.
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• Контроль элементов деятельности – контроль цикла деятельности с позиций достижения
цели;

• Контроль результата – анализ соответствия целям деятельности;

• Оценивание – оценивание смысла деятельности.

Кроме реализации этой полноценной по своей структуре деятельности (В.В. Давыдов) со-
временное образование (а точнее – востребованный сегодня образовательный результат) требует
самостоятельной проектной деятельности, коллективного выполнения проекта, обязательной его
социальной нацеленности. Педагогика находит адекватные для данной задачи средства в виде е-
форумов, распределённой работы студентов над общей темой, возможностью консультироваться
с преподавателем в любой момент и не зависимо от места нахождения, возможностью интерак-
тивно работать над общим документом в сети. Это и есть “сетевой” уровень обеспечения учебного
процесса1.

Для того, чтобы задать “правильную” деятельность студента (и преподавателя) мы исполь-
зуем инструмент УМК – учебно-методический комплекс, определяющий требования к этапам
деятельности студента.

Отметим, что каждая дисциплина в профессиональном образовании, согласно принципам
открытости, может быть изучена в той степени, в которой это необходимо студенту, а, следова-
тельно, УМК должен позволять предусмотреть данный выбор.

Подобные задачи может в полной мере решить только электронный УМК, не только акку-
мулировавший функции твердокопийного учебника в качестве “электронной книги”, но и смоде-
лированный с учетом использования в интегрированной образовательной среде, обеспечивающей
живой интерактивный контакт студента и педагога (через форумы, чаты, электронное консуль-
тирование, обмен файлами) и содержащей синтетические инструменты “подачи” информации
(например, Power Point презентации, учебные фильмы, видео-записи выступления педагога).

Теория обучения и теория педагогической технологии являются основой для построения эф-
фективной методики обучения с использованием е-ресурсов и в частности позволяют создать:

• технологию организации самостоятельной познавательной деятельности студента, по факту
являющуюся технологией субъектно-ориентированного типа педагогического процесса;

• требования к УММ, в частности к электронным учебникам, как средству, определяющему
процесс самообразования студента.

Здесь находятся ключи от качества образования.
Структура учебно-методического комплекса включает Установку, Описание теории предмета,

Руководство самостоятельной работой студентов, Практикум по курсу и Контрольные процедуры
(тесты). Они напрямую связаны с перечисленными выше этапами познавательной деятельности
студентов и призваны “закрутить” их.

Как ответ на возрастающий объём учебной информации УМК направляет студентов на поль-
зование Интернет ресурсами, в частности существующими в их профессиональной сфере инфор-
мационными базами, тем самым отвечая на вызовы информационного бума.

Типичными формами самостоятельной работы, реализующими субъектно – ориентированный
тип ПП являются:

• Метод Case-study (решение профессиональной задачи в реальной ситуации);

• Реферат или эссе с обязательным обоснованием выбора темы, постановкой своих задач

1Юдин В.В. Где искать педагогические основы Е-learning? В защиту дидактики (статья)// Открытое
образование. – 2005. – №5. – С. 4-9.
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• Разнообразные интерактивные обсуждения проблем, позиций , отношений к рекомендациям
и происходящему (круглые столы, игры, в частности, деловые);

• Обязательная социальная апробация и общественная защита (презентация) результатов
проектов.

ИКТ позволяют реализовать данные формы в соответствии с принципами открытости в уда-
лённом режиме, опираясь на актуальные данные в Интернет и открыто представляя результаты.
Этому способствуют форумы – е-семинары (дискуссионный, решение задачи группой), порталь-
ные технологии (wiki – библиотеки, блоги) (см. табл. 1).

Таблица 1

Запросы к образованию и дадактические средства ИКТ

Социальные 

факторы 

Требования к 

выпускнику 

Требования к 

образовательно-

му процессу 

Педагогические 

методы 

Е-средства 

Динамичное 

изменение 

рынка труда 

 

Гибкость 

компетенций, 

мобильность 

работника.  

Умения 

самостоятельно 

учиться, 

творчество 

Проблемное 

обучение, НИРС 

Информационные 

базы, Wiki –

библиотеки 

Развитость 

виртуального 

компонента 

профессиональ-

ной 

деятельности и 

жизни 

ИТ-компетенции Компьютериза-

ция, интернет, 

виртуальная 

образовательная 

среда. 

 ИОС, портальные 

технологии (web 

2.0) 

Возрастание 

роли 

предпринима-

тельства  

Субъектная 

позиция  

личности 

Субъектно-

ориентированный 

тип 

педагогического 

процесса 

Портфолио в 

проектах с 

учётом 

социальной 

направленности 

Форумы, блоги 

Предоставление 

вариативных 

образовательных 

услуг. 

Вариативность 

курсов, услуг 

Выбор глубины и 

индивидуального 

образовательного 

маршрута 

Электронные 

учебники, 

предполагающие 

гибкую 

последователь-

ность изучения 

 Правильная методика организации аудиторных занятий – та, которая позволяет организовать
необходимый уровень самостоятельной работы студентов (познавательной деятельности), кото-
рая в свою очередь определяется заданным результатом. Отсюда вытекают ключевые требования
к аудиторным занятиям:

• Лекции: общее видение, поле проблем, типичные подходы к решению, оптимальная область
конкретных решений – ориентировочная основа для самостоятельной деятельности.

• Практикум: решение практических задач (case-study) – отработка типовых методик но в
собственных проектах.

• Контроль (тестирование): проявление компетенций, защита проектов, портфолио – акцент
на самопроверку, рефлексию и значимость полученных результатов.

Разнообразие форм УММ – учебно-методических материалов, появившееся в последнее вре-
мя, не было подкреплено соотнесением их с дидактическими задачами, решению которых они
предназначены, а перечень последних в принципе не изменился. Чего только нет в структу-
ре электронного учебника, часто механически перенесенного из западноевропейских образцов.
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Эффективность традиционных для е-обучения видов УММ определяется нацеленностью их на
реализацию соответствующих этапов познавательной деятельности обучаемого (см. табл. 2).

Таблица 2

Состав электронного УМК

Разделы 

УМК 

Установка Теория Практикум Руководство Тесты 

Составля-

ющие  

е-УМК 

Анонс 

Программа 

 

Учебные 

тексты 

РРР 

 

Семинары 

Описание 

опытов 

 

Технологическая 

карта 

Руководство 

Силлабус 

БРС 

Контроль-

ные 

вопросы 

Тесты 

 

Элементы 

е-УМК 

• Формиру-

емые 

компетенции 

• Литература  

• Доп. 

материал 

• Глоссарий 

• Структура 

текста 

• Форум 

• Вебинар  

• Объявления • Задания 

для 

проверки. 

• SCORM 

 

Как форма реализации открытого образования e-learning должен предоставить студенту воз-
можность выбора не только глубины и форм изучения материала, но даже оставить за ним право
не изучать предмет (по выбору). Поэтому с организационно-педагогической точки зрения процесс
должен включать процедуру добровольной записи (регистрации) на изучение курса после озна-
комления с рабочей программой или навигатором по курсу ( анонс, “study guide”) и определения
собственных целей, задач изучения его. Методы изучения предмета связаны с уровнем его осво-
ения. Описание материала должно позволить студенту “пробежать” весь курс и одновременно
дать возможность желающим разобраться в глубоких моментах. Практика стран с традициями
гражданского общества показывает, что это возможно за счёт разнообразных и разноуровневых
заданий, рейтинговой оценки результатов изучения и кредитной системы зачёта.

Особую важность в составе е-УМК имеет руководство по самостоятельному изучению пред-
мета – аналог западного “Syllabus”, еще не имеющий адекватного устоявшегося русского термина.

Syllabus – программа занятий (пер с англ., см. Хорнби А.С. Учебный словарь современного
английского языка: спец. изд. для СССР/А.С. Хорнби при участии К. Руз. – М.: Просвещение,
1984. – 769 с. – Oxford University Press. Third impression (revised and updated) 1981.). Русским
синонимом является “руководство по изучению курса”, содержащее подробную технологическую
карту предлагаемых учебных действий студента. Наши руководства приближены к этому, но, к
сожалению, не предполагают каких-либо вариаций в изучении предмета студентами.

Характер познавательной деятельности требуемой от студента, понятен и определяется задан-
ным образовательным результатом, который фиксируется не в знакомых нам ЗУНах, а в форме
компетенций, включая личностные качества выпускника, характеризующий его как самооргани-
зованного человека, способного развивать свою отрасль.

Важным для E-learning фактором является новая роль преподавателя. Его функция как но-
сителя знаний остаётся, но становится не главной. Современным выпускником студент сможет
стать только, если получит в процессе обучения опыт субъекта собственной деятельности. Это
неизмеримо сложнее: надо не просто “давать знания”, не только проблематизировать изложение,
а помогать выстраиванию собственной познавательной деятельности. Это – ключевая задача и
функция нового педагогического работника – тьютора (Т.М. Ковалева).

Подведем итог теоретического рассмотрения темы. Изучение курса в виртуальной среде тре-
бует построения учебного процесса на принципах открытости как реализация субъектно-ориен-
тированного типа педагогического процесса и обеспечивается:
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• анонсом курса, как документом, описывающем выпускника и перечень компетенций, кото-
рые ему нужно освоить, помогающим студенту самоопределиться по отношению к курсу,
выбрать свою образовательную траекторию;

• контентом (учебное содержание, представленное текстами на е-носителях с использованием
мультимедийных средств);

• руководством по самообразованию (Syllabus);

• тьюторской функцией педагога как консультанта по самообразованию студента.

Реально E-learning реализуется в ЯГПУ им. К.Д. Ушинского через интегрированную образо-
вательную систему (ИОС) Moodle, доступ к которой обеспечивается по адресу
http:\\moodle.yspu.org

К началу 2013 г в вузе имеется задел в 35 электронных учебно-методических комплексов (е-
УМК), активно наполняемые в сети. Наиболее актуальными аспектами поддержки ППС сейчас
является использование созданных ресурсов, организация деятельности студентов по курсу. При-
водим здесь примерную Программу курса повышения квалификации, учитывающую описанные
подходы.

Программа обучения ППС

Раздел Ауд. СРС Всего 

1. Введение 2  2 

2. Педагогические основы E-learning 4 4 8 

3. Характеристика и технологические возможности ИОС Moodle 2 2 4 

4. Требования к Е-УМК и порядок их создания 2 2 4 

5. Методика обеспечения сетевой поддержки курса, организации 

СРС 

2 2 4 

6. Практикум создания Е-УМК 4 4 8 

7. Практикум сетевой работы в оболочке ИОС Moodle 4 4 8 

8. Консультации по созданию авторского е-УМК 8 14 22 

9. Презентация  продукта (электронного комплекса) 4 8 12 

ВСЕГО 32 40 72 

 В заключении следует отметить, что для эффективного обучения с использованием электрон-
ных учебно-методических комплексов требуется обеспечить соответствующую образовательную
среду (инфраструктуру E-learning). Она включает Е-библиотеку, обеспечивающую доступ к циф-
ровым ресурсам; тьюторскую поддержку учебного процесса; а также организационную поддерж-
ку работы деканата по мониторингу состояния учебного процесса, который станет возможным с
внедрением программного обеспечения “Галактика”.
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История и философия математики и математического образования

Как Рамануджан пришел к своим первым формулам

П.Н. Антонюк

В 1913 г. индийский математик Сриниваса Рамануджан (1887-1920) послал из Индии в Англию
на имя Г.Г.Харди два письма, содержащие более ста формул, приведенных без доказательств.
Автор предлагает реконструкцию вывода некоторых “простейших” формул из этих писем. Важ-
но понимать, что Рамануджан не имел систематического математического образования, а о его
формулах Харди говорил [1]: “Они должны быть истинными, поскольку если бы они не были
истинными, то ни у кого не хватило бы воображения, чтобы изобрести их”. Для реконструкции
используется тождество

1 + 2t+ 3t2 + ... =
1

(1− t)2
, (1)

которое впервые получил португальский математик Альваро Томаш (Álvaro Tomás, Alvarus Thomas,
XVI век), возведя в квадрат известное тождество

1 + t+ t2 + ... =
1

1− t
.

Тот же результат дает дифференцирование. При t = −1 (t → −1), приходим к следствию

1− 2 + 3− 4 + ... =
1

4
. (2)

Формула 1 ( Рамануджан). 1 + 2 + 3 + 4 + ... = − 1
12 .

Вывод первый. Вычтем равенства 1 + 2 + 3 + 4 + ... = X и 1 − 2 + 3 − 4 + ... = 1
4 . Получим:

4(1 + 2 + 3 + ...) = X − 1
4 , 4X = X − 1

4 , X = − 1
12 .

Вывод второй. Сложим равенства 1 + 2 + 3 + 4 + ... = X и 1 − 2 + 3 − 4 + ... = 1
4 , тогда

2 (1 + 3 + 5 + ...) = X + 1
4 . Кроме того, 1 + 2 + 3 + ... = (1 + 3 + 5 + ...) + 2(1 + 2 + 3 + ...). Пусть

1 + 3 + 5 + ... = Y . Получили систему уравнений
{

2Y = X + 1
4 ,

X = Y + 2X,
откуда

{
X = − 1

12 ,
Y = 1

12 .

Заодно нашли формулу 1 + 3 + 5 + ... = 1
12 .

Формула 2 ( Рамануджан). 12 + 22 + 32 + ... = 0.
Вывод. Умножая на t и дифференцируя тождество (1), получим тождество

12 + 22t+ 33t2 + ... =
1 + t

(1− t)3
. (3)

При t = −1, приходим к следствию

12 − 22 + 32 − 42 + ... = 0.

Вычитаем равенства 12+22+32+42... = Z и 12−22+32−42+ ... = 0, тогда 2(22+42+62+ ...) = Z
или 2 · 4(12 + 22 + 32 + ...) = Z. Следовательно, 8Z = Z, Z = 0.

Формула 3 ( Рамануджан). 13 + 23 + 33 + ... = 1
120 .

Вывод. Умножая на t и дифференцируя тождество (3), получим тождество

13 + 23t+ 33t2 + ... =
1 + 4t+ t2

(1− t)4
. (4)
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При t = −1, приходим к следствию

13 − 23 + 33 − 43 + ... = −1

8
.

Вычитаем равенства 13+23+33+43... =W и 13−23+33−43+ ... = −1
8 , тогда 2(23+43+63+ ...) =

W + 1
8 или 2 · 8(13 + 23 + 33 + ...) =W + 1

8 . Следовательно, 16W =W + 1
8 , W = 1

120 .
Аналогично, следуя Рамануджану, суммируем ряды 1n + 2n + 3n + ... для всех натуральных

n ≥ 4: умножаем на t и дифференцируем тождество (4), полагаем t = −1 и т.д. и т.п. Заметим
также, что Рамануджан переоткрыл формулу Томаша (2) и формулу Леонарда Эйлера (1707-
1783)

0!− 1! + 2!− 3! + ... = 0, 596... (0! = 1! = 1),

а также обнаружил, что сумма расходящегося ряда равна константе интегрирования в формуле
суммирования Эйлера-Маклорена.

Согласно воспоминаниям Харди [1] “Рамануджан говорил, что богиня Намаккал внушала
ему формулы во снах. Примечательно, что часто, встав с кровати, он мог записать результаты и
быстро проверить их, хотя и не всегда мог дать строгое доказательство. . . ”.

В теории расходящихся рядов, включающей формулы Рамануджана, можно всегда найти
красивые и “глубокие” формулы, например:

∑ µ(m)

m
= 0,

∑ µ(m)

mz
=

1

ζ(z)
,

где ζ(z) =
∑ 1

mz – дзета-функция Римана, µ(m) – функция Мебиуса,
∑

– суммирование по всем
натуральным числам m.

Библиографический список

1. Харди, Г. Двенадцать лекций о Рамануджане [Текст]/ Г. Харди. – М.: Институт компьютерных
исследований, 2002. – 336 с.

Б.Л. ван дер Варден и его “Современная алгебра”

М.А. Дубовицкая

“Я прекрасно помню, в 1930 я был в Берлине и работа над своей диссертацией, когда работа ван
дер Вардена поступила в продажу. На то время я так плохо знал алгебру, что сегодня мне бы
отказали в поступлении в университет. Я проглотил книгу и был ошеломлен открывшимся мне
миром,” – так в 1968 г. писал о “Современной алгебре” Ж. Дьедонне [1]. В этом году мы празднуем
110 лет со дня рождения автора этой книги – замечательного голландского математика Бартела
Лендерта ван дер Вардена (1903-1996), чьи труды не утратили своей актуальности. Он хорошо
известен нам по своим достижениям в области абстрактной алгебры и алгебраической геометрии,
теории групп, комбинаторики, теории вероятностей, статистики, квантовой механики и даже
истории математики и астрономии. Но, безусловно, самая известная его работа – двухтомник
“Современная алгебра” [2], книга, написанная им в 27 лет, и ставшая на многие годы одним
из лучших учебников как в западной, так и в отечественной математике. Как сказал в своей
рецензии Н.Г. Чеботарев, “она открывает читателю широчайшие горизонты и вводит его в самую
гущу современных алгебраических исследований” [3]. Примечательно, что само название стало
нарицательным: современные разделы, такие как теория групп и их представлений, теория Галуа
и теория полей, теория идеалов и теория гиперкомплексных величин, прочно вошли в состав
алгебры, пододвинув теорию уравнений. Неслучайно уже 4-ое переиздание книги называется
просто “Алгебра”: эти части из современных превратились в классические, а сама структурная
алгебра охватила всю математику и оказала на развитие математики в XX веке огромное влияние.
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Откуда взялась идея написания “Современной алгебры”? На самом деле необходимость в та-
кой книге была исторически обусловлена. Начавшееся в середине XIX века бурное развитие новых
областей алгебры привело к накоплению большого количества нового материала, который тре-
бовал дополнительного осмысления и систематизации. “Последний период развития алгебры, о
котором мы здесь говорим, как раз и характеризуется аналогичным вторжением понятия груп-
пы и родственных с ней алгебраических понятий (группа с операторами, кольцо, идеал, модуль)
в те разделы алгебры, которые казались до этого очень удаленными от сферы господства этих
понятий. [. . . ] Это объединение является в основном делом современной немецкой школы. Работа
по аксиоматизации алгебры, начатая в последние годы XIX в. Дедекиндом и Гильбертом, была с
большим успехом продолжена Э. Штейницем, затем, начиная с 1920-х годов, под влиянием Э. Ар-
тина, Э. Нётер и алгебраистами их школы (Хассе, Крулем, О. Шрейером, Ван-дер-Варденом).
Трактат Ван-дер-Вардена, опубликованный в 1930 г., впервые собрал эти работы в единое це-
лое, открыв пути и служа проводником для многочисленных исследований последних лет по
абстрактной алгебре” [4].

В 1920-х годах Геттинген было мировым центром математической научно-исследовательс-
кой деятельности. Ван дер Вардена за отличные успехи в учебе в Амстердамском университете
наградили рокфеллеровской стипендией: ему была предоставлена возможность расширить свой
научный кругозор, проведя семь месяцев в Геттингене [5]. Таким образом, в 1925/26 учебном
году он имел возможность прослушать курс лекций Э. Нётер по абстрактной алгебре. Кроме
того, он познакомился там с Д. Гильбертом и Р. Курантом. Далее он отправился в Гамбург, где
летом 1926 г. прослушал курс лекций по алгебре Э. Артина как рокфеллеровский стипендиат, а в
зимнем семестре 1926/27 года участвовал в работе семинара по теории идеалов уже как ассистент
профессора Бляшке [6]. В 1927 г. ван дер Варден получает место профессора в Гронингене и
практически одновременно – место приглашенного професора в Геттингене. Именно в Гронингене
спустя два года ван дер Варден заканчивает работу над своей книгой.

Очевидно, что лекции Артина и послужили отправным пунктом для написания книги, и
изначально планировалось написать ее совместно с Артином, однако потом совместное творчество
не заладилось. Почему – вопрос открытый. Биограф ван дер Вардена А. Сойфер в одном из
своих интервью достаточно резко высказывается на эту тему: “Вообще должна была быть книга
одного Артина” [7]. Однако я не могу с ним согласиться. В качестве основных источников своей
книги сам ван дер Варден указывает лекции Артина по алгебре, семинар по теории идеалов под
руководством Артина, Бляшке и самого ван дер Вардена, а также лекции Э. Нётер по теории
гиперкомплексных систем. На самом деле источников намного больше. И если мы посмотрим
на содержание самой книги и попытаемся понять, что именно брал ван дер Варден в качестве
источника для написания главы, то получим, что из лекций Артина можно составить не более
четверти книги. Первые три главы ван дер Варден обсуждал с Артиным, и это как раз те главы
(“Числа и множества”. “Группы”, “Кольца и поля”), которые касаются наиболее общих понятий,
и даже на тот момент уже были хорошо известны, знания лекция Артина для их написания не
требовалось. К примеру, теория групп была описана в работе А. Спейсера [8], с которой ван
дер Варден был хорошо знаком. Главы 8-10 (“Бесконечные множества”, “Бесконечные поля” и
“Действительные поля”), как сообщает в предисловии сам автор, “в отношении распределения
материала следуют основной работе Штейница” [9]. Если бы ван дер Варден ставил перед собой
целью написать просто хороший учебник по алгебре, ему было достаточно ограничиться первым
томом. Второй том придает книге ту самую “современность”: это теория идеалов, теория целых
алгебраических величин и теория гиперкомплексных систем. Причем это новое изложение теории
гиперкомплексных систем, более понятное и компактное. Единственное, что упускает ван дер
Варден, – это теория неассоциативных колец и теория алгебр Ли, интерес к которым появился в
30-е годы очень быстро.

Вообще надо отметить, что всем работам ван дер Вардена присущ довольно приятный и
ясный стиль изложения, причем не только с литературной, но и с математической точки зрения:
он тяготеет к максимально простым конструкциям в доказательствах. Это касается, не только
его книги, но и других работ. Например, его работа об арифметических прогрессиях 1927 года
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(частный случай теоремы Рамсея) была высоко оценена А. Хинчиным, и он даже поместил ей
главу в своей книге “Три жемчужины теории чисел” [10]. Формулировка задачи звучит довольно
просто: пусть k и l – произвольные натуральные числа. Тогда существует такое натуральное
число n(kl), что при разбиении любого отрезка ряда натуральных чисел длины n(kl) любым
способом на k классов (среди которых могут быть и пустые), по крайней мере в одном из этих
классов найдется арифметическая прогрессия длины l. Однако доказательство этой теоремы в
самом простом изложении занимает более пяти страниц и требует тонкой двойной индукции.

Что касается любви ван дер Вардена к “завитушкам” и готическому шрифту в изложении,
вызывающим у современного читателя некоторое затруднение в понимании, надо отметить, что
такие обозначения были типичны для геттингенской школы (работы Э. Нётер, Шрейера, Гиль-
берта). Если мы проследим эту традицию далее, то заметим, что в изложении теории Галуа эта
традиция существовала еще довольно долго, например, Н.Г. Чеботарев, крупнейший отечествен-
ный специалист по теории Галуа в своей работе [11] использует аналогичный ряд обозначений.
Еще более яркий пример с изложением теории Галуа можно привести с работой Л.Я. Окунева
[12], где используются не только аналогичные обозначения, но и в целом структура главы, фор-
мулировки основных утверждений и идеи доказательств повторяют соответствующую главу у
ван дер Вардена. Что, в общем-то, неудивительно, ведь Окунев был хорошо знаком с содержа-
нием “Современной алгебры”, являясь ее переводчиком. Примерно с середины 1950-х годов такая
традиция обозначений осталась в прошлом.

“Современная алгебра” моментально стала математическим бестселлером. Вот что пишет об
этом Гаррет Биркхоф: “Даже в 1929 году в большинстве университетов, включая Гарвард, интерес
к концепциям и методам [современной алгебры] был все еще вторичен по сравнению с анализом.
Показав их математическое и философское единство и продемонстрировав их возможности на
примере работ Эмми Нётер и ее молодых коллег (в особенности Артина, Брауэра и Хассе), ван
дер Варден фактически сделал алгебру центральной темой в математике. Без преувеличения
могу сказать, что энтузиазм и новизна темы “неэлектризовали” математический мир и особенно
молодых математиков до 30 лет, каким я и был” [13].

Нельзя не отметить влияние “Современной алгебры” на московскую алгебраическую школу.
Семинар, организованный О.Ю. Шмидтом в 1929 году, изначально имел довольно узкую тема-
тику, фактически ограничиваясь теорией групп и их представлений. Вероятно, первые занятия
семинара были посвящены разбору книги Шмидта “Абстрактная теория групп”. Тематика се-
минара и его состав первые годы были достаточно постоянными. Затем, с появлением новых
участников и переноса занятий на мехмат МГУ, они постепенно расширялись. Безусловно, “Со-
временная алгебра” обсуждалась на семинаре, причем до появления ее публикации на русском
языке, в силу того, что Окунев – переводчик книги – был одним из самых первых его участников.
К тому же она оказала влияние на направление его собственных исследований: к 1938 году у него
была написала работа “О признаках, определяющих кольцо как гиперкомплексную систему” [14],
которая опиралась на главы 16 и 17 “Современной алгебры”. Дальнейшие исследования семинара
все больше связаны с бесконечными группами, теорией колец, теорией идеалов, и знакомство
с “Современной алгеброй” подготовило для этого соответствующую почву. Последующие годы
показали, что развитие семинара во многом шло в соответствии в темами, заданными ван дер
Варденом во втором томе “Современной алгебры”.

Книга ван дер Вардена – это классический пример, наряду с “Началами” Евклида, того,
как вовремя написанная компилляционная, систематизирующая уже имеющиеся знания работа,
оказывает влияние на дальнейшее развития науки не меньшее, чем выдающееся оригинальное
сочинение.
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Академик А.Н. Крылов (к 150-летию со дня рождения). Путь в науку.
Математические труды

Н.С. Ермолаева

Алексей Николаевич Крылов (1863-1945) родился в деревне Висяги, тогда Алатырского уезда
Симбирской губернии. К 125-летию со дня его рождения эта деревня была переименована в
Крылово. Его многочисленные работы настолько значимы, как и его личность, что его юбилейные
даты регулярно отмечаются на различных конференциях в его честь.

Как известно, Крылов был специалистом в области математики, механики, физики, элек-
тротехники, артиллерии, астрономии и в ряде других наук, но себя он считал прежде всего
кораблестроителем, а это значит, что кроме морского дела, он должен был знать все эти точные
науки. У Крылова было около 400 работ по библиографическому указателю (c прижизненными
переизданиями), составленному Н.А. Крыжановской в 1952 г., но в этот список вошли и некото-
рые работы, оставшиеся в архиве, поэтому точное количество работ назвать не могу. О Крылове
написано немало статей, а лучшая биографическая книга, с моей точки зрения, была написана
С.Я. Штрайхом [1], хотя и у него есть некоторые неточности, и надо помнить, что она написана
в советское время.

Сам Крылов многое написал о себе в своих “Воспоминаниях”, многократно переиздаваемых
[2]. В многочисленных статьях в его честь можно найти о нём и другие интересные сведения. Здесь
же будет сказано только о его пути в науку и его преподавательской деятельности и работах в
области математики.

Большую роль в образовании А.Н. сыграл его отец Николай Александрович Крылов (1830-
1911). В детские годы он научил сына работать топором, научил стрелять и т.п. Умение работать
руками пригодилось Алексею в его дальнейшей деятельности. Начальное образование он получил
от своей тёти, незамужней Александре Викторовны Ляпуновой, которая жила в их семье. Сама
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же она получила образование в Нижегородском институте, который окончила с шифром, т.е.
отлично. В своих “Воспоминаниях” Крылов пишет: “С пятилетнего возраста она “начала меня
учить: читать, писать, молитвам, священной истории и французскому языку” [2, с. 15].

В 1873 г. Н.А. Крылов с семьёй поехал в Марсель. Сама поездка была тоже поучительной.
Так, сначала они поехали в Москву к брату Н.А. Крылова и посетили ещё недостроенный храм
Христа Спасителя. Они видели в работе художника, “писавшего под самым куполом гигантского
бога Савоофа”. В Варшаве осматривали арсенал, т.к. его начальником был товарищ его отца,
затем поехали в Вену, где изучал медицину двоюродный брат его отца Нил Фёдорович Фила-
тов. Посетили также Мюнхен, Страсбург, Лион и, наконец, приехали в Марсель. Через некоторое
время отец поехал в Алжир, взяв с собой сына, и они знакомились с местными достопримечатель-
ностями. В Марселе отец определил сына в полупансион, затем в пансион, где через несколько
месяцев Алексей научился свободно говорить на французском языке. Конечно, он прошёл полную
программу этого заведения, включавшую бухгалтерские расчёты, что тоже пригодилось в жизни.
Отец справедливо считал, что язык можно изучить только с носителями этого языка. Обратное
возвращение в Россию также было обставлено как экскурсия, а потому они всей семьёй сначала
на корабле добрались до очередного французского порта, а затем через ряд городов, доехали до
Таганрога. Как видим, отец считал путешествия составной частью образования.

В письме от 13 апреля 1874 г. Николай Александрович писал своей матери, приложив письмо
Алексея: “По письму можете судить потеряли ли мы эти полтора года в Марселе без пользы”.
Отдельно он отметил, что сын писал без какой-либо помощи взрослых и почти без ошибок. В этом
большом письме сын описывает на французском языке путешествие, которое они всей семьёй
совершили по пути в Таганрог. Возвращались они так: сначала на корабле по Средиземному
морю. Однако сразу после выхода в море был шторм, и женщины страдали от морской болезни.
В Геную они пришли утром, посетили Ливорно, на поезде поехали в Пизу, а из неё в Болонью и
также на поезде в Венецию. Следующим городом был Триест, где была православная церковь, а
раз это были пасхальные дни, то пошли в церковь, где батюшка подарил Алексею красное яйцо.
Далее путь лежал через Вену, Краков, Полтаву, Харьков и уже оттуда приехали в Таганрог. Это
краткий пересказ этого письма А.Н.

Заканчивает Николай Александрович письмо так: “Про наши дела коммерческие с приездом
ничего не могу сказать пока, дайте отдохнуть. – Но по всему видно, что вряд ли пробудем здесь
долго; дело устрою в Таганроге и захвачу ещё в нашу сеть Севастополь, куда и должен буду
поселиться по окончании железной дороги. Повидаюсь с Вами верно летом, весной вряд ли успею”
[3, л. 131].

Приведём известные факты, о которых писали А.Н. Крылов, а потом и его биограф
С.Я. Штрайх. Летние месяцы прошли в Таганроге, и снова Александра Викторовна готовила его
к поступлению в Севастопольское училище, куда переехала семья. Алексей был принят сразу во
второй класс. В этом уездном училище по желанию можно было обучаться латыни и немецкому
языку. Латынь была и во Франции, а немецкому языку его начала учить Александра Викторовна.
В Севастополе Н.А. Крылов познакомился с участниками Крымской войны, которые приходили
в гости, а сын имел возможность слушать их рассказы. (Некоторые биографы писали, что море
А.Н. увидел впервые в Севастополе.)

Следующий период жизни А.Н. Крылов провёл в Либаве (ныне Лиепая), куда летом 1875 г.
приехала семья Крыловых, но вскоре они отправились в Ригу, где отец устраивал свои коммер-
ческие дела. О них 4 октября 1877 г. Н.А. писал сыну: “В Риге всё по-старому. Навигация идёт в
гору, до сегодня сюда взошло 3100 кораблей. Надо ждать, что до конца навигации будут считать-
ся в приход до 4000. Такое большое движение зависит от хорошего урожая в России, и потому
ещё, что Чёрное море заперто, поэтому хлеб из-под Таганрога направляется сюда” [3, л. 4]. (Пояс-
ним, что в апреле 1877 г. началась русско-турецкая война.) Ясно, что экспортное дело отца было
связано с зерном. Позднее, 12 июня 1891 г. Н.А. Крылов писал: сыну: “В Либаву еду на днях.
Приборы готовы, опробованы, теперь упаковываются”. Отметим, у него в доме был свой теле-
скоп. В другом письме сыну он писал, что увидел звезду не на месте, но она похожа на комету.
“В полночь встал, чтобы увидеть лучше, и убедился, что это комета”.
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В Риге было частное трёхклассное немецкое училище, куда и был определён Алексей. Хватило
всего несколько месяцев, чтобы он свободно мог свободно владеть этим языком.

Там же преподавали и латинский язык. Потом он учился в гимназии. Пора было выбирать
дальнейшее обучение. Как пишет А.Н. Крылов, он просил отца определить его в Морское учи-
лище, а для этого надо было сдать вступительные экзамены. С этой целью отец отправил его в
домашний пансион лейтенанта Д.В. Перского, который в то же время преподавал и в Морском
училище, позднее переименованном в Морской корпус. Пансион располагался в Петербурге на
Загородном проспекте в доме № 5. Алексей учился в нём в 1877/1878 учебном году, а отец издали
следил за сыном, и в письмах давал ему советы.

После вступительных экзаменов, которые с высшими баллами сдал Алексей, началась его
учёба в училище. Здесь также он получал только высшие баллы. В то время в училище был
такой распорядок: утром – обучение в классах, а вечернее время было предоставлено учащимся
для занятий в классе по их интересам. Алексей заинтересовался математикой и читал много
книг и курсов по этой дисциплине, написанных преимущественно на французском языке. Часто
на уроках в классе он давал свой вариант доказательства или решения задачи.

Родители Крылова переехали в Петербург, но отец почти всё время был в разъездах. Часто,
заканчивая письмо сыну, он давал советы, например, такие: “Береги себя и не поломай руки-ноги”
или “Береги глаза. Дай им отдохнуть за лето”. Однако зрение его сына ухудшалось, и пришлось
ему носить очки. Сам А.Н. Крылов пишет, что это произошло из-за того, что на занятиях он
сидел далеко, а класс освещался керосиновыми лампами.

Позднее М.А. Шателен писал, что его брат учился вместе с Крыловым и он считался в их
среде настоящим учёным, к тому же был фельфебелем своей роты. Он мог поспорить с любым
преподавателем, особенно с математиками и астрономами [4].

Напомним, что Крылов был родственником А.М. Ляпунова, который окончил Санкт-Петер-
бургский университет в 1880 г., работал в нём в 1884-1885 гг. и в 1902-1917 гг. Общение с Ляпуно-
вым много значило для Крылова. Затем Ляпунов уехал в Одессу, где трагически погиб 3 ноября
1918 г. В 1919 г. Крылов написал некролог, но положение в стране было такое, что издательское
дело почти прекратилось, и некролог был издан только в 1921 г.

Первый этап на пути к корабельному делу был пройден, и в 1884 г. по окончании Морского
училища Крылов стал мичманом и был награждён премией с занесением на мраморную дос-
ку почёта училища. Сразу же он был назначен производителем работ в компасную мастерскую
Главного гидрографического управления для работ по девиации компасов. Там началась его на-
учная работа под руководством И.П. де-Колонга (полная фамилия – Клапье-де-Колонг). Первая
научная работа А.Н. Крылова “Вычисление делений горизонтальных и вертикальных сил для
дефлектора компаса” (1888 г.) была по этой тематике, но осталась в рукописи в Главном гидро-
графическом управлении.

С Крыловым М.А. Шателен познакомился, когда сам приехал учиться в Петербург. Через
ряд лет он узнал, как относился к Крылову де-Колонг, найдя его письмо от 1 марта 1886 г. к
председателю Совета Русского технического общества, в котором он высоко оценивал Крыло-
ва. Рекомендуя провести некоторую экспертизу вместо себя Крылову, де-Колонг писал: “Этот
офицер уже 1,5 лет сотрудничает вместе со мною и в области своей деятельности представил
несколько капитальных трудов, которые в скором времени будут напечатаны” и указал его ад-
рес: “Васильевский остров, 13-я линия, д. 24, кв. 9” [4].

В то же время де-Колонг привлёк его к работам по Эмеритальным (пенсионным) кассам.
Эти кассы были основаны М.В. Остроградским и В.Я. Буняковским для Морского ведомства.
Периодически проходили поверки их состояния. Так, в 1877-1878 гг. работала третья комиссия,
для которой все вычисления выполнял ученик Буняковского капитан-лейтенант де-Колонг, много
лет посвятивший этой работе, даже став генерал-майором. В четвертой комиссии в 1882-1884 гг.
работу выполнял Крылов под руководством де-Колонга [5, с. 65]. Эти навыки ему пригодились:
так, в 1889 г. он совместно с Вацлавом Модестовичем Сухомелем, тоже мичманом, выполнили
такую работу для эмеритальной кассы Горного института. Их работа была напечатана [6]. По ней
видно, что они не только произвели нужные вычисления, но и дали советы как надо действовать
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в том или ином случае. Здесь были нужны не только расчёты, но и здравый смысл. Такую же
работу они делали и впоследствии, т.к. она хорошо оплачивалась, но изданы только две – эта
и для служащих Волжско-Камского банка. Приведу выдержку из письма отца Крылова от 17
июня 1891 г.: “Друг Алексей! Сегодня я видел Сухомеля; он мне сказал, что к нему присылали
присяжные поверенные по делу о вычислении кассы. Сухомель об условиях не говорил, но сказал,
что вы за работу возьмётесь, и велел собирать им статистический материал” [3].

Во время работы у де-Колонга Крылов в 1888 г. выполнил авторизованный перевод статьи
французского военного инженера Э. Гийю. В этой статье автор предлагает новый способ проек-
тирования шара на плоскость и даёт решение этого вопроса в эллиптических функциях. Значит,
этот математический аппарат он уже изучил [7, с. 101]. Это была первая опубликованная работа
Крылова.

Наступает пора для поступления в Морскую академию, но для этого требовалось иметь произ-
водственную практику, и Крылов устраивается на работу на Франко-русский кораблестроитель-
ный завод, где не только знакомится с новыми работами, но и пишет статьи по корабельному
делу. В 1888 г. он был принят на кораблестроительное отделение Николаевской морской акаде-
мии. Среди всех преподавателей он особо отмечал Александра Николаевича Коркина (1861-1908),
читавшего там 30 лет курс дифференциального и интегрального исчислений. Коркин также об-
ратил внимание на способного ученика и при уходе из академии он передал ему чтение своего
курса. Крылов записал текст лекций, которые он слушал в 1888-1890 гг., хотя курс Коркина был
издан в литографированном виде. Дело в том, что Коркин диктовал ученикам свои лекции (уче-
ники их называли “интегральной диктовкой”), а потому не мог сказать всего, что имелось в его
книге.

В 1890 г. Крылов окончил Академию также с отличием и с занесением на мраморную дос-
ку почёта. По рекомендации Коркина, ушедшего из Академии по состоянию здоровья, Крылову
поручили читать курс дифференциального и интегрального исчисления. Крылов читал разные
курсы, для которых издавал пособия, например, “Учебник сферической тригонометрии для мо-
реходных учебных заведений” в 1899 г. Читал он и курс начертательной геометрии, но пособия не
составил. Позднее, в 1935 г. выйдет его курс “Сферическая тригонометрия Основные сведения,
необходимые для приложения к морской артиллерии и технике”.

Крылов посещал “Коркинские субботы”: так называли лекции, которые читал А.Н. Коркин
на дому для всех желающих учиться новому или получить совет Часто такие встречи проходили
на квартире Александра Ивановича Садовского (1859-1921), потому что Коркин и он жили в
одном доме на одной лестнице, и у него было просторнее. (Крылов высоко ценил Садовского
как физика и как преподавателя, лекции которого он слушал в Академии.) Коркин читал курс
уравнений в частных производных, что не входило в программу Академии. Об этих лекциях
написано в книге Е.П. Ожиговой [8]. По сведениям М.А. Шателена, группу для слушания этих
лекций организовывал Крылов. После смерти Коркина Крылов унаследовал многое из научных
бумаг Коркина, в том числе записи об уникурсальных кривых, об абелевых интегралах.

После окончания Академии Крылов стал посещать Университет в качестве вольнослушателя.
Он приходил на лекции, читавшихся на третьем и четвёртым курсах, а их читали А.А. Марков,
А.Н. Коркин и др. В частности, Крылов прослушал лекции Д.А. Граве по теории поверхностей.
Также он ходил на лекции по физике, которые читал О.Д. Хвольсон, которого он высоко ценил.

Что касается своего основного курса по дифференциальному и интегральному исчислению,
то Крылов издал три курса по этой тематике: для кораблестроительного отделения Политехни-
ческого института в 1906 г., для Морской академии в 1909 г. и для студентов заочного обучения
в 1930-ом и 1931-ом годах.

Остановлюсь на самом объёмном (450 стр.) печатном курсе 1909 г. [9]. Как пишет Крылов
в предисловии, этот курс нужен “для усвоения астрономии, теории корабля, электротехники и
теоретической механики. В 1907 г. программу Морского корпуса было решено увеличить объ-
ём курса в связи с тем, что был добавлен ещё один год для обучения, а значит, и увеличено
количество часов для преподавания математики. Приведу кратко структуру этого учебника.

Первая часть – дифференциальное исчисление. Глава 1: “Введение”, в которой изложено поня-
тие о функции и их классификации, а также теория пределов. Глава 2: “Определение производной
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и дифференциала функции одной переменной и правила дифференцирования”, а в конце главы
он даёт ряд примеров для практики, которые ему предоставил профессор К.А. Поссе. Короткая
глава 3 – “Дифференцирование функций нескольких переменных”, также с примерами для реше-
ния. Небольшая глава 4 отведена дифференцированию неявных функций, а в столь же краткой
главе 5 изучаются производные высших порядков. Весь этот материал занимает 128 страниц.
Замечу, что в рукописном виде этот курс имеется в Архиве [10]. В нём Крылов рекомендует за-
дачник Frénét. “Сборник упражнений по исчислению бесконечно малых” Ф.Ж. Френэ (1816-1900)
с решениями многих задач, был трижды переведён на русский язык. Перевод одного из них был
издан в 1885 г. Д.И. Крюковым, известным как шахматист, а служил он в Петербурге в Главном
интендантском управлении. Задачи в сборнике были разные, часто трудные и интересные, но не
всегда по теме курса Крылова. Так что в изданном курсе об этом задачнике речи нет.

В главе 6 появляется раздел – “О рядах”, как числовых, так и степенных, а в главе 7 рассмат-
ривается разложение функций в ряды Тейлора и Маклорена., причём здесь появляется теорема
Ролля, и лишь потом к этому прилагается глава с разложениями функций ряды, где последние
два параграфа отведены биному Ньютона. Автор поясняет каждый вывод на простых примерах.
Крылов написал: “Определение основных понятий и многие выводы взяты мною целиком из кур-
са, который в течение многих лет читал в Николаевской Морской академии покойный профессор
А.Н. Коркин и лишь необходимость сообразоваться с назначением этой книги – служить учебни-
ком для кадет – заставляла меня отходить от способов изложения моего незабвенного учителя”.

Что касается курса для заочного обучения, то он оформлен в виде отдельных писем. Их было
14: первые семь по дифференциальному исчислению в 1930 г., остальные – по интегральному
исчислении и решению простейших дифференциальных уравнений – в 1931 г. За основу Крылов
взял свой курс 1908 г. Каждое письмо начиналось так: “ТОВ. ЗАОЧНИК!”. Далее идёт некоторое
вступление по теме, затем основной текст и примеры Отличие от курса 1906 г. в том, что здесь
появилась “теорема Лагранжа, из которой следует теорема Ролля”.

В 1938 г. Крылов напечатал в “Вестнике Академии наук” статью “О курсе и постановке пре-
подавания во втузах”. Основная мысль состоит в том, что при составлении учебных курсов надо
хорошо знать, какие именно разделы математики будут нужны будущим техникам, а какие –
инженерам. Интересно высказывание Крылова о сходимости рядов. Написав общие члены двух
рядов: 1) 1000n

n! и 2) n!
1000n , он говорит, что математик скажет, что 1-ый сходится, а 2-ой расхо-

дится, тогда как для астронома будет ровно наоборот, и добавляет, что оба вывода законны, но
для разных целей (астрономы имеют дело со временем, которое исчисляется от 20 тысяч до трёх
миллионов лет).

В 1916 г. Крылов напечатал статью “Учение о пределах как оно изложено у Ньютона” в из-
дании Педагогического музея военно-учебных заведений. Эта организация проводила регулярно
заседания по учебному процессу. В 1915-1916 гг. в отделе математики этого учреждения были за-
слушаны доклады по вопросам преподавания теории пределов и сопутствующих понятий. Стоял
вопрос о месте этих понятий в курсе геометрии в средней школе. Это было вызвано тем, что эти
основные понятия подверглись критике. Свой взгляд высказал и Крылов: “Такое направление
преподавания, как мне кажется, а я в этом еретик, уместно в университете, да и то на стар-
ших курсах, а не для начинающих, и совершенно неуместно в средней школе, а в особенности в
технических, прикладных”.

Затем он приводит аргументы в защиту своих взглядов. Далее он печатает текст И. Ньютона
об определении понятия предела, где всё построено на неравенствах. Как раз в 1915 г. Крылов
окончил перевод первой части “Начал” Ньютона. Вторая часть была напечатана в 1916 г. (Доба-
вим, что Крылов не раз делал сообщения в этом учреждении: так, например, он сделал доклад
о решении одной геометрической задачи Декарта, которая имелась в задачнике Френэ.)

Уже в 1917 г. в “Журнале министерства путей сообщения. Новая серия” появилась статья ла-
тиниста А.З. Чекалова с резкой критикой перевода “Начал”. В следующем сентябрьском номере
вышла рецензия известного философа и редактора этого издания Э.Л. Радлова, который высту-
пил в защиту труда Крылова. Он писал что если и есть какие-то недочёты в переводе Крылова,
то они несущественны, а перевод “Начал” “будет приветствоваться и в русских философских
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кругах”. Критика со стороны математиков не прекращалась (П.А. Некрасов, С.А. Богомолов,
Д.Д. Мордухай-Болтовской), а позднее уже по философским взглядам Ньютона занимался и
академик Н.Н. Лузин, обсуждая некоторые вопросы с Крыловым, но без какой-либо критики.

Крылов перевёл на русский язык не только труды Ньютона, но и работы Эйлера, Лагранжа
и некоторых других выдающихся математиков.

В 1890 г академик В.Г. Тихомандрицкий основал Санкт-петербургское математическое об-
щество, но 5 июня 1892 г. он скончался. Председателем был избран профессор Ю.В. Сохоцкий.
Вопрос об уставе этого общества рассматривался ещё на заседании 17 января 1891 г. и были вы-
сказаны разные замечания, в том числе и Крыловым. [11]. Видимо, были разногласия, так что
устав был принят значительно позднее, в 1893 г. Это было первое упоминание фамилии Крылова
в протоколах общества. (Присутствовавших на заседании в протоколах не указывали, только до-
кладчиков.) Можно предположить, что об открытии Общества Крылову сообщил П.А. Шифф,
артиллерист и математик.

Второй раз о Крылове написано в протоколе от 19 февраля 1897 г., когда он выступил с до-
кладом “О способе Греффе для численного решения уравнений”. Заметим, что за три года до
К.Г. Греффе (1790-1871) этот способ был у Н.И. Лобачевского и у нас способ носит его имя, а
не Греффе. Вряд ли Крылов об этом знал: имя Лобачевского было тесно связано с неевклидо-
вой геометрией. Больше фамилии Крылова в протоколах нет. Однако ранее, 17 марта 1896 г.,
состоялось заседание, посвящённое 300-летию со дня рождения Рене Декарта, где выступили три
члена общества, одним из которых был Ю.В. Сохоцкий. Название его доклада в протоколе: “Об
эллиптических функциях”. Мне казалось, что этот доклад не связан с Декартом, пока я не нашла
в архиве записанный рукой Крылова текст этого доклада [12]. Сохоцкий, отметив роль Декарта
в области математики, показал как получаются эллиптические функции при изучении кривой
“Декартов лист” с уравнением y2 = 4x3− g2x− g3. Этот доклад Сохоцкого назывался “Об основа-
ниях теории эллиптических функций” (так записал Крылов, что верно). Прослушал ли Крылов
всю серию докладов Сохоцкого по этой тематике – неизвестно. Известно только, что эти лекции
слушал ещё один военный – артиллерист С.Г. Петрович, который писал диссертацию на эту тему.
Добавим, что в 1904 г. Крылов был принят в Московское математическое общество.

Интерес к теории функции комплексного переменного проявился и в составленной Крыловым
программе курса “Элементы теории функций комплексного переменного и теории эллиптических
функций”, которую я нашла в том же архиве [13]. Курс явно предназначался для Морской ака-
демии, т.к. сам Крылов оставил такую запись в параграфе о приложениях эллиптических инте-
гралов: “Притяжение и потенциал эллипсоида. Линии тока, линии эквипотенциальные. Примеры
плоского струйного течения жидкости как функций комплексного переменного. (См. Г.К. Суслов.
Теория потенциала и гидродинамика, т. II, глава XVII) – Этот § согласовать с курсом Гидроди-
намики, читаемом в Академии”. Крылов не раз согласовывал свой курс при необходимости.

В своих лекциях по теории корабля в Морской академии Крылов показывал, как вычислять
определённые интегралы по квадратурной формуле П.Л. Чебышёва. Сравнив разные методы
вычислений, Крылов предпочёл именно формулу Чебышева и показал, что метод Чебышёва поз-
воляет вычислять по 63 ординатам, тогда как по методу Симпсона нужно иметь 270 ординат; к
тому же и погрешность оказывалась значительно меньше. По этому поводу приведу выдержку
из письма отца Крылова от 18 мая 1891 г.

“Недавно на конке встретился я с Пафнутием Львовичем Чебышёвым. Когда съехали с Нико-
лаевского моста на Остров и перезапрягали, то я остался вдвоём и, пользуясь тишиной, говорю:
“Вашему Высокопревосходительству удобно: прямо к крыльцу подвезут!” – “Да, да, я всегда поль-
зуюсь этой конкой”. Завязался разговор и я говорю: “На прошлой неделе корабельные люди в
Техническом обществе спор вели: старики стояли за Симпсона и Котеса, а молодой моряк – за
Ваш способ”. – “Ну что же – одинаково точно?” – “Точность одинакова до 4-го знака; но они
делали вычисления 2 недели, а моряк по Вашему способу 6 часов.” – “Очень приятно слышать”.
Карета зашумела, доехали, раскланялись”.

Это письмо было написано в Петербурге, судя по сообщению Н.А. Крылов, что он возвращался
из Географического общества, где слушал доклад океанографа Ю.М. Шокальского. Остров – это
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Васильевский остров, где жили и Чебышёв, и Крылов. (В те времена в больших городах письмо,
отправленное утром, вечером уже было у адресата.)

Ещё отметим, что в 30-е годы Крылов написал небольшое пособие по методу наименьших
квадратов [14]. Теория вероятностей там почти не присутствует, но показано как надо вести
статистические расчёты по этому способу.

Другая тематика Крылова – история математики и других математических наук. Об этом в
двух словах не сказать, так как почти все его работы и устные доклады очень “историчны”. Это не
просто было любопытно читателю, но и полезно для понимания самого предмета исследования.
Так справедливо считал Крылов.

Почти каждая работа Крылова начиналась с истории вопроса, часто весьма обстоятельно
изложенного. Особо я выделяю его чисто историческую статью “Судьба одной знаменитой тео-
ремы”, напечатанную в 1936 г. в журнале “Архив истории науки и техники”. Там он рассмотрел
решённую Ньютоном задачу о движении кометы и как последующие учёные, изучая этот во-
прос, часто забывали, что первым был Ньютон, и не указывали его авторство. В конце статьи
он приводит решение этой задачи в геометрическом виде, как у Ньютона, но и в аналитическом,
говоря, что лучшее решение принадлежит русскому академику А.Н. Савичу (1811-1883) в его
“Курсе астрономии” (1874-1883 гг.).

Главными математическими трудами Крылова стали книги: “Лекции о приближённых вы-
числениях” и “О некоторых дифференциальных уравнениях математической физики, имеющих
приложение в технических вопросах”. Эти книги выдержали несколько переизданий, а послед-
няя книга была переведена на английский язык Я.А. Шохатом, учеником В.А. Стеклова, который
эмигрировал в США. В 1944 г. он написал письмо академику А.Н. Крылову с предложением пе-
ревести на английский язык и издать его книгу “О некоторых дифференциальных уравнениях,
имеющих приложение в технических вопросах” на английский язык. При жизни Крылова эта
книга издавалась три раза: в 1913 г., в 1932 г. и в 1933 г. Перевод был сделан, правда, неизвестно
с какого издания. В свет он вышел после смерти Шохата 8 октября 1944 г. [15].

Жак Адамар (1865-1963) не раз общался с Крыловым. В архиве имеется четыре письма Ада-
мара, которые он писал, когда Крылов был в заграничной командировке. В первом из писем от
25.12.1926 г. он обращался к Крылову с просьбой посмотреть приложенную статью Эдуарда Мил-
на (1896-1950) и дать своё мнение о том, есть ли в ней новое по сравнению с численным методом
вычислений Адамса. “Надеюсь, что Вас это не затруднит, т.к. этот вопрос у Вас в руках”, – писал
Адамар.

В другом письме речь шла о статье Крылова “О численном приближении интегрирования
дифференциальных уравнений в приложении к расчёту траекторий метательных снарядов”, на-
писанную им на английском языке. Адамар решил перевести её на французский язык для пуб-
ликации во французском журнале “Записки французской артиллерии” и просил проверить кор-
ректуру.

В следующих двух письмах Адамар говорил об издании своего учебника математики для
Политехнической школы и просил Крылова разрешить ему включить параграф со статьёй из
“Записок”, разумеется, с указанием автора. Курс Адамара состоял из двух томов, первый из
них вышел в 1929 г., а второй том с подробным изложением метода Греффе и с примерами
вычислений – только в 1931 г. О Крылове сказано в предисловии автора и в сносках в тексте
параграфа. Письма датируются 1927-1927 гг., когда Крылов ещё был в Париже [16].

В заключение приведу цитату из книги Владимира Ивановича. Зубова [17], которую он по-
святил академику А.Н. Крылову к столетию со дня его рождения. В книге он поместил фото-
графию А.Н. Крылова, а в предисловии написал: “При работе над настоящим изданием были
использованы труды академика А.Н. Крылова. Посвящение данной книги выдающемуся учёно-
му А.Н. Крылову следует рассматривать как дань уважения его разностороннему таланту. При
изучении его трудов удалось установить, что проблемы умерения или уничтожения колебаний,
управляемости корабля, непотопляемости, вопрос уничтожения девиации гироскопических при-
боров на современном уровне могут быть сформулированы как проблемы математической теории
управления и решены в рамках этой теорию. В книге лишь проделана часть этой работы”.
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Португальские математики в библиографических и реферативных журналах в конце
XIX – начале XX веков

В.И. Харламова, Г.Р. Малонек

Рассмотрена возможность использования библиографических и реферативных данных для ис-
торико-математических исследований в период становления европейского математического сооб-
щества в конце XIX-го - начале XX-го столетий. На примере математического сообщества Порту-
галии, тогда ещё находившегося в процессе формирования, рассмотрено участие и цитирование
португальских авторов в различных европейских библиографических проектах. Отмечено, что
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библиографические данные можно интерпретировать в контексте событий истории Европы, эта
связь прослеживается в изменениях числа публикаций математического сообщества Португалии в
разные исторические периоды. Сделано предположение, что изучение эволюции интернациональ-
ной библиографии математических сообществ разных стран можно использовать в социальной
истории математики как объективный метод исследования.

К истории становления мирового математического сообщества

История развития национальных математических сообществ и процесс становления на их ос-
новании международного математического сообщества во второй половине XIX – первой четверти
XX столетий стали темой многочисленных исследований и, начиная с середины 70-ых годов XX
века, находится в состоянии активной разработки. Изучению особенностей развития мирового
математического сообщества посвящён ряд работ, появившихся в последние десятилетия [1-3].

Становление мирового математического сообщества происходило в атмосфере активного раз-
вития национальных математических сообществ: прежде всего – немецкого и французского – двух
ведущих на этот период. Вслед за ними, начали формироваться сообщества математиков Ита-
лии, Великобритании, Россия, США. Основанием для строительства единого международного
математического сообщества стали сообщества национальные. Прежде всего, это национальные
сообщества математиков Франции (назовём лишь некоторые имена – Ж. Фурье, О. Коши, Э. Га-
луа, Ш. Эрмит, А. Пуанкаре, Э. Борель) и Германии (К.Ф. Гаусс, К. Вейерштрасс, Г. Риман,
Г. Кантор, Ф. Клейн, Д. Гильберт), которые доминировали в математике XIX и первой трети
XX вв.

Стремительное развитие математики в последние десятилетия XIX века в Италии – стране с
давними математическими традициями, давало надежду, что к двум ведущим математическим
державам примкнёт третья – Италия (У. Дини, Л. Бианки, Дж. Пеано, В. Вольтера). Однако в
первой четверти ХХ столетия это развитие замедлилось.

Продолжалось успешное развитие математики в Великобритании (В. Гамильтон, Дж. Силь-
вестр, А. Кели), также страны со славным математическим прошлым. С конца XIX века США
начинают играть заметную роль в мировых математических событиях, и во второй половине ХХ
века становятся одной из ведущих математических держав1.

Особое место в математике ХХ века начали играть Япония и Китай, в которых ещё в середине
XIX века царила средневековая культура и которые сумели менее чем за столетие преодолеть
отставание в области математики2.

Круг стран с высоким математическим потенциалом, пополнили Россия (Н.И. Лобачевский,
П.Л. Чебышев, А.А. Марков, А.М. Ляпунов) и государства Скандинавии (Н. Абель, С. Ли,
И. Фредгольм, Г. Миттаг-Леффлер). Российское математическое сообщество, начало которому
было положено деятельностью Л. Эйлера, и ставшее к концу XIX века заметным фактором меж-
дународной научной жизни, стало объектом систематических исследований во второй половине
ХХ века (работы Б.В. Гнеденко, С.С. Демидова, В.М. Тихомирова и Т.А. Токаревой, А.П. Юш-
кевича, И.И. Лихолетова и С.А. Яновской, а также четырёхтомный труд по истории математики
в России и сборник, выпущенный American Mathematical Society).

Замечательный рывок в конце XIX века совершила Польша – из страны со скромной по
европейским меркам математикой она к 30-ым годам XX века выросла в одну из передовых в
математическом отношении стран мира. Здесь мы выделили бы работы S. Domoradskii, R. Duda и
K. Kuratowski [4-6]. Появились учёные из стран, которые в математическом мире рассматривались

1Становлению математических исследований в США посвящены работы D.D. Fenster и K.H. Parshall,
K.H. Parshall и D.E. Rowe. В 1988-89 гг. Американское математическое общество выпустило трёхтом-
ник “Столетие математики в Америке” под редакцией P. Duren. Развитие математики в Канаде – тема
исследований T. Archibald’a и L. Charbonneau.

2Изучение этих процессов – тема исследований Ch. Sasaki (математика Японии) и J. Dauben (матема-
тика Китая).
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как глубокая провинция – математики из Испании (Г. Гальдеано), Португалии (Ф.Г. Тейшейра),
Греции (К. Стефанос).

Наконец, появился новый тип математика – деятеля зарождавшегося международного ма-
тематического сообщества, математика с широким кругом интересов, нацеленного на проблемы
этого только возникавшего сообщества, и своей активностью способствовавшего его успешному
формированию. К этому новому типу можно отнести итальянца Г.Б. Гуччи, русского А.В. Васи-
льева, испанца Г. Гальдеано, грека К. Стефаноса, португальца Ф.Г. Тейшейру. Изучению этого
феномена посвящена целая литература1.

Международные проекты библиографических и реферативных журналов

Развитие национальных сообществ сопровождалось усилением международных контактов
(персональных, на уровне академий наук и высших учебных заведений и между математиче-
скими обществами), начали собираться международные математические конгрессы (первый –
в Цюрихе в 1897 году). Чрезвычайно оживилась журнальная деятельность: увеличилось число
международных математических журналов и количество публикаций. Если в 1700 году толь-
ко лишь 15 журналов печатали математические статьи, то уже в 1900 – более 600 журналов.
Естественно, что математики поддерживали идею создания библиографических и реферативных
каталогов и журналов, были созданы несколько проектов для систематизации математических
публикаций в разных странах. Эти проекты в свою очередь способствовали быстрому обмену и
распространению информации о последних математических исследованиях в масштабах мирово-
го сообщества2. Это давало массу преимуществ в преемственности исследований и уменьшению
числа повторяющихся работ (известно, что многие открытия делались не один раз только из-за
недостатка в своевременном распространении новых достижений). В определённом смысле это
была назревшая потребность в создании общей сети обмена информацией, то, что сейчас даёт
нам интернет.

Возникли международные математические проекты библиографических и реферативных ка-
талогов и журналов, упомянем самые крупные проекты:

• Английский проект: Catalogue of Scientific Papers (1867-1925),

• Итальянский проект: Bullettino di bibliografia e di storia delle scienze matematiche e fisiche,
(1868-1887),

• Немецкий проект: Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik, (1868-1943),

• Голландский проект: Revue semestrielle des publications mathématiques (1893-1934),

• Французский проект: Répertoire Bibliographique des Sciences Mathématiques, (1894-1912),

• Создание математических энциклопедий (вначале немецкой, затем французской),

• Организация Международной комиссии по математическому образованию.

В отличие от научных журналов, библиографические издания позволяли ориентироваться в
общей ситуации за длительный период развития математики (начиная со второй половины XIX
века) включая научные достижения не только в лидирующих странах, а и в более скромных
математических сообществах периферии.

Английский проект Catalogue of Scientific Papers (1867-1925) – каталог научных статей, был
реализован усилиями Лондонского Королевского Общества (Royal Society of London). В 19 томах,

1Деятельность G.B. Guccia – тема исследований A. Brigaglia и G. Masotto, А.В. Васильева – В.А. Ба-
жанова и А.П. Юшкевича, G. Galdeano – M. Hormigon, K. Stephоnos – Ch. Phili.

2Сейчас эти библиографические данные представляют огромный интерес для изучения истории стро-
ительства международного математического сообщества.
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проиндексированы журналы с 1800 по 1900 годы (статьи не только по математике). Каталог
составлен в алфавитном порядке по фамилиям авторов, и хронологически соответствует каждому
автору. Всего за этот период было проиндексировано 40 000 публикаций. Хронология публикации
и времени выхода статей представлены ниже в таблице:

Том Даты выхода статей Даты выхода Каталога

1-6 1800-1863 1867-1872

7-8 1864-1873 1877-1879

9-11 1874-1883 1891-1896

12 1800 – 1883 1902

13-19 1884-1900 1914-1925

В дополнительном 12 томе индексированы “все самые важные документы”, которые появились
с 1800 по 1883 год в периодических изданиях и не были проиндексированны ранее. С 1908 по 1914
годы были подготовлены три предметных указателя: т.1 чистая математика (1908); т.2 механика
(1909); т.3, ч.1 физика: общая, тепло, свет, звук (1912); т.3, ч.2 физика: электричество и магнетизм
(1914).

Итальянский проект Bullettino di bibliografia e di storia delle scienze matematiche e fisiche, (1868-
1887) – Бюллетень библиографии и истории физико-математических наук, был основан и редак-
тировался итальянским историком математики кн. Балтазаром Бонкомпагни-Людовиси (Prince
Baldassarre Boncompagni-Ludovisi, 1821-1894). Это один из первых журналов, посвященных ис-
тории точных наук, выходил в 1868-1887 годах и составил двадцать томов содержащих 14554
страницы.

Немецкий проект Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik, (1868-1943) – рецензионный
годовой журнал по математике, последовательно редактировался К. Ортманом, Ф. Мюллером,
А. Вангерином, Э. Лампе, Л. Лихтенштейном, Г. Фейглом и др. В первом выпуске были опреде-
лены цели журнала: “Нашей целью было, с одной стороны: предоставить инструмент для тех,
кто не в состоянии следить за всеми публикациями в различных областях математики, что-
бы получить общие представление о развитии науки. С другой стороны, это должно помочь
активному ученому найти известные факты...” [7]. Начиная с первого тома материал журнала,
был разделен на 12 категорий (с тридцатью восьмью подкатегориями): История и Философия;
Алгебра; Теория чисел; Вероятность; Ряды; Дифференциальное и Интегральное исчисление; Тео-
рия функций; Аналитическая геометрия; Синтетическая геометрия; Механика; Математическая
физика; Геодезия и Астрономия. За период существования журнала, с 1869 по 1943, было изда-
но 68 томов. Первая часть 68-го тома (1942) явилась последней. В отличие от других подобных
журналов, рецензенты Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik не были профессиональны-
ми рецензентами, а были хорошо известными математиками, назовем лишь некоторых из них:
Г. Фихтенгольц, Д. Гильберт, А. Гурвиц, Э. Камке, Ф. Клейн, Э. Ландау, С. Ли, Г. Минковский,
М. Миттаг-Леффлер, Вл. Смирнов.

Голландский проект Revue semestrielle des publications mathématiques, (1893-1934) – Полугодо-
вой обзор публикаций по математике, журнал выпускался Математическим Обществом Амстер-
дама, содержал в каждом томе около 3000 статей-резюме на немецком, английском и французском
языках, предметный и авторский указатели и список математических журналов. После 1932 года
активность голландского проекта резко снизилась, и в 1934 году проект был закрыт.

Французский проект Répertoire Bibliographique des Sciences Mathématiques, (1894-1912) – Биб-
лиографический каталог математических трудов, был задуман Французским Математическим
Обществом в 1885 году под руководством А. Пуанкаре (начал издаваться в 1894 году). Вот что
сказал А. Пуанкаре о необходимости организации подобных каталогов: “Любая классификация
является скрытой теорией. И только путем классификации фактов, можно двигаться в ла-
биринте и не заблудиться. Те, кто не признает эту истину могут двигаться только ощупью,
каждый раз возвращаясь на прежнее место, повторяя по сто раз один и тот же путь”, (Henri
Poincaré, Le libre examen en matière scientifique, 1909). До 1912 года за 27 лет вышло 20 серий по
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1000 библиографий в каждой. Материалы каталога разделялись на три основные группы: 1) Ма-
тематический Анализ, 2) Геометрия, и 3) Прикладная математика. В 1894-1895 годы вышло 4
серии, в 1896-1905 годы – 11 серий, в 1906-1912 годы – 5 серий. В июле 1889 года, в Париже,
состоялся первый международный конгресс по систематизации научной библиографии по всем
разделам математики (Congrès International de Bibliographie des Sciences Mathématiques). На этом
конгрессе была создана постоянная комиссия, в неё вошли: А. Пуанкаре, Д. Андре, Ж. Гумберт,
М. д’Окань, Ч. Генри (Франция), Е. Каталан (Бельгия), Д.Б. де Хаан (Голландия), Д.У. Ли Глей-
шер (Великобритания), Ф. Гомеш Тейшейра (Португалия), Э. Холст (Норвегия), Г.Ж. Валентин
(Германия), Э. Вейер (Австрия), Г.Б. Гуччи (Италия), Г. Енестрём (Швеция), Й.П. Грам (Да-
ния), В.Н. Лигин (Россия) и К. Стефанос (Греция). Однако, несмотря на широкое международное
участие, вклады стран оказались неравноценны, некоторые страны не присылали библиографи-
ческие данные (например, Великобритания и США, которые участвовали и в других библио-
графических проектах). Кроме того, международные аспекты проекта были ослаблены тем, что
вся присылаемая библиография редактировалась, субсидировалась и публиковалась во Франции.
В библиографиях французского проекта, как правило, больше ссылок на работы французских
математиков. После двух лидирующих школ математики (французской и немецкой) в распреде-
лении по остальным странам у французского проекта иногда заметен субъективный подход, так,
за время существования проекта, Португалия значительно опережает Великобританию по числу
упомянутых в каталоге математических работ [8].

Португальские математики в реферативных журналах

Роль библиографических и реферативных журналов в истории математики в период форми-
рования мирового математического сообщества трудно переоценить. Помимо чисто математиче-
ской информации эти журналы дают нам динамику взаимодействия математиков разных стран и
степень вовлечения малых и больших национальных математических сообществ в общий процесс.
С этой точки зрения библиографические исследования могли бы добавить много нового в историю
математики, но нам, к сожалению, не удалось обнаружить подобных библиографических иссле-
дований в историко-математической литературе. Мы попытались собрать библиографическую
информацию о Португалии - одной из математически удалённых стран Европы, принимавшей
своё скромное участие в строительстве международного математического сообщества в конце
XIX и начале XX столетий. Этот выбор, с одной стороны, удобен тем, что библиографический
материал не так велик, как для стран – математических лидеров Европы (Германия, Франция),
а, с другой стороны, математические тенденции и события в Португалии несут на себе печать
общности той эпохи и во многом схожи с тем, что происходило в других странах. В рассмат-
риваемый исторический период в Португалии существовали только три журнала публиковав-
ших математические исследования. Это журналы, на которые были библиографические ссылки:
“Журнал математических, физических и естественных наук” (Jornal de sciencias mathematicas,
f́ısicas e naturais), “Журнал математических и астрономических наук” или “Журнал Тейшейры”
(Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronomicas), и журнал “Заметки Лиссабонской Королевской
Академии Наук” (Memorias de academia real de sciencias de Lisboa).

Одним из выдающихся португальских математиков того времени был Франсишко Гомеш Тей-
шейра (1851-1933). С его именем связаны самые заметные события в международной активности
португальского математического сообщества. Поэтому библиографические ссылки на его мате-
матические работы были для нас особенно важны для начала нашего поиска. Мы обнаружили
полный список его ранних работ в каталоге Английского проекта. Английский проект Catalogue
of Scientific Papers за 1874-1883 годы (т.10, RSL, 1891) содержит библиографию всех работ
Ф.Г. Тейшейры опубликованных в различных европейских журналах Португалии, Франции, Ита-
лии и Бельгии:

1873 – Applicaç ao das fracç oes continuas á determinaç ao das raizes das equaç oes, Jornal das
Sciencias Mathematicas, Physicas e Naturaes.

1880 – Generalisação da serie de Lagrange, Jornal das Sciencias Mathematicas Physicas e Naturaes.
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1877 – Sur la décomposition des fractions rationnelles, Jornal de Sciencias Mathematicas e Astro-
nomicas.

1877 – Noticia sobre Saturno, Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronomicas
1878 – Sur le nombre des fonctions arbitraires des intégrales des équations aux dérivées partielles,

Mémoires de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux.
1878 – Noções elementares sobre a theoria dos determinantes, Jornal de Sciencias Mathematicas

e Astronomicas.
1880 – Sur les dérivées d’ordre quelconque, Giornale di Matematiche.
1881 – Sur l’intégration d’une équation aux dérivées partielles du deuxième ordre, Comptes rendus

de l’Académie des Sciences de Paris.
1881 – Sobre a multiplicação dos determinantes, Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronomicas.
1881 – Sur le développement des fonctions implicites en série, Journal de Mathématiques pures et

appliqués, fondé par Liouville.
1882 – Sur l’intégration d’une classe d’équations aux dérivées partielles du deuxième ordre, Bulletin

de l’Académie Royale des Sciences de Belgique.
1883 – Sur une formule d’interpolation, Mémoires de la Société Royale des Sciences de Liège.
Библиография португальских математиков во Французском проекте Répertoire Bibliographi-

que des Sciences Mathématiques представлена довольно подробно. Нам удалось обнаружить, кроме
упоминания исследований Ф. Гомеша Тейшейры, библиографические ссылки на других порту-
гальских математиков. Результат можно представить следующим образом: Ф. Гомеш Тейшейра
– всего 29 работ, из них 13 работ из португальских журналов, 13 работ из французских журна-
лов, 3 работы из немецкого журнала. Другие португальские математики: 152 работы во всех 20
сериях.

Португальские математики в немецком проекте Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik
имеют подробную библиографию. Кроме ссылки на работу даны краткие рефераты содержания
и сделана подробная классификация тематики. Весь материал немецкого проекта нам удалось
представить ниже в графической форме, где по вертикальной оси абсцисс отложено число биб-
лиографий португальских математических работ за один год, а по горизонтальной оси ординат
– годы выхода журнала:

 

1
2

9

1

13

10

8

6

11

13

10
9

3

13
14

4

27

11

2

8

10
9

13

7

10

6

3

5

11

8

12

8

1

5 5
4

5

12

8

10

12

2

5

1 1 1

3

0

3 3

0 0

3

6

0

4

6

9

6

9

3

7
8

18
17

24

16

1
8

7
6

1
8

7
8

1
8

8
0

1
8

8
2

1
8

8
4

1
8

8
6

1
8

8
8

1
8

9
0

1
8

9
2

1
8

9
4

1
8

9
6

1
8

9
8

1
9

0
0

1
9

0
2

1
9

0
4

1
9

0
6

1
9

0
8

1
9

1
0

1
9

1
2

1
9

1
4

1
9

1
6

1
9

1
8

1
9

2
0

1
9

2
2

1
9

2
4

1
9

2
6

1
9

2
8

1
9

3
0

1
9

3
2

1
9

3
4

1
9

3
6

1
9

3
8

1
9

4
0

1
9

4
2

На приведённом рисунке хорошо видна эволюция числа работ португальских математиков
вошедших в Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik за все годы существования журнала.
Интересно сопоставить творческую активность португальских математиков по библиографиче-
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ским данным Немецкого проекта с историческими событиями, происходившими в Европе в те
годы. Последняя четверть XIX века была временем широкого общественного движения за воз-
рождение духовной жизни Португалии (период Регенерации 80-х – 90-х годов), что сопоставимо с
довольно длинным продуктивным творческим периодом в математической библиографии. Затем
последовала смена монархического строя на республиканский строй в 1910 году, что соответству-
ет новому всплеску математической активности вплоть до 1916 года (несмотря на начало Первой
мировой войны в 1914 году). В 1916 году Португалия, до этого времени сохранявшая нейтрали-
тет, объявила войну Германии и вступила в Первую мировую войну на стороне Антанты, число
португальских математических библиографий в немецком журнале резко падает и остаётся на
низком уровне вплоть до конца 20-х годов, а затем, снова резко увеличивается вплоть до закры-
тия журнала в 1943 году. Начало Второй мировой войны в 1939 году не снижает числа порту-
гальских математических библиографий в немецком журнале. К сожалению, Английский проект
закрылся в 1925 году, а Французский проект закончился ещё раньше, в 1912 году, поэтому нам не
удалось сделать более широкое сопоставление. Но и то, что даёт Немецкий библиографический
проект, представляется очень интересным для изучения взаимодействия научного сообщества и
социальной среды.

Заключение

Полученные библиографические данные всех проектов можно было бы интерпретировать в
контексте совокупности событий социальной истории Европы, эта возможность явно прослежи-
вается в изменениях творческой активности математического сообщества Португалии. Но в на-
стоящий момент подобное обсуждение ограничено пределами одной страны, и делать выводы
рано. На наш взгляд исследование нужно продолжить путём сопоставления библиографических
данных как для европейских стран, ещё только строящих свои национальные математические
сообщества так и для стран – традиционных математических лидеров.
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Петербургский период научной и педагогической деятельности Д.А. Граве по
дифференциальной геометрии

И.В. Игнатушина

В 2013 г. исполняется 150 лет со дня рождения одного из выдающихся отечественных математи-
ков, почетного члена АН СССР, академика АН УССР, основоположника крупной алгебраической
школы – Дмитрия Александровича Граве (1863-1939).

Дмитрий Александрович принадлежал к младшему поколению Петербургской математиче-
ской школы XIX в. Его учителями на физико-математическом факультете Петербургского уни-
верситета были видные ученые-математики того времени: П.Л. Чебышев, А.Н. Коркин, А.А. Мар-
ков, К.А. Поссе, И.Л. Пташицкий, Ю.В. Сохоцкий [1]. С самого начала своей студенческой жизни
Д.А. Граве включился в научную деятельность. Он много времени проводил в библиотеке, изучая
труды классиков, организовал студенческое научное общество, которое издавало свой журнал
“Записки физико-математического общества С.-Петербургского университета”. В нем Дмитрий
Александрович опубликовал результаты своих первых научных изысканий.

Большое влияние на формирование научных интересов Граве оказал профессор А.Н. Коркин.
Еженедельно на его квартире собиралась университетская молодежь и профессура Петербурга.
На этих вечерах любил бывать и Граве. Позже в своих автобиографических записках он писал:
“Сидя на диване, Коркин вел интересную беседу, так как был умный и образованный человек.
Особенно были интересны его разговоры о математике. Я должен признать, что обе мои дис-
сертации вытекали из этих разговоров, хотя в докторской диссертации большую роль сыграли
Чебышев и Марков” [2, с. 223].

По окончании университета в 1885 г. Граве представил выпускную работу (кандидатскую дис-
сертацию), посвященную одному из вопросов дифференциальной геометрии, а именно наимень-
шим поверхностям, т.е. поверхностям, в каждой точке которых средняя кривизна равна нулю. Вся
работа состояла из трех глав. В первой главе с помощью вариационного исчисления выведены
условия, которым должна удовлетворять наименьшая поверхность. Во второй рассмотрены тео-
ремы о кривизне таких поверхностей. В третьей изложено интегрирование дифференциальных
уравнений наименьших поверхностей [3].

В 1889 г. Д.А. Граве защитил магистерскую диссертацию [4] по теории интегрирования диф-
ференциальных уравнений с частными производными первого порядка, и был оставлен при Пе-
тербургском университете для приготовления к профессорскому званию. В том же году он был
зачислен приват-доцентом университета и, кроме того, получил должность преподавателя мате-
матики в Институте инженеров путей сообщения. С 1891 г. его приглашают читать лекции на
Бестужевских высших женских курсах, а с 1893 г. – в Военно-топографическое училище. По вос-
поминаниям его современников, Д.А. Граве “с замечательным искусством умел излагать самые
отвлеченные и трудные вопросы с редкою простотою и ясностью” [3, с. 322].

Сохранилось литографированное издание 1893 г. лекций по дифференциальному исчислению
[5], которые Д.А. Граве читал в Институте инженеров путей сообщения. В последнем разделе
собран материал по приложению дифференциального исчисления к геометрии. В первой части
этого раздела изложены вопросы дифференциальной геометрии на плоскости. Во второй – осве-
щаются вопросы дифференциальной геометрии в пространстве. Содержание этих лекций пока-
зывает, что вопросы дифференциальной геометрии уже стали неотъемлемой составляющей курса
высшей математики технического вуза.

Следует отметить, что в Петербургском университете Граве читал специальный курс по тео-
рии поверхностей, и вел практические занятия по этому курсу. Его лекции на правах вольнослу-
шателя посещал профессор Морской академии, будущий академик, Алексей Николаевич Крылов
(1863-1945). В письме от 2 декабря 1930 г. он писал: “Глубокоуважаемый Дмитрий Александро-
вич! . . . С благодарностью вспоминаю, что на днях исполняется ровно 40 лет с тех пор, как я
имел удовольствие слушать в С.-Петербургском университете Ваши лекции по дифференциаль-
ной геометрии” [6, с. 33].
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В 1896 г. Граве защитил докторскую диссертацию “Об основных задачах математической тео-
рии построения географических карт” [7], в которой решил целый ряд важных задач дифферен-
циальной геометрии. Тематически она продолжала исследования Эйлера, Лагранжа, Чебышева,
Коркина, Маркова и Дарбу по картографии.

Поскольку поверхность земного сфероида не развертывается на плоскость, то изобразить ее
на плоскости без искажения невозможно. Существуют два основных вида проекций: конформные
и эквивалентные. При конформных проекциях сохраняется подобие в бесконечно малых частях
или, другими словами, сохраняется угол между любыми двумя линиями поверхности при их изоб-
ражении на карте. Масштаб при таком отображении остается постоянным по всем направлениям,
при переходе от одной точки к другой.

Эквивалентные проекции таковы, что все площади фигур на карте пропорциональны пло-
щадям соответствующих фигур на земной поверхности. Масштаб на карте при такой проекции
меняется в каждой точке в зависимости от азимута. На карте, выполненной в эквивалентной про-
екции, не может быть подобия в бесконечно малых частях. Поэтому при изображении большой
части земной поверхности, когда уже ощутима кривизна земли, делают выбор между указанными
видами проекций.

Лагранж в работе “О построении географических карт” (1779 г.) [8] рассмотрел общую теорию
конформных проекций любой поверхности вращения на плоскость. Особое внимание он уделил
случаю, когда поверхность вращения есть сфера и все ее меридианы и параллели переходят в
окружности или прямые на плоскости. Еще раньше Эйлер в мемуаре “Об изображении поверх-
ности шара на плоскости” (1777г.) [9] решил схожую задачу в отношении одного частного случая
эквивалентных проекций, когда изображения меридианов и параллелей пересекаются под пря-
мым углом.

В общем виде вопрос об отыскании эквивалентных проекций шара на плоскость, при которых
изображения меридианов и параллелей являются прямыми или окружностями, был поставлен
А.Н. Коркиным.

В своей работе Граве дал полное решение задачи Коркина, указав 11 типов единственно
возможных проекций, из которых наиболее выгодными являются, по его мнению, те, при которых
изображения меридианов и параллелей взаимно ортогональны.

Другим ценным результатом Граве, изложенным в диссертации, было доказательство сле-
дующей теоремы Чебышева: “Наивыгоднейшая проекция для изображения какой-нибудь части
земной поверхности на карте есть та, в которой на границе изображения масштаб сохраняет
одну и ту же величину, легко определяемую по принятой нормальной величине масштаба” [10,
с. 242]. Это утверждение Чебышев высказал на заседании Петербургской Академии наук 18 ян-
варя 1853 г., и долгое время оно оставалось без доказательства.

Первое доказательство этой теоремы Граве нашел в 1894 г. и доложил его на конгрессе фран-
цузской ассоциации содействия прогрессу наук. В диссертации он представил его полнее. В 1911 г.
Граве опубликовал на французском языке работу “Обобщение доказательства одной теоремы Че-
бышева” [11], в которой распространил свои рассуждения на произвольные поверхности, имеющие
гауссову кривизну постоянного знака. Рассмотрим это доказательство подробнее.

Если линейный элемент заданной поверхности в изотермических координатах имеет вид ds2 =
λ2(du2 + dv2), то коэффициенты первой квадратичной формы

ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

принимают значения:
F = 0, E = G = λ2. (1)

Поскольку всякая конформная проекция поверхности (u, v) на плоскость (x, y) задается фор-
мулой x+ iy = f (u+ iv), тогда масштаб этого отображения определяется следующим образом:

m =
|f ′ (u+ iv)|

λ
.
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Введя обозначение H = ln |f ′ (u+ iv)| = 1
2 ln f

′ (u+ iv) + 1
2 ln f

′ (u− iv), получим lnm = H −
lnλ.

Функция H, будучи действительной частью аналитической функции ln f ′ (u+ iv), является
гармонической функцией, поэтому она не принимает экстремальных значений во внутренних
точках областей.

Схожим свойством обладает и функция H − lnλ. В самом деле, если, положим, что гауссова
кривизна K положительна, и функция H − lnλ достигла своего максимума во внутренней точке
некоторой области, тогда будут выполняться следующие неравенства

∂2 (H − lnλ)

∂u2
≤ 0,

∂2 (H − lnλ)

∂v2
≤ 0,

складывая которые, после некоторых преобразований, получим:

∂2 lnλ

∂u2
+
∂2 lnλ

∂v2
≥ 0. (2)

Гауссом в 1816 г. было доказано, что кривизна K зависит только от коэффициентов первой
квадратичной формы и их производных, т.е. выполняется равенство:

4
(
EG− F 2

)
K = E

(
∂E
∂v

∂G
∂v − 2∂F

∂u
∂G
∂v +

(
∂G
∂u

)2)
+

+F
(
∂E
∂u

∂G
∂v − ∂E

∂v
∂G
∂u − 2∂E

∂v
∂F
∂v + 4∂F

∂u
∂F
∂v − 2∂F

∂u
∂G
∂v

)
+

+G
(
∂E
∂u

∂G
∂u − 2∂F

∂u
∂F
∂v +

(
∂E
∂v

)2)−
−2 (EG− FF )

(
∂2E
∂v2

− 2 ∂2F
∂u∂v + ∂2G

∂u2

)
.

Отсюда, учитывая соотношения (1) и (2), получим

1

λ2
K = −

(
∂2 lnλ

∂u2
+
∂2 lnλ

∂v2

)
≤ 0,

следовательно, K ≤ 0, что противоречит предположению. Аналогично доказывается, что и в
случае отрицательной гауссовой кривизны функция H − lnλ не достигает своего минимума во
внутренней точке некоторой области.

Далее, пусть на заданном контуре функция H − lnλ равна нулю, тогда при K > 0 она при-
нимает отрицательные значения внутри контура. Требуется доказать, что амплитуда функции
H − lnλ, т.е. разность между наибольшим и наименьшим значениями, меньше, чем у любой дру-
гой функции вида H1 − lnλ. Обозначим наибольшее значение функции H1 − lnλ через A, тогда
функция H2 − lnλ = H1 − lnλ − A имеет ту же амплитуду и принимает внутри и на контуре
только неположительные значения. Остается доказать, что минимум функции H2 − lnλ меньше,
чем у функции H − lnλ. Это следует из того, что разность

H − lnλ− (H2 − lnλ) = H −H2,

являясь гармонической функцией и принимая на контуре исключительно положительные значе-
ния, не может принимать отрицательных значений внутри контура.

В диссертации Граве решил и целый ряд частных задач картографии. Например, он срав-
нил отклонение масштаба в проекциях Гаусса и Чебышева и показал преимущество второй. Для
этого он рассмотрел четырехугольник, ограниченный дугам параллелей 40◦ и 70◦ северной ши-
роты, и двумя меридианами, отстоящими друг от друга на 40◦. Это пространство охватывает
всю европейскую часть России. Граве вычислил отклонение масштаба вдоль среднего меридиана
через каждые 5◦. Оказалось, что в проекции Чебышева “отклонение от нуля логарифма масшта-
ба почти в два с половиной раза меньше, чем для Ламбертовой проекции, которая под именем
Гауссовой введена при изображении Российской империи” [7, с. 3].

Научные результаты этой диссертационной работы были высоко оценены А.Н. Коркиным,
который на ее защите, обращаясь к Граве, сказал: “Вы являетесь достойным учеником Эйлера.
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В вашей диссертации совсем нет воды и каждая глава ее имеет вполне конкретное содержание”
[2, с. 225].

В конце 90-х годов XIX в. Граве переходит в Харьковский университет, одновременно ста-
новится профессором Технологического института в Харькове, а в конце 1901 г. избирается по
конкурсу профессором кафедры чистой математики Киевского университета [12]. Здесь в течение
почти сорока лет продолжалась его дальнейшая научно-педагогическая деятельность. Научные
исследования Д.А. Граве этого периода относятся преимущественно к алгебре и теории чисел
[13]. В Киевском университете он организовал научный семинар, где особое внимание уделялось
теории групп. Среди его учеников были О.Ю. Шмидт, Б.Н. Делоне, Н.Г. Чеботарев, которые
стали основателями новых алгебраических школ в Москве, Ленинграде и Казани.
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Курс алгебры Леонарда Эйлера

Е.А. Каноныхина

Леонард Эйлер (1707-1783) – гениальный ученый XVIII века, член Петербургской Академии наук,
заложил основы всей современной математики, внес существенный вклад в становление науки
и математического образования в России [1]. Оставленное им научное наследие охватывает мно-
жество разделов математики, механики, физики, астрономии и т.д. В каждой из этих областей
науки он получил основополагающие результаты.



Каноныхина Е.А. Курс алгебры Леонарда Эйлера 247

Труды Эйлера сыграли важную роль в истории алгебры. Он работал над доказательством
основной ее теоремы, занимался поиском решения в радикалах алгебраических уравнений степени
выше четвертой, а также вопросами диофантова анализа.

Особое место в учебной литературе XVIII и XIX вв. занимает сочинение Эйлера по алгебре,
которое было издано в 1770 г. на немецком языке под названием “Полное введение в алгебру” [8].
В анонсе на данный труд, напечатанном в одном берлинском журнале Эйлер писал: ". . . Я беру
на себя смелость сообщить Вам о своей работе. Ею я занимался со времени потери моего зрения,
которое было заменено мне господином Краффтом и моим старшим сыном таким образом, что
они разрабатывали мои идеи и часто шли вперед, руководствуясь уже своими собственными воз-
зрениями"[2]. Однако раньше, в 1768-1769 гг. оно вышло в свет в русском переводе, выполненном
адъюнктом П. Иноходцевым и студентом И. Юдиным, в двух томах под названием “Универсаль-
ная арифметика” [5]. Содержание этого сочинения легло в основу почти всех русских пособий
по данному предмету. Двухтомный курс алгебры Эйлера выдержал более 30 изданий на шести
европейских языках (трижды – на русском).

Труд Эйлера состоит из двух частей.
Первая часть, в которой излагается элементарная алгебра, содержит четыре отделения: I. О

различных способах исчисления простых количеств; II. О различных способах исчисления слож-
ных количеств; III. Об отношениях и пропорциях; IV. Об алгебраических уравнениях и о решении
этих уравнений.

Вторая часть представляет собой пятое отделение, которое посвящено диофантову анализу.
В русской версии оно носит название “О неопределенной аналитике”.

Сочинение Эйлера базировалось на многих трудах его предшественников. Основными из них
явились “Ключ к математике” У. Оутреда (1631 г.), “Геометрия” Р. Декарта (1637 г.), “Всеобщая
математика” Д. Валлиса (1657 г.), “Всеобщая арифметика” И. Ньютона (1707 г.). Особенно замет-
но влияние “Всеобщей арифметики” И. Ньютона, однако Эйлером были развиты многие методы,
применяемые Ньютоном (например, численные методы решения алгебраических уравнений). В
свое сочинение Эйлер включил и главы, которые до него не фигурировали в курсе арифметики –
теория логарифмов (но только десятичных), теория пропорций и прогрессий и др. Практически
все определения понятий, данных Ньютоном, сохраняются и у Эйлера. Им приводятся методы
решения кубических уравнений по правилам Д. Кардано (1501-1576) и Р. Бомбелли (1526-1572),
усовершенствован метод решения биквадратных уравнений Р. Декарта, который впоследствии
был назван формулой Декарта-Эйлера.

Таким образом, Леонард Эйлер систематизировал и конкретизировал алгебраический мате-
риал, взятый у своих предшественников, и адаптировал его для любого “не-математика”.

В 1783 г. учеником Эйлера, профессором Императорского Сухопутного шляхетного кадетско-
го корпуса Н.И. Фуссом (1755-1825) был выпущен новый вариант учебника на французском языке
под названием “Начальные основания, выбранные из “Алгебры” покойного г. Леонарда Эйлера”
[3]. Представленный Эйлером материал был слишком велик по объему и труден для гимназиче-
ского обучения, так как в нем излагается не только элементарная алгебра, но затрагиваются и
более сложные вопросы математики. Поэтому Фусс, стремясь упростить текст, не только изменил
порядок изложения материала, но переработал и дал более конкретные определения некоторых
понятий, а также дополнил материал некоторыми простыми определениями тех понятий, кото-
рые отсутствовали в труде Эйлера. В сочинении Н.И. Фусса алгебра изложена более компактно
и доступно, объяснения и доказательства хорошо приспособлены к возрастным особенностям
учащихся. Это руководство достаточно долго служило целям гимназического математического
образования. На русском языке труд Фусса вышел в 1798 г. и в 1810 г. в составе первой части
книги "Начальные основания чистой математики а затем неоднократно переиздавался. Именно
“Основания” Фусса послужили прототипом для всех учебных пособий по алгебре последующих
годов, вплоть до широко известного учебника А.П. Киселева.

В 1807 г. бельгийским математиком, профессором Политехнической школы в Париже Ж.Г. Гар-
нье (1766-1840) был сделан французский перевод сочинения Эйлера, который стал основой для
дальнейших переводов, так как содержал в себе ценные заметки и примечания автора [6]. В них
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Гарнье дал подробные доказательства некоторых правил, сформированных Эйлером, а также
дополнил основной материал множеством других правил и свойств.

Именно с этого издания был сделан второй русский перевод, который выполнил академик
В.И. Висковатов (1779-1812). Этот перевод вышел в 1812 г. под названием “Основания алгебры”
[4]. Нужно отметить, что из-за смерти В.И. Висковатова он остался незавершенным. Им был
выполнен перевод лишь трех первых отделений, к которому он добавил и свои примечания.
Например, в первом отделении он дополнил теорию логарифмов – подразделил их на группы и
дал способы вычисления одних видов логарифмов через другие. Во втором отделении Висковатов
доказал, используя теорию рядов, ошибочность утверждения Эйлера, что 1

0 = ∞; в третьем он
изложил теорию делителей в расширенном виде. В предисловии к “Основаниям” Н. Фусс писал,
что от перевода четвертого, самого крупного отделения, осталось только 4 письменных листа.
Однако имеющийся перевод первых трех отделений представляет собой особую ценность ввиду
данных переводчиком комментариев.

Спустя десятилетие, в 1822 г., в Лондоне был осуществлен английский перевод французского
издания и выпущен в свет под названием “Элементы алгебры” [7]. Эта работа была начата ан-
глийским политиком и журналистом Фрэнсисом Хорнером, но, в связи с его преждевременной
кончиной в 1817 г., закончена ученым-библеистом Д. Хьюлетом (1762-1844).

Именно английское издание 1822 г., помимо основного материала, изложенного Эйлером в его
сочинении, во второй части содержит дополнения, в которых отражены результаты, полученные
позднее Ж.Л. Лагранжем (1736-1813). В предисловии к английскому переводу автор Д. Хьюлет
отмечает, что это включение было сделано для того, чтобы показать, какой степени совершенства
достиг неопределенный анализ в то время.

Таким образом, “Полное введение в алгебру” Л. Эйлера явилось образцом всех учебников
алгебры последующих поколений. Созданная им методика изложения материала, построенная
теория логарифмов, введенные символьные обозначения, предложенные им методы (не только
по алгебре, но и в других областях науки) – все это присутствует в школьных и вузовских учебных
программах по сей день.
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О научной деятельности академиков Петербургской Академии наук П.Н. Фусса и
Э.Д. Коллинса

Л.В. Коновалова, М.М. Воронина

Постановление Сената об учреждении Академии наук в Санкт-Петербурге состоялось 28 января
1724 г. Многие иностранные ученые были приглашены на службу в Петербургскую Академию,
среди них двадцатилетний Леонард Эйлер. Документ о его приглашении в Академию был под-
писан Блюментростом 17 декабря 1726 г.

Всю свою жизнь великий математик испытывал глубочайшую признательность Российcкой
Академии наук, сознавая, что его приезд в Петербург имел решающее значение для всей его судь-
бы. В письме к Шумахеру от 18 ноября 1749 г. Эйлер писал: “Я и все прочие, имевшие счастье
некоторое время состоять при русской императорской Академии, должны признать, что всем,
что собой представляем обязаны благоприятным обстоятельствам, в которых мы там находи-
лись. Что собственно до меня касается, то при отсутствии такого превосходного обстоятельства
я бы вынужден был, главным образом, обратиться к другим занятиям, в которых, по всем при-
знакам, мог бы заниматься только крохоборством. Когда его королевское величество недавно
меня спрашивал, где я изучил то, что знаю, я, согласно истине, ответил, что всем обязан своему
пребыванию в Петербургской Академии”.

К середине XVIII века авторитет Эйлера в научном мире был огромен, он был заслуженно
признан величайшим математиком. Эйлер был избран иностранным членом Парижской и Бер-
линской Академий наук, Лондонского Королевского общества и многих других Академий и науч-
ных обществ. Заметим, что в Парижскую Академию наук Эйлер был избран лишь со второго раза
в 1755 г. В первый раз его кандидатура выдвигалась в 1753 г., но, несмотря на мощную поддерж-
ку Даламбера, Эйлер не получил большинства голосов. В письме от 2 марта 1753 г. известный
французский математик Лаланд писал Эйлеру: “Вы, возможно, уже знаете, что я 20 января имел
удовольствие быть принятым в Парижскую Академию наук. Через несколько дней после этого
были выборы иностранного члена. Многие называли и предлагали Вас. Но г. Хельс. . . , за кото-
рого ратовало большинство, получил больше голосов, чем Вы и г. Муавр. Г. Даламбер громко
кричал, что Вам нанесли оскорбление, и я говорил то же самое”.

Через два года Лаланд в письме от 27 июля 1775 г. сообщает Эйлеру: “Научные отличия не
новы для Вас. Их создали Вам Ваши достижения в науке, и эти достижения выше всех почестей,
которые могут быть Вам даны. Вы должны были бы занять во всех Академиях Европы то высокое
место, которое король учредил в нашей Академии для иностранцев. Оно должно было быть
Вашим уже давно, но Вы знаете, что интриги всегда играют слишком большую роль во всех
делах человеческих. Место, которое было уже некоторое время вакантным в нашей Академии,
по старому обычаю должно было быть занято президентом Лондонского Королевского общества
милордом Маклфильдом, между тем все хотели, чтобы это были Вы, ибо хорошо знали, что это
было бы честью для Академии. Чтобы покончить с этими разногласиями, Академия избрала 14
мая, по обычаю, двух лиц, Вас и лорда, и доложила королю, что следовало бы в этом случае
назначить обоих, хотя есть только одно вакантное место. В результате. . . король назначил Вас
и Маклфильда иностранными членами Академии, с тем условием, что первое место, которое
освободится, не будет занято.”

Эйлер оставался девятым иностранным членом Парижской Академии наук, сверх положен-
ных восьми, до 4 февраля 1761 г. Он занял место Хельса, скончавшегося 4 февраля.

Павел Николаевич Фусс, правнук Эйлера по материнской линии, родился 21 мая 1798 г. Его
отец – Николай Иванович Фусс (1755-1825) академик Петербургской Академии наук, член Ака-
демий в Берлине, Стокгольме и Копенгагене был учеником и близким другом Эйлера. В течение
25 лет Николай Иванович являлся непременным секретарём Петербургской Академии наук.
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Рано заметив неординарные способности своего сына к математике, Николай Иванович Фусс
начал обучать его алгебре и геометрии с 7 лет. В 1814 г. Павел Николаевич закончил гимназию,
с 1814 г. по 1816 г. был в числе воспитанников Академии наук, где под руководством отца изучал
математику, а с 1816 г. стал преподавать математику в I Сухопутном кадетском корпусе. В 1818 г.
П.Н. Фусс был избран адъюнктом Академии наук, в 1823 г. стал экстраординарным академиком,
а с 1826 г. он уже ординарный академик и непременный секретарь Академии.

В начале своей научной деятельности П.Н. Фусс опубликовал несколько работ по математике,
в том числе “Примечания и дополнения к XII главе второго тома “Алгебры” Эйлера относитель-
но решения уравнений третьей степени” в 1821 г., “О параболах высших порядков” в 1823 г.
Всего П.Н. Фусс опубликовал 6 математических работ. Позже деятельность Фусса свелась к со-
ставлению библиографии трудов Эйлера, написанию ежегодных отчётов о работе Академии и к
издательской деятельности.

Начиная с 1832 г., Академия наук ежегодно присуждала премии, учреждённые на средства
уральского горнопромышленника П.Н. Демидова, для награждения за лучшие работы в различ-
ных областях знаний. Демидовскими премиями было отмечено значительное число математиче-
ских работ, и П.Н. Фусс активно занимался составлением критических обзоров работ, представ-
ляемых в Академию для участия в конкурсах.

Петербургская Академия наук считала необходимым издание полного собрания сочинений
Л. Эйлера. Впервые эту мысль высказал отец П.Н. Фусса – Николай Иванович. В апреле 1844 г.
в протоколах заседания физико-математического Отделения Академии наук была сделана следу-
ющая запись: “Господа академики Остроградский, Струве, Ленц, Буняковский, Якобс и Фусс (до-
кладчик) представили Отделению: 1. План издания полного собрания сочинений Эйлера. 2. Сто-
имость одного тома этого издания. 3. Смету расходов. 4. Краткое сообщение о важности работ
Эйлера и о необходимости собрать их в единое издание трудов под редакцией Остроградского.
Это будет состоять из 25-28 томов in quarto в 80-90 листов каждый. Издание будет распределено
на 10 лет, стоимость – 5902 рубля 70 копеек серебром. Неопубликованные рукописи, преподне-
сенные г. Фуссом, войдут в новое издание в соответствующих местах. Отделение одобрило весь
план комиссии и поручило секретарю доложить об этом г. министру и президенту”. Отношение
Академии наук к министру народного просвещения, являвшемуся также и президентом Акаде-
мии наук, Уварову было подписано вице – президентом князем Дондуковым – Корсаковым и
непременным секретарём П.Н. Фуссом.

В Отношении Академии наук отмечалось, что “академик Фусс напомнил Отделению о дав-
но ощущаемой необходимости полного собрания сочинений Эйлера, изучение которых и поныне
составляет главное условие и начало образования каждого, посвящающего себя математическим
наукам. Учёный совет, обязанный уже французскому правительству новым изданием творений
Лапласа, с нетерпением ожидает от нашего отечества таковое же трудов Эйлера, который, по-
ложив у нас первое основание своей славы, посвятив служению России 56 лет своей жизни и
скончавшись в Санкт-Петербурге в 1783 г., по справедливости считается русским геометром.”

И тем не менее на бланке помечено; “Повременить, г. министр приказал отложить, 13 апреля
1844 г.” Попытка опубликовать полное собрание трудов Эйлера не увенчалась успехом, несмотря
на все усилия П.Н. Фусса и М.В. Остроградского.

В 1843 г. П.Н. Фусс издал систематическую опись всех сочинений Эйлера, содержащую 756
заглавий. В дальнейшем он ее довёл до 809. Отметим, что в настоящее время список трудов
Эйлера содержит более 820 работ. Они составляют вместе с письмами более семидесяти томов
полного собрания сочинений, которое издается (на языке оригиналов) c 1910 г. под названием
Leonardi Euleri, Opera Omnia.

Огромная заслуга П.Н. Фусса состоит в том, что он подготовил и опубликовал в 1843 г. два
тома переписки Эйлера с И. Бернулли, Д. Бернулли, Х. Гольдбахом, Н.И. Фуссом. Более того,
ему удалось издать два тома арифметических работ Эйлера на деньги Академии. Умер П.Н. Фусс
10 января 1891 г.

Эдуард – Альберт – Христофор – Людвиг Коллинс родился 3 июля 1792 г. в Санкт-Петербурге
в семье пастора, по материнской линии он является правнуком Эйлера. С 1804 г. Э.Д. Коллинс
учился в Главной немецкой школе, а с 1809 г. был воспитанником Академии наук. Заметим, что
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математику он в основном изучал самостоятельно, пользуясь трудами своего прадеда. В 1814 г.
Эдуард Давыдович был избран адъюнктом, в 1820 г. экстраординарным академиком, а в 1826 г.
– ординарным академиком. Э.Д. Коллинс был избран иностранным членом академии наук в
Бостоне.

Круг интересующих Коллинса математических проблем был достаточно широк. Он занимал-
ся геометрией, изучая отдельные кривые, занимался теорией чисел, а также математическим и
комбинаторным анализом. Характерной особенностью исследований Коллинса было применение
комбинаторного анализа при решении проблем математического анализа. Некоторые его резуль-
таты по комбинаторике не потеряли своего значения и в настоящее время. Коллинс исследовал
проблему разложения функций в ряды специального вида, а также некоторые проблемы ана-
литической теории функций. В частности, в 1827 г. им была решена следующая задача теории
аналитических функций: по данным функциям F(u) и f(t) найти функцию y=φ(x), удовлетворя-
ющую условию φ(f(x))=F(φ(x)). Коллинс ввёл понятие числовых факториалов второй степени,
установил их основные свойства и вывел формулу разложения для факториального бинома, част-
ным случаем которой является бином Ньтона.

Э.Д. Коллинс принимал участие также в составлении отзывов на работы, представляемые
Академии наук для участия в конкурсах на присуждение демидовских премий. Отметим, что
Коллинс и Фусс, вслед за Остроградским, высказали отрицательное отношение к работам Ло-
бачевского, считая его исследования “бесполезными умозрениями”. Большой заслугой Коллинса
было привлечение Буняковского и Остроградского в Академию наук. В январе 1841 г. именно
Буняковский, один из крупнейших русских математиков, был избран ординарным академиком
на место Эдуарда Давыдовича Коллинса, умершего 4 августа 1840 г.

В заключение, отметим, что правнуки Л. Эйлера – академики П.Н. Фусс и Э.Д. Коллинс
являются фигурами, несоизмеримыми с личностью их великого прадеда, которого Лаплас назы-
вал “отцом анализа”, но вместе с тем, это были учёные, посвятившие всю свою жизнь, весь свой
талант служению российской науке.
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Исторические аспекты развития методов анализа структуры полиэдральных
множеств и их значение в оценке эффективности методов линейного
программирования

Т.А. Ласковая, К.К. Рыбников, О.К. Чернобровина

Одним из самых значительных математических результатов прошлого столетия явилось откры-
тие метода решения задачи линейного программирования:

n∑

j=1

cjxj → max(min), (1)

при условиях
n∑

j=1

aijxj ≤ bi, (i = 1, 2, ...,m), (2)
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xj ≥ 0, (j = 1, 2, ..., n). (3)

Хронологически первенство в открытии метода решения задачи (1)-(3) принадлежит совет-
скому математику Л.В. Канторовичу (1912-1986), который в 1939 году опубликовал обобщение
метода решения задачи об оптимальных распределениях материала между станками предприя-
тий Ленинградского фанерного треста (1937 г.) [1]. Позднее благодаря усилиям Дж. Данцига и
Т. Кумпаса было доказано, что результаты Л.В. Канторовича, по существу, определяют общий
подход к решению задачи (1)-(3). Во многом благодаря этому в 1975 году Т. Кумпас и Л.В. Кон-
торович стали лауреатами Нобелевской премии по экономике.

В то же время в конце 40-х годов ХХ столетия Дж. Данцингу (1914-2005) удалось создать про-
стой и ясный метод решения задачи линейного программирования. Полное описание этого метода
он опубликовал в своей монографии 1963 году (см. русский перевод [2]). Главное его достоинство
– простая идея движения по ребрам выпуклого многогранника – ограниченного полиэдра (2)-(3)
от одной вершины к другой. Эта идея, как отмечает Дж. Данциг [2], “ ранее была отвергнута как
неэффективная. Однако в другой геометрии она оказалась полезной и, по счастливой случайно-
сти, была проверена и принята”.

Метод, разрабатываемый и испытанный Дж. Данцигом и получивший название Симплекс-
метода показал прекрасные результаты, превзошедшие даже ожидания автора (“Меня неизменно
удивляла потрясающая мощь симплекс-метода” – Дж. Данциг). Так в работе [4] С.И. Гасса при-
ведена экспериментальная оценка числа итерации S (т.е. перебираемых вершин) симплекс-метода
для его решения задачи линейного программирования в канонической форме (в условии (2) нера-
венства выполняются как равенства):

m ≤ S ≤ 2m. (4)

Ясно, что для числа вершин h многогранника условий задачи линейного программирования
имеет место оценка:

S ≤ h ≤ Cm
n =

n!

m!(n−m)!
. (5)

Точных оценок сложности реализации симплекс-метода до настоящего времени не найдено.
В то же время сама идея симплекс-метода и гипотетические возможности оценок безусловно
должны базироваться (и базировались) на анализе структур полиэдральных множеств (2), (3).

Исторические этапы такого этапа представляются следующим образом:

1. Вычисление объемов простых многогранников различного типа (математиче-
ские результаты древних Китая и Египта). Работы Архимеда.

Если математические исследования в древнем Египте (2050-1800 гг. до н.э.) в основном ка-
сались определения объемов некоторых полиэдров, например пирамид и усеченных пирамид, а
аналогичные исследования в Китае (книга V “Математика девяти книгах” приблизительно 100 г.
до н.э.) ограничивалась трехгранными призмами (цзянь-ду), усеченными конусами (цзой-чи), па-
раллелепипедами и их модификациями [7], то в Греции были получены результаты практически
полностью определяющие структуру( числа вершин ,ребер, граней ),так называемых, правиль-
ных многогранников или тел Платона (427-347 гг. до н. э.) – выпуклых многогранников, все грани
которых одинаковые правильные многоугольные и все многогранные углы при вершине равные.

Эти результаты были существенно дополнены Архимедом (ок. 287-212 гг. до н.э.), который
полностью исследовал структуру не только пяти тел Платона, но и 13 из 16 полуправильных мно-
гогранников (выпуклых многогранников, все углы которого равны или равны все грани. Причем
группа поворотов с отражениями вокруг центра тяжести переводит любую его вершину (грань)
в любую его вершину (грань) [8, 10-11]).

2. Формула Л. Эйлера.
В 1752 г. Л. Эйлер (1701-1783) опубликовал результат:

f0 − f1 + f2 = 2, (6)
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где f0 – число вершин, f1 – число ребер и f2 – число граней выпуклого многогранника (см.,
например, [9]).

Как правило, отмечают, что это правило было известно еще Р. Декарду (1595-1650) (см.,
например, [13]).

3. Первые попытки анализа систем линейных неравенств произвольной размерно-
сти.

На рубеже XVIII и XIX веков благодаря работам Ж. Лагранджа (1736-1813), Ж. Фурье (1768-
1830), а позднее М. Остроградского (1801-1868) и П. Чебышева (1821-1894) возник к линейным
неравенствам произвольной размерности, а, следовательно, к выпуклым многогранникам.

В 1827 г. Ж. Фурье опубликовал работу, связанную с определением низшей точки, так на-
зываемой впоследствии, “чаши Фурье” – выпуклой кусочно-линейной поверхности, направленной
выпуклостью вниз. При решении этой задачи впервые был предложен итерационный метод дви-
жения по точкам полиэдральной поверхности (см., например, [14, 15]).

4. Обобщение формулы Эйлера.
Формула Эйлера (6) благодаря усилиям А. Пункаре (1854-1912) была обобщена для случая

n-мерных выпуклых многогранников (см., например, [13]):

n−1∑

i=0

(−1)ifi = 1 + (−1)n−1, (7)

где fi – число граней размерности i (i = 0, 1, . . ., n− 1).
Этот результат завершил исследования полиэдральных множеств в XIX веке.

5. Начало XX века. Результаты, предшествующие созданию симплекс-метода.
Еще в середине XIX века П.Чебышевым была поставлена задача определения точки x∗ такой,

что
max
1≤i≤m

|ηi(x∗) = inf
x

max
1≤i≤m

|ηi(x)|, (8)

где η(i)(x) =
n∑

j=0
aijxj + ai = 0, (i = 1, 2, ...,m).

Метод решения этой задачи был предложен в 1907 году Ш. Валле-Пуссеном (1866-1962).
Как отмечает А. Схрейвер [5] это метод может рассматриваться как предшественник симплекс-
метода. Именно в этой работе появились, по-существу, аналитические описания вершин и опорных
плоскостей (граней размерности n−1). В совокупности с теоремой Вейля-Минковского (Г. Вейль
(1885-1955), Г. Минковский (1864-1909)) о том, что множество является многогранником тогда и
только тогда, когда множество является ограниченным полиэдром, структура множества условий
(2)-(3) стала геометрически просто изучаемой.

Заметим, что в 1957 г. С. Зуховицкому удалось доказать, что задача (8) может быть интер-
претирована как задача линейного программирования.

6. Анализ сложности реализации симплекс-метода.
Уже после создания симплекс-метода были предприняты попытки теоретического анализа

его эффективности.
Несмотря на обнадеживающую экспериментальную оценку С. Гасса (2), после получения ре-

зультата В. Кли и Дж. Минти [16] в 1972 г., которые построили пример, когда оценка сложности
симплекс-метода является экспоненциальной от размеров исходных задачи, стало ясно, что неко-
торый скептицизм относительно идеи направленного перебора вершин был оправдан. Действи-
тельно, много позже в 1975 г. Х. Бартельсом [12, 17] были получены достижимые оценки числа
вершин h для выпуклых многогранников (2)-(3):

m(n− 1) + 2 ≤ h ≤
2Cm

(n−1)
2

+m
, n − нечетное,

Cm
n
2
+m + Cm

n−2
2

+m
, n − четное,

.
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и для случая, когда в условиях (2) вместо неравенств фигурируют равенства:

n−m+ 1 ≤ h ≤ Cm
[n+m

2 ] + Cm
[n−m+1

2 ]. (9)

Заметим, что h = n −m + 1 в соотношениях (9) выполняется в случае, когда в число базисных
переменных при определении вершины всегда входят одни и те же m − 1 переменные и только
одна переменная может замещаться внебазисными (симплекс-таблицы всех допустимых базисов
невырожденной матрицы А={aij}m×n 1-подобные) [ 13].

Результат Кли и Минти, упомянутый выше [16] показал, что возможен пример, когда h ≥
2n−1, причем вершин входит в набор вершин, перебираемых симплекс-методом. Таким образом,
симплекс-метод, реализуемый на многогранниках условий с достаточно большим числом вершин
не является полиномиальным по сложности реализации.

В 1980 г. Л. Хачиян предложил для решения задачи линейного программирования иной метод
(метод эллипсов), который является полиноминальным по сложности [18, 15]. Согласно резуль-
татам Л. Хачияна для реализации метода требуется O(n5log(nT) арифметических операций под
числами двоичной длины O(n log(nT), всего O(n5log2(nT) битовых операций.

Однако, вычислительные эксперименты с методами эллипсов оказались мало успешными.
Таким образом, идея направленного перебора вершин многогранника условий (2)-(3) (то есть
реализация симплекс-метода) до настоящего времени является наиболее перспективной.
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Формирование и развитие теории конструкций блочно-схемного типа

А.Е. Малых, Е.И. Янкович

В книге известных ученых М. Айгнера и Г. Циглера “Лучшие доказательства” со времен Евкли-
да до наших дней” в гл. 27 “Дополнения до полных латинских квадратов” указано: “Одним из
старейших комбинаторных объектов, изучение которых началось, по-видимому, еще в античные
времена, являются латинские квадраты [1, с. 190]. Их впервые стал изучать Л. Эйлер, опублико-
вав в 1782 году объемный мемуар [2]. Истоки же более общих структур – магических квадратов
– уходят к древнему Востоку.

Цель сообщения показать процесс формирования и развития теории магических квадратов
(ниже м.к.).

В давние времена, когда сформировались системы счисления, люди, к своему удивлению,
увидели, что числа имеют самостоятельную таинственную жизнь. Располагая из друг за другом
или одно под другим, а затем, отделив вертикальными и горизонтальными линиями так, чтобы
каждое находилось в отдельной клетке, посвященные увидели числовой квадрат, в котором ока-
зались одинаковыми суммы чисел, стоящих вдоль каждой из строк, каждого из столбцов и на
каждой из двух диагоналей.

Известна легенда, повествующая о том, что когда император Ю из династии Шан (ок. 2000 до
н.э.) стоял на берегу Ло, притоке Желтой реки, из воды появилась большая рыба с рисунком на
спине, составленном из двух мистических символов – черных и белых кружочков (рис. 1 а). Эта
диаграмма и стала известна под названием “Ло шу” (документ реки Ло), впоследствии осознанная
как изображение м.к. порядка 3 (рис. 1 б). Первое специальное упоминание о нем найдено около
I в. до н.э. в “Записях ритуалов, собранных старшим Даем”. Вплоть до X в. китайские ученые не
предпринимали попыток построения квадратов более высоких порядков.

 

 

 

а) б)

Рис. 1

I. Истоки формирования учения о м. к. связаны с числовой мистикой. Параллельно разраба-
тывались и методы их построения, державшиеся в тайне. Процесс этот был довольно длительным.

Немецкий гуманист Генрих Корнелий Агриппа написал сочинение, касающееся магии чисел
(1543). В нем он придерживался системы мира Птолемея, в соответствии с которой в центре его
находится Земля, а вокруг нее помещены вложенные друг в друга небесные сферы. На каждой
из них располагается по одной планете. Агриппа поставил в соответствие каждой из семи планет
построенные им м.к. (табл 1).
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Таблица 1

Порядок
м.к.

Планета

3
4
5
6
7
8
9

Сатурн
Юпитер
Марс
Солнце
Венера
Меркурий
Луна

На рис. 2 Юпитер покровительствует квадрату порядка 4, а Меркурий – 8 (рис. 3). Поэтому
всем людям, родившимся под знаком каждой из семи планет, такие квадраты служили талис-
маном. Способов построения Агриппа не раскрыл, а посоветовал носить их на себе в качестве
талисманов.

 

Рис. 2 Рис. 3
Современник Агриппы, врач и естествоиспытатель Парацельс (Филипп Ауреол Теофаст Бом-

баст фон Гогенгейм) видел в м.к. только мистический смысл, считая, что они могут уменьшить
боль, оказать выздоровление больным.

II. На следующем этапе развития м.к. стали предметом математической забавы. В 1624 году
было напечатано сочинение Клода Гаспара Баше де Мазириака “Задачи забавные и сладостные,
кои совершаются в числах” [3]. В нем построены м.к. разных порядков, причем часть методов бы-
ла получена до него. Анализ литературы XVII столетия показал, что “классическими” считались
методы: диагональный (рис. 4), ходя коня на шахматной доске (рис. 5) и террас (рис. 6).
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Рис. 4 Рис. 5 Рис. 6
Над составлением м.к. трудился и Пьер Ферма. В 1640 г. в письме к Марину Мерсенну он

писал о том, что не знает ничего более красочного в арифметике, чем эти числа, названные неко-
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торыми “планетными”, а другими – “магическими”... Ему принадлежит общий способ построения
м.к. порядка n=2(2k+1). В 1654 Блез Паскаль закончил писать трактат о м.к., в котором постро-
ил квадрат, содержащий одну рамку (рис. 7 а).

 4 19 21 1 20 

24 16 9 14 2 

23 11 13 15 3 

8 12 17 10 18 
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6 41 39 43 3 1 42 

48 16 31 33 13 32 2 
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а) б)
Рис. 7

За столетие до этого Михаэль Штифель в книге “Полная арифметика” (1544) указал, что
в некоторых м.к. может быть выделена центральная часть. Впрочем в X в. Исхван ас-Сафа –
“Чистые братья и Верные друзья” – могли строить м.к. разных порядков и с разным числом
рамок. Так, на рисунке 7 б таких рамок две.

В середине XVII в. Френикль Бернар де Бесси написал два сочинения о м.к. Благодаря хлопо-
там математика Филиппа де Лягира, они были напечатаны спустя 18 лет после смерти Френикля
[4] и в дальнейшем неоднократно переиздавались. Работе [5] предшествовало другое сочинение “О
магических квадратах или таблицах”, в котором он описал методы построения магических квад-
ратов порядка n = 3; 8, 10, 12, 14. Кроме этого, ученый выполнил подсчет, как бы мы сказали
теперь, неизоморфных м.к. порядков 5 и 6, построенных, правда, только одним методом.

О м.к. была опубликована работа Филиппа де Лягира (1705). В нем представляет интерес
описанный тип м.к., в котором свойство магичности выполняется дополнительно и на “ломанных
диагоналях”, другими словами, содержится наибольшее число равных магических сумм чисел S
(рис. 8) [5]. Заметим, что на культовых сооружениях Западной Европы, Индии такие м.к. были
изображены на два столетия раньше. В дальнейшем их стали называть “дьявольскими”, “сата-
нинскими”, “кабалистическими”, “сверхмагическими”. Французы же называли их “совершенными”
(рис. 8).

 Рис. 8
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III. Начиная с Ферма, Баше, Френикля, их современников и последователей характер иссле-
дований о м.к. перестал относиться к математическим развлечениям. Они стали развиваться
в рамках общей теории чисел, а впоследствии стали ее ответвлением и влилась в комбинатор-
ный анализ. Исследования проводили многие ученые, в том числе и широко известные. В числе
первых можно назвать Леонарда Эйлера (1707-1783), внесшего большой вклад и в исследование
м.к. Его деятельность сыграла определяющую роль в развитии комбинаторного анализа. Он ли-
бо решил, либо сформулировал и тем самым значительно продвинул развитие так называемых
“классических комбинаторных задач”. Несмотря на простоту формулировок, они продолжитель-
ное время не поддавались решению и явились исходными при становлении ряда направлений
современной математики. Часть материала о м.к. находится в “записных книжках” Л. Эйлера. В
первой, относящейся к 1725-1727 гг. 19-летний ученый интересовался построением м.к., элемента-
ми которых являются члены арифметических прогрессий. Еще в большей степени он применил
алгебраический аппарат в мемуаре “О магических квадратах” (1776) [6]. В нем осуществлен пе-
реход к буквенным выражениям; сформулированы правила расстановки букв в таблицах, в неяв-
ном виде дающие определение латинского квадрата; указаны методы построения для порядка n
(n = 3; 6) и затронут вопрос их перечисления.

В работе “Исследования магического квадрата нового типа” знания о магических квадратах
расширяются и углубляются [2]. Мемуар посвящен решению известной задачи о 36 офицерах,
равносильной составлению результирующей таблицы, которую Эйлер назвал греко-латинским

квадратом. М.к. второй степени Эйлер изучал в сочинении 407 [6]. Ученый построил их для
порядков 8, 9, 10, 14 и 16, отметив при этом, что для n=3 и 4 таких квадратов не существует.
Аналогичной тематикой интересовался также и К.Ф. Гаусс.

XIX и XX вв. особенно богаты исследованиями м.к. Для их анализа применялась достаточно
разработанная к тому времени теория сравнений. Анализ м.к. расширялся и углублялся: ана-
лизировались числовые линии, плоскости, пространства трех и более измерений; строились ма-
гические кубы, изучались м.к. не с суммами, а произведениями чисел; магические пучки; м.к.,
составленные из степеней чисел, двойные, тройные и т.д. Э. Казалас (1933) опубликовал перечень
работ (свыше 500 книг более, чем 400 авторов) [8].

IV. Со времен Баше де Мезириака начался следующий период формирования теории м.к. –
изучение их внутренней структуры.

Легче всего выполняется исследование м.к. порядка 3: составляется “естественный” числовой
квадрат. Из девяти чисел можно составить только 8 групп с S=15 (табл. 2).

Таблица 2

S Примечание

1 + 5 + 9 = 15
1 + 6 + 8 = 15
2 + 4 + 9 = 15
2 + 5 + 8 = 15
2 + 6 + 7 = 15
3 + 4 + 8 = 15
3 + 5 + 7 = 15
4 + 5 + 6 = 15

(1 + 9 = σ)

(2 + 8 = σ)

(3 + 7 = σ)
(4 + 6 = σ)

В результате их анализа проясняется расстановка чисел в клетках. Число 5 входит в 4 группы
(рис. 9 а-в), а поэтому оно должно находиться в средней клетке квадрата.
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5

      а)                                б)                               в) 

Рис. 9

Этим определяется последующее заполнение м.к. (рис. 10).
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Рис. 10

Дальнейшее исследование позволяет построить полумагические квадраты того же порядка.
Таких групп 8 (рис. 11). Вся же группа из 9 квадратов обладает особенностями: в средней клетке
располагаются все числа от 1 до 9; в угловые клетки и клетки в середине рядов каждое число
попадает 4 раза.

 Рис. 11

Френикль составил таблицы, в которых записал все 880 м.к. порядка 4. Более чем 250 лет
никто не проверял их число [5]. Немецкий ученый Фридрих Фиттинг (1931) чисто теоретиче-
скими рассуждениями, не построив ни одного квадрата, экономно и красиво, используя теорию
сравнений, доказал, что количество их действительно равно 880 [11].

Заполнение м.к. порядка 4 начинают также с построения “естественного” квадрата, затем
изучают суммы чисел в каждом из рядов (рис. 12). Общей клеткой выбрана верхняя левая, а
направление рядов определяется лучами I, II, III (рис. 13). В построенных 880 м.к. порядка 4
найдено число неизоморфных структур – 12 (рис. 14). Они отличаются простотой, симметри-
ей, количеством и расположением пар, связывающих группы чисел. Из общего числа м.к. 48
оказались совершенными, они объединились в три класса (рис. 15). Было установлено много
удивительных свойств.
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Сложная работа была выполнена при исследовании м.к. порядка 5. Пока точно найдено чис-
ло их, построенных “классическими способами”. Оказалось, что количество “классических” м.к.
и приводимых к ним – 232; новых ≈7000+23000≈30000; рамочных ≈200000. Общее число м.к.
порядка 5 ≈250000.
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В конце XIX – начале XX вв. после перерыва, длившегося со времен Эйлера, появились работы
о м.к., написанные русскими учеными. В 1884 г. в Петербурге вышла книга инженера М. Фролова
“Задачи Эйлера и магические квадраты” с приложением атласа, содержащего большое число
решений. С докладом о м.к. выступил казанский математик И.А. Износков (1895) [8]. Ему же
принадлежит отдельное исследование “Решение уравнений со многими неизвестными с помощью
м.к.” [9]. В своих работах Износов пытался дать числовым м.к. более общий (алгебраический)
вид.

В 1884-1885 гг. был напечатан ряд статей о м.к. профессором Киевского университета, членом-
корреспондентом Петербургской АН В.П. Ермаковым в издаваемом им “Журнале элементарной
математики”. В них он использовал метод Эйлера для составления так называемых “вспомога-
тельных” конструкций – латинских квадратов (ниже л.к.).

V. Период связан с приложениями м.к. С конца XIX они были использованы П.А. МакМа-
гоном в дисперсионном анализе, а с 1919 г. магические и латинские квадраты применил Рональд
Фишер, проводивший серию работ по планированию экспериментов в Рочемстедский агробио-
логический станции в Англии. В 30-е годы он применил л.к. в сельскохозяйственных экспери-
ментах для учета различий в плодородии почв. С тех пор они стали успешно использоваться в
многочисленных сферах человеческой деятельности. Ниже показано применение л.к. в медицине:
проверялась эффективность 3 видов лекарств для лечения трех пациентов, находящихся в трех
стадиях заболевания, на протяжении четырех дней. В качестве четвертого лекарства выбиралось
плацебо a (табл. 3). Эксперимент состоял в построении трех взаимно ортогональных л.к. порядка
n=4 (табл. 4).

Таблица 3 Таблица 4

Паци- 

енты 

Пн Вт Ср Чт 

A 

B 

C 

D 

a a a 

b c d 

c d b 

d b c 

b b b 

a d c 

d c a 

c a d 

c c c 

d a b 

a b d 

b d a 

d d d 

c b a 

b a c 

a c b 

 

a b c d 

b a d c 

c d a b 

d c b a 

a b c d 

c d a b 

d c b a 

b a d c 

a b c d 

d c b a 

b a d c 

c d a b 

Л.к. с успехом применяются и в теории кодирования. Помехоустойчивые коды используются
в многочисленных системах передачи и хранения информации. Их роль возросла в связи с раз-
витием вычислительной техники и периферийных устройств вычислительных машин, запуском
космических спутников Земли, ракет и др.

Передача данных в общем случае сводится к передаче по каналу связи знаков некоторо-
го конечного алфавита. Как правило, такой канал не является идеальным в том смысле, что
переданный символ не всегда будет принят правильно. Л.к. используются как при кодах, обнару-
живающих ошибки, так и исправляющих их. При построении таких кодов используются разные
виды л.к. В таблице 5 изображен полный л.к. (n=4) и код, соответствующий ему. Кроме них в
теории кодирования нашли применение и составные. Они существуют для любого четного поряд-
ка и могут быть использованы для задания проверочных разрядов бинарного кода постоянного
веса.

Проблема ортогональности л.к., на которую впервые обратил внимание еще Л. Эйлер, приоб-
рела актуальность в связи с появлением в конце XIX в. конечных геометрий. Оказалось возмож-
ным описывать проективные (аффинные) плоскости порядка n полной системой из n−1 попарно
ортогональных л.к (табл. 6). На протяжении всего XX в. выполнялись многочисленные исследо-
вания ученых в области конечных геометрий и более общих структур – блок-схем.
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Таблица 5 Таблица 6

1 2 3 4 

2 4 1 3 

3 1 4 2 

4 3 2 1 

(1,1,1,2)    (1,2,2,3)    (1,3,3,4) 

(2,1,2,4)    (2,2,4,1)    (2,3,1,4) 

(3,1,3,1)    (3,2,1,4)    (3,3,4,2) 

(4,1,4,3)    (4,2,3,2)    (4,3,2,1) 

 

1 2 3 4 5  

5 1 2 3 4  

4 5 1 2 3  

3 4 5 1 2  

2 3 4 5 1 

1 2 3 4 5  

4 5 1 2 3  

2 3 4 5 1  

5 1 2 4 5  

3 4 5 12 

1 4 2 5 3  

2 5 3 1 4 

3 1 4 2 5  

4 2 5 3 1  

5 3 1 4 2 

1 3 5 2 4  

3 5 2 4 1 

5 2 4 1 3  

2 4 1 3 5  

4 1 3 5 2 

 

Приведенные примеры л.к. охватывают далеко не все возможности их применения. Новые
задачи в разнообразных областях научной и практической деятельности постоянно расширяют
эти возможности [11-13].
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Елена Петровна Ожигова. К 90-летию со дня рождения

Г.П. Матвиевская, И.К. Зубова

Первого марта нынешнего года исполнилось девяносто лет со дня рождения Елены Петровны
Ожиговой. Видный отечественный ученый, известный историк математики, Елена Петровна была
человеком, память о котором жива для всех, кто был с ней лично знаком.

Е.П. Ожигова родилась 1 марта 1923 года в Ленинграде, в семье служащих. Ее отец, Петр
Семенович, был бухгалтером, мать, Софья Иосифовна – учительницей младших классов. Она
имела высшее музыкальное образование, была пианисткой, поэтому неудивительно, что музыка
занимала большое место в жизни семьи. Старшая сестра Елены Петровны, Маргарита Петровна
Ожигова (1908-1987) окончила в 1941 году оперно-режиссёрский факультет Ленинградской кон-
серватории, впоследствии работала главным режиссёром в Саратовском, Новосибирском оперных
театрах, Саранском музыкально-драматическом театре, преподавала в Горьковской консервато-
рии, была профессором Ростовского музыкально-педагогического института. Сама Елена Пет-
ровна хорошо пела, участвовала в художественной самодеятельности, как в студенческие годы,
так и позднее.

В 1940 году Елена Петровна окончила с золотой медалью среднюю школу и поступила на
математико-механический факультет Ленинградского университета. Когда сдавала экзамены лет-
ней сессии, началась Великая Отечественная война. В сентябре 1941 года погиб отец. Семья
осталась в Ленинграде и перенесла все тяготы блокады.

Елена Петровна устроилась делопроизводителем в школу № 7 Василеостровского района, но к
зиме они с матерью уже ослабели настолько, что работать не могли. Эту первую, самую трудную
блокадную зиму удалось пережить только благодаря энергии и огромным усилиям старшей сест-
ры. Маргарита Петровна, отправив в эвакуацию трехлетнюю дочь, пыталась попасть на фронт,
затем записалась в ополчение, откуда была направлена руководить музыкальным издательством.
Всю осень она ездила на фронт с концертами, которые проводила с участием бойцов. Но зимой
эти поездки прекратились. Маргарита Петровна перебралась к матери и сестре, которые в фев-
рале “слегли”, и всю зиму провела в борьбе за их жизнь. При этом она ежедневно предпринимала
трудный поход в издательство, которое продолжало работать. Она вспоминала: “В Ленинграде в
годы блокады выживал тот, кто не давал себе ложиться”. В конце марта, когда и её силы были
уже на исходе, её вывезли на Волховский фронт для продолжения концертной деятельности. К
этому времени мать и сестра, выехав за город, где учителя трудились на огородах, уже смогли
сами бороться за свою жизнь.

С 1943 г. Елена Петровна работала на Центральном телеграфе Ленинграда механиком-над-
смотрщиком телеграфных аппаратов. В 1944 г. она была награждена медалью “За оборону Ле-
нинграда”.

И Елена Петровна, и – по её просьбе – Маргарита Петровна оставили чрезвычайно впечатля-
ющие и запоминающиеся воспоминания о блокаде.

После окончания войны Е.П. Ожигова продолжила учебу в университете. В 1949 г. она окон-
чила математико-механический факультет и поступила в аспирантуру Ленинградского государ-
ственного педагогического института им. М.Н. Покровского по специальности “Теория чисел”.
Ее научным руководителем был кандидат физ.-мат. наук, доцент А.А. Киселев, отличавшийся
необыкновенной эрудицией, в том числе в области истории науки. Вероятно, общение сначала с
преподавателями математико-механического факультета ЛГУ, а затем с Андреем Алексеевичем
способствовали формированию у Елены Петровны уже в годы студенчества и аспирантуры инте-
реса к истории математики, который развился впоследствии в процессе педагогической работы.

В 1952 г. после защиты диссертации на тему “Некоторые применения элементарных методов
аналитической теории чисел” ей была присвоена ученая степень кандидата физико-математичес-
ких наук. Затем Елена Петровна получила направление на работу в г. Орск Оренбургской (в то
время – Чкаловской) области.
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Орский государственный учительский институт был организован в 1949 году на базе педа-
гогического училища. В 1952 году он из среднего специального учебного заведения был пре-
образован в высшее образовательное учреждение "Орский государственный педагогический ин-
ститут"(ОГПИ). Впоследствии, уже в 1998 году, этот институт был объединён с Орским инду-
стриальным институтом, и в наши дни и является филиалом Оренбургского государственного
университета (Орский гуманитарно-технологический институт).

В 1952 году, в момент открытия педагогического института, в нем было два факультета: фи-
лологический и физико-математический, на котором и пришлось работать Е.П. Ожиговой. В
течение трёх лет она руководила кафедрой высшей математики и читала самые разнообразные
математические курсы. Елена Петровна сохранила очень тёплые воспоминания об этом време-
ни, о коллегах и студентах. Здесь она встретила своего будущего мужа, Ивана Васильевича.
Кандидат филологических наук И.В. Ефремов (1909-1982) был видным специалистом по русско-
му фольклору. В Институте русского языка и литературы РАН (Пушкинский Дом) имеется его
личный фонд, основанный после его смерти Еленой Петровной.

В 1956 г. Е.П. Ожигова возвратилась в Ленинград и стала старшим преподавателем, а затем
доцентом Высшего инженерного артиллерийского училища. В 1960 г. училище было расформиро-
вано, и на его базе открыта Военная артиллерийская академия. Здесь Елена Петровна работала
до 1964 г. с небольшим перерывом в 1959-1960 гг., когда уезжала в Великие Луки к работавшему
там Ивану Васильевичу. В течение этого года она была доцентом Великолукского педагогическо-
го института.

Первая научная публикация Е.П. Ожиговой, появившаяся в 1953 г. в журнале “Успехи матема-
тических наук”, была посвящена видоизменению метода решета Эратосфена, данному в 1949 г.
А. Селбергом (1917-2007). Но, занимаясь вопросами чистой математики, она испытывала всё
больший интерес к истории науки. Развитию этого интереса способствовала и преподавательская
работа, особенно в педагогическом вузе. Уже в 1959 году вышла её статья о ранней истории опе-
рационного исчисления. Затем последовали новые публикации на эту и другие темы. В 1964 г.
Е.П. Ожигова перешла на работу в Ленинградское отделение Института истории естествознания
и техники АН СССР (ЛО ИИЕТ АН СССР), где трудилась до своей кончины 13 июля 1994 года.

С самого начала работы в ЛО ИИЕТ, когда история математики стала основной специально-
стью Елены Петровны, четко определились две исследовательские темы, разработкой которых
она занималась в последующие годы: “История теории чисел” и “Математика в Петербургской
Академии наук”. Она сразу приобщилась к работе с архивными документами, начала изучать ма-
териалы, опубликованные в старинных академических изданиях, и литературу по истории науки
на разных языках, которыми владела превосходно.

Уже в 1966 г. в академической серии “Научно-биографическая литература” вышла первая
книга Е.П. Ожиговой, посвященная одному из представителей отечественной школы теории чи-
сел – Егору Ивановичу Золотареву, а в 1968 г. – другому выдающемуся ученому, Александру
Николаевичу Коркину. В 1970 г. в той же серии при активном участии Е.П. Ожиговой была
опубликована книга о Фердинанде Миндинге (в соавторстве с Р.И. Галченковой, Ю.Г. Лумисте
и И.Б. Погребысским).

Занимаясь творчеством ученых, работавших в области теории чисел, Е.П. Ожигова уделяла
особое внимание основоположнику этой отрасли математики Леонарду Эйлеру (1707-1783). В её
книге "Развитие теории чисел в России"дан основательный обзор его сочинений. Кроме того, она
обратилась к архивным документам и на их основе осветила вопрос о подготовке к изданию его
трудов по теории чисел в Петербургской Академии наук в XIX в.

Много лет Е.П. Ожигова занималась исследованием заметок по теории чисел из рукописных
записных книжек Эйлера, хранящихся в Архиве РАН. Этот материал готовился ею и Г.П. Мат-
виевской для издающегося в Швейцарии полного собрания сочинений Эйлера ("Leonhardi Euleri
opera omnia"). Она написала статью "Функция Эйлера в его записных книжках"и вместе с
И.Г. Мельниковым исследовала вопрос о так называемых "удобных числах". Общий обзор руко-
писей Эйлера по теории чисел из Архива РАН был опубликован Е.П. Ожиговой и Г.П. Матвиев-
ской в изданиях, вышедших в Швейцарии и России в связи с отмечавшимся в 1983 г. 250-летием со
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дня смерти ученого. Результаты исследований по этой теме предполагалось издать в коллектив-
ной монографии "Неопубликованные материалы Л. Эйлера по теории чисел которая готовилась
к печати под руководством Е.П. Ожиговой. Книга вышла в 1997 году, уже после её кончины.

Вопросы истории теории чисел затрагивались в её брошюре “Что такое теория чисел?”, вы-
шедшей в издательстве “Знание” в 1970 г. Уже после кончины Елены Петровны, в 2004 г., эта
брошюра была переиздана.

В 1972 г. была опубликована монография Е.П. Ожиговой “Развитие теории чисел в России”. В
ней впервые дан общий обзор результатов исследований русских ученых XVIII-XIX вв. в этой об-
ласти математики. Автор поставил перед собой нелегкую задачу – собрать воедино все известные
данные по рассматриваемому вопросу, т.е. проанализировать всю печатную русскую литературу
по теории чисел, трудно обозримую из-за её большого объема и многочисленности затронутых
учеными XVIII-XIX вв. теоретико-числовых проблем. Эта задача была с успехом решена. Од-
нако при чтении книги выясняется, что автор во многом вышел за рамки этой задачи, сильно
усложнив её: к исследованию была привлечена как печатная литература, так и огромный архив-
ный материал, до тех пор никем не изучавшийся. В результате имеющиеся сведения о развитии
теории чисел в России были не только глубоко проанализированы и обобщены, но и значительно
пополнены новыми данными.

Монография получила одобрительные рецензии и неизменно пользуется большим внимани-
ем математиков и историков науки. Её текст, значительно расширенный и дополненный, был
представлен автором в виде докторской диссертации, которая в силу обстоятельств осталась не
защищенной. Было бы весьма желательно издать эту рукопись отдельной книгой.

В соавторстве с И.Г. Башмаковой и А.П. Юшкевичем Е.П. Ожигова написала раздел “Теория
чисел” для третьего тома “Истории математики с древнейших времен до начала XIX столетия”,
которая была издана в 1972 г. под редакцией А.П. Юшкевича и сейчас является основным оте-
чественным руководством по истории математики.

В 1978 г. под редакцией А.Н. Колмогорова и А.П. Юшкевича вышел капитальный коллек-
тивный труд "Математика XIX века. Математическая логика. Алгебра. Теория чисел. Теория
вероятностей переведенный в 1978 г. на болгарский, а в 1992 г. на английский язык. Раздел "Про-
блемы теории чисел"написан Е.П. Ожиговой при участии А.П. Юшкевича.

К серии работ по теории чисел относятся исследования, посвящённые выдающемуся фран-
цузскому математику Ш. Эрмиту, творчество которого Е.П. Ожигова изучала на протяжении
многих лет. Ему посвящено несколько её статей и вышедшая в серии "Научно- биографическая
литература"в 1982 г. монография "Шарль Эрмит (1822-1901)". Рецензенты отмечали, что хотя
Эрмит пользовался огромным авторитетом среди математиков второй половины XIX века, книги
о нем не было написано даже на родине. Работая над книгой, Е.П. Ожигова не только изучила
сочинения Эрмита и всю имеющуюся литературу о нем, но и широко использовала архивные
материалы, которые отражают его связи с петербургскими математиками. По словам немецкого
историка математики К.-Р. Бирмана, ей удалось дать законченный портрет Эрмита и составить
полное представление о его трудах и о нем как человеке.

Большой цикл исследований Е.П. Ожиговой касается темы: "Математика в Петербургской
Академии наук". Сюда относятся многочисленные работы, которые посвящены анализу твор-
чества петербургских ученых в математике и смежных с ней областях науки. Они содержат
сведения о жизни и деятельности этих ученых, часто неизвестные ранее, и обнаруженные ею при
изучении архивных материалов. Е.П. Ожигову особенно интересовали научные связи академиков,
нашедшие отражение в их переписке. В частности, она исследовала и опубликовала хранящие-
ся в Архиве РАН письма И.-Ф. Пфаффа, К.Ф. Гаусса, П.Г. Лежен-Дирихле, Т.Я. Стилтьеса,
Г. Миттаг-Леффлера.

В 1980 г. вышла из печати монография Е.П. Ожиговой "Математика в Петербургской Ака-
демии наук в конце XVIII первой половине XIX в. также получившая весьма высокую оценку
у историков науки. Рассматриваемый в книге период истории академии наук, наступивший по-
сле смерти Л. Эйлера в 1783 г., привлек автора своей малоизученностью как по сравнению с
более ранним, так и со временем после 1850 г., связанным с деятельностью П.Л. Чебышева и
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его школы. В результате огромного труда по изучению многочисленных архивных документов
было, как писал в своей рецензии К.-Р. Бирман, "из архивной тьмы извлечено на свет много
важной глубинной информации, знание которой позволяет понять ход событий"в Петербургской
Академии.

Более поздний период истории Академии наук представлен в многочисленных работах
Е.П. Ожиговой о жизни и творчестве крупнейшего представителя Петербургской математиче-
ской школы П.Л. Чебышева и его учеников. Без её непосредственного участия вряд ли увидела
бы свет книга В.Е. Прудникова "Пафнутий Львович Чебышев оставшаяся после смерти автора в
рукописи и опубликованная в 1976 г. под редакцией Е.П. Ожиговой с её предисловием.

Много сил Е.П. Ожигова отдала изданию переписки замечательного ученого, писателя, члена-
корреспондента Петербургской Академии наук С.В. Ковалевской с шведским математиком
Г.М. Миттаг-Леффлером. К этому делу её привлекла академик П.Я. Кочина, долгие годы за-
нимавшаяся изучением и популяризацией творчества С.В. Ковалевской. Были подготовлены к
печати переводы свыше 500 писем. Переписка была опубликована в 1984 г. в 7-м томе академи-
ческой серии "Научное наследство” под редакцией А.П. Юшкевича с вводной статьей и коммен-
тариями составителей – П.Я. Кочиной и Е.П. Ожиговой.

В 17-м томе той же серии, вышедшем в 1991 г., благодаря усилиям Е.П. Ожиговой впервые
появилась в печати переписка еще одного выдающегося математика – вице-президента АН СССР
с 1919 по 1926 г., академика В.А. Стеклова. Из материалов академического архива ею были извле-
чены и прокомментированы письма В.А. Стеклова к академикам математикам А.М. Ляпунову,
А.Н. Крылову, Н.М. Крылову, А.А. Маркову и их письма к нему. Книга, в которую включены
также "Воспоминания"В.А. Стеклова, была опубликована под редакцией академика В.С. Влади-
мирова.

Е.П. Ожигова считала своим долгом увековечить память скончавшегося в 1974 г. академика
В.И. Смирнова – яркого представителя Петербургской математической школы, замечательно-
го ученого и педагога, которого считали своим учителем все математики, закончившие Ленин-
градский университет. В 1986 г. вышла написанная ею брошюра о В.И. Смирнове и тогда же
началась работа над книгой о нем, составлением которой занялись Е.П. Ожигова и Г.П. Матви-
евская. В коллективную монографию "Владимир Иванович Смирнов (1887-1974)"вошли статьи
и воспоминания многих математиков и сотрудников Библиотеки и Архива АН. Книга вышла из
печати под редакцией академика О.А. Ладыженской в 1994 г., уже после скоропостижной кон-
чины Е.П. Ожиговой. В 2005 г. Вышло второе, дополненное издание этой книги, под редакцией
О.А. Ладыженской и В.М. Бабича.

Продолжением исследований по истории Петербургской Академии наук явилась для Е.П. Ожи-
говой работа о зарубежных академиях, выполеннная ею вместе с Ю.X. Копелевич. В 1989 г., ими
была опубликована монография "Научные академии стран Европы и Северной Америки". Книга
состоит из очерков, посвященных 50 академиям, в которых прослеживается история возникно-
вения каждой из них, отмечается специфика научного направления и важнейшие достижения
в различных областях науки. Дается обзор современного состояния этих научных учреждений.
Выход этого труда специалисты оценили как значительное явление в истории науки.

В последние годы жизни Е.П. Ожигова занималась исследованием деятельности выдающей-
ся женщины XVIII в., директора Петербургской академии наук Е.Р. Дашковой и подготовкой к
изданию русского перевода сочинения Л. Эйлера "Письма к немецкой принцессе который был
опубликован в 2002 г. с вводной статьей, написанной ею в соавторстве с Ю.X. Копелевич и
Н.И. Невской.

В столь кратком сообщении трудно подробно охарактеризовать всю разностороннюю науч-
ную деятельность Е.П. Ожиговой. Мы остановились лишь на самых важных её трудах. Не от-
меченным остался ряд статей об истории комбинаторного анализа и символических исчислений
в XVIII-XIX вв. Не упомянута работа по изданию оставшейся не законченной из-за смерти авто-
ра книги Н.Д. Беспамятных "Степан Алексеевич Богомолов. 1888-1965 которая вышла в 1989 г.
под редакцией Е.П. Ожиговой с составленными ею предисловием, библиографией и именным
указателем. Не отражен большой труд по редактированию книг и сборников, написание много-
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численных рецензий и отзывов. К этой работе Елена Петровна относилась крайне ответственно
и с огромным вниманием к авторам.

С 1967 г. Е.П. Ожигова была ученым секретарем секции истории математики и механики
Ленинградского отделения Советского Национального объединения истории и философии есте-
ствознания и техники. Эти обязанности она также выполняла с предельной заинтересованностью
и полной отдачей сил. Она руководила научными заседаниями, вела обширную переписку и бы-
ла центром притяжения для ленинградских и иногородних историков математики и механики.
Все, кто встречался с ней, неизменно оставался под впечатлением её обаяния и доброжелатель-
ности. Мы знаем много примеров того, как даже очень краткая встреча надолго запоминалась
поговорившему с ней человеку. Те же, кому посчастливилось работать в тесном контакте с Еле-
ной Петровной, те, кто общался с нею в период своего профессионального становления, навсегда
сохранили благодарную память об этом удивительном человеке и ученом. В 2008 г. в Санкт-
Петербургском филиале Института истории естествознания и техники (бывш. ЛОИИЕТ) в се-
рии “Материалы к библиографии историков науки и техники” была издана брошюра, посвящён-
ная Е.П. Ожиговой. Краткий очерк её научной и научно-организационной деятельности написан
Г.П. Матвиевской и Л.И. Брылевской. Библиография и указатели составлены Л.И. Брылевской
при участии И.К. Зубовой и И.В. Игнатушиной.

 

Рис. 1. Елена Петровна Ожигова
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Академик И.И. Ворович и его исследования по истории понятий “Пространство”,
“Время”, “Материя”

Ю.С. Налбандян, Е.И. Ворович

1. Вступление. Иосиф Израилевич Ворович (1920-2001), академик Российской академии наук,
член Международного общества математики и механики в Штутгарте, лауреат Государственной
премии СССР и Государственной премии Российской Федерации, по праву считается основателем
знаменитой ростовской школы механики. Наряду с интенсивной научной работой он всегда ак-
тивно (и с удовольствием) занимался преподавательской деятельностью, был непревзойденным
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лектором и оставил уникальный доклад “О чтении лекций по точным наукам” (см. [1]), в ко-
тором, среди прочего, рассмотрел вопросы использования историко-математического материала
в учебном процессе. Кроме того, в семейных архивах хранится часть неопубликованного труда
“Материя, Пространство, Время (МПВ) в историческом развитии”. Об этом и пойдет речь далее.

2. О биографии. Судьба Иосифа Израилевича Воровича сама по себе достаточно уникаль-
на. Уроженец небольшого города Стародуб (Брянская область), он в 17 лет приехал в Москву
и поступил в МГУ. В это время в университете еще читал лекции академик Сергей Алексеевич
Чаплыгин – ученик и соратник Н.Е. Жуковского, крупный ученый, внесший большой вклад в
механику и математику, один из организаторов, а впоследствии и директор знаменитого Цен-
трального аэрогидродинамического института. Слушал будущий ученый лекции и таких кори-
феев математики и механики, как академики И.Г. Петровский, С.Л. Соболев, А.И. Некрасов,
Л.С. Лейбензон, А.Ю. Ишлинский. Спустя годы И.И. Ворович будет вспоминать: “Это все были

люди, которые создавали математику и механику двадцатого века. Но еще вот в чем повезло

нашему приему. Дело в том, что периодически, примерно каждые десять-пятнадцать лет,

происходит коренная ломка в преподавании, видимо, всех наук. Я могу уверенно сказать о ма-

тематике, механике, точных науках. Это закон развития, закон диалектики. Раз в десять лет

взгляды, которые созревали в науке, уже прорываются в преподавание, отражая сложившиеся

новые концепции. Как раз к тому времени, когда мы пришли в университет, это и произошло,

и нам начали читать курсы, более соответствующие современному уровню науки. Нам чи-

тали лекции, по которым не было учебников, затем по нашим конспектам уже писали новые

учебники”.

А потом в планы студента-старшекурсника вмешалась война. “В сентябре 1941 года почти

вся мужская половина нашего университетского курса была призвана в Советскую Армию. И

все мы были направлены в Военно-воздушную инженерную академию им. Н.Е. Жуковского. Так

я стал слушателем, думаю, одного из лучших высших технических учебных заведений страны,

а возможно, и мира”, – подчеркивал позже И.И. Ворович. Наибольшее впечатление на негопро-
извели в те годы Дмитрий Александрович Вентцель и Владимир Семенович Пугачев, сыгравшие
решающую роль в становлении ученого. Диплом Академии с отличием, фронтовые будни, воз-
вращение в Академию адъюнктом, участие в Параде Победы. . .

В 1950 году И.И. Ворович, демобилизовавшись после 9 лет воинской службы, обратился в
Минвуз СССР с просьбой о направлении на работу. И вскоре оказался в Ростовском университе-
те – вместе с Никитой Николаевичем Моисеевым, Леонидом Александровичем Толоконниковым
и Александром Сергеевичем Космодамианским (все – будущие академики). Это было замечатель-
ное время, о котором Н.Н. Моисеев очень тепло написал в своих воспоминаниях: “Неожиданно

оказалась очень приятной и деловой атмосфера на нашем физико-математическом факульте-

те. Там собралась весьма квалифицированная компания доцентов, подобранная еще профессором

Мордухай-Болтовским, приехавшим в 14-ом году из Варшавы. Все доценты факультета были

профессионалами высокого класса. Именно они определяли погоду на факультете, который то-

гда был заметным явлением на фоне других провинциальных университетов” (подробности см.
в [2]).

Впрочем, через несколько лет в Ростове остался только И.И. Ворович. РГУ стал для него
одновременно и родным домом, и полем для приложения самых разнообразных талантов, как
научных, так и педагогических. Здесь он создал свою научную школу, написал более 300 науч-
ных работ (в том числе 9 монографий), подготовил более 20 докторов и более 50 кандидатов наук.
Здесь создавались многочисленные фундаментальные и прикладные разработки, здесь усилиями
ученого был организован Научно-исследовательский институт механики и прикладной матема-
тики, носящий ныне имя Воровича и являющийся одним из ведущих научных организаций в
стране в области механики деформируемого твердого тела и прикладной математики. Впрочем,
обзор научных достижений не входит в задачу данной статьи, поэтому тем, кто заинтересовался,
следует обратить внимание на статью [3].
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3. И.И. Ворович и история математики. В упомянутом во вступлении докладе “О чте-
нии лекций по точным наукам” учёный подвел своеобразный итог своему опыту по использова-
нию историко-математического материала в лекционных курсах. Он был убежден, что “уделять
внимание истории вопроса совершенно необходимо при качественной подготовке каждого кон-
кретного курса”, что это можно рассматривать и как метод формирования общего мировоззрения,
и как замечательные иллюстрации проявления научной смелости и инициативы. Характерным
примером может служить следующая цитата: “В общем, все это были люди совершенно раз-
ные во многих планах. И, несмотря на это, имелось и нечто общее, что их роднило и делало
весьма похожими. Это, прежде всего, глубочайшее знание предмета, преданность науке, ис-
тине, абсолютная научная честность и непреклонность, напряженная научная и трудовая
деятельность, проявляющаяся в каждом их штрихе, в каждом движении” [1, с. 7-8]. И.И. Во-
рович записал это, размышляя об особенностях научного творчества и манере чтения лекций и
докладов тех ученых, которых в разные годы слушал сам (а среди них были С. Банах, Б.Г. Галер-
кина М.В. Келдыш. А.Н. Крылов, С.А. Чаплыгин, Н.Г. Четаев, Ю. Шаудер, А.Н. Колмогоров,
И.Г. Петровский, С.Л. Соболев, А.А. Ильюшин, А.В. Ишлинский, Б.Н. Делоне, А.Г. Курош и
многие другие).

Продумывая лекционные курсы, И.И. Ворович обращал внимание абсолютно на все “мелочи”
– начиная с того, какую роль (и познавательную, и воспитательную) должны играть присутству-
ющие в аудитории портреты великих ученых. Исторические экскурсы он считал необходимыми в
рамках каждой лекции (“это может быть характеристика обстоятельств, приведших к разви-
тию проблемы, характеристика ученых, принимавших серьезное участие в разработке вопроса,
их творчества, жизненного пути, убеждения”). Интересно посмотреть, как данный подход был
реализован в вышедшем уже после смерти И.И. Воровича двухтомнике “Лекции по динамике
Ньютона. Современный взгляд на механику Ньютона и ее развитие” (см. [4] и [5]).

Обе книги были подготовлены к печати усилиями Л.С. Ворович и коллектива кафедры тео-
рии упругости РГУ (ЮФУ) и вышли в свет в 2004-м и 2010-м годах. Почти каждая лекция (а их
23 в первой книге и 26 во второй) сопровождается биографическим дополнением и списком лите-
ратуры, в тексте каждой лекции много цитат из “первоисточников”, причем надо отметить, что
Иосиф Израилевич придерживался принципа “никогда ничего не принимать на веру и даже пе-
чатные издания перепроверять”. Именно поэтому он обращался чаще к “оригинальным” работам
ученых, чем к историко-математической литературе, что усложнило подготовку двухтомника к
печати (важно было “не подвести” автора по части точности ссылок). В необходимости такого
подхода И.И. Ворович был абсолютно уверен и обосновал его: “Часто во введении к курсу меха-
ники дается обзор истории основных открытий. Такой подход имеет недостаток в том, что
слушателю часто приходится говорить о вещах мало-, а то и вовсе незнакомых. В лекциях
предпринят несколько иной подход: соответствующие исторические комментарии сопровож-
дают изложение материала по ходу дела” (см. [4, с. 13]).

И [4], и [5] могут быть также примерами того, как И.И. Ворович на практике реализовы-
вал единство исторического и логического подходов, о котором подробно рассуждал в [1]. “Под
логическим построением курса обычно понимают такой метод, при котором изложение ма-
териала производится сразу с учетом и на базе современных уже сложившихся взглядов, кон-
цепций и точек зрения. Историческое построение курса предусматривает изложение понятий,
представлений в той последовательности, в какой они разрабатывались и складывались в ходе
исторического развития данной научной дисциплины” [1, c. 55]. Дав эти определения, ученый
анализирует преимущества и недостатки, причем на примере курса функционального анализа,
который он очень успешно читал и по которому написал отличный учебник [6]. В частности,
И.И. Ворович разбирает понятие функциональной зависимости; коротко, но точно прослежи-
вает историческое развитие этого понятия (от формульной записи до понятия отображения);
показывает преимущества такого изложения материала. Он также отмечает, что “в современных
учебниках по анализу восторжествовал (как и во многих других вопросах) логический подход к
изложению этого понятия. Функция разъясняется как отображение. При этом достигается
большая общность, стройность изложения материала, но затрудняется усвоение понятия,



270 Глава 4. История и философия математики и математического образования

динамика развития остается в стороне”. В итоге нас подводят к следующему выводу: “раци-
ональна некоторая смешанная форма изложения вопросов. Ее основу должен составлять ло-
гический подход. Однако он должен всегда сопровождаться обстоятельными историческими
экскурсами, изложением динамики развития основных идей, истории их возникновения и фор-
мирования. Студентам следует рекомендовать и первоисточники, в которых они из первых
рук могли бы почерпнуть основные вехи в развитии данной отрасли знаний. Это значительно
облегчает слушателям проникновение в современное состояние предмета, проясняет перспек-
тивы ее развития” [1, c. 56-57].

4. Отражение мировоззренческих вопросов в курсах по точным наукам. Эта про-
блема, тесно связанная с использованием историко-математического материала, чрезвычайно ин-
тересовала И.И. Воровича. Отметив, что это “едва ли не самый трудный и важный для лектора
вопрос”, ученый показывает, например, что даже имеющиеся в точных науках заблуждения не
говорят о недостатках той или иной теории – “все это просто свидетельствует о том, что
ошибаться в науке свойственно и великим умам, и только ничем не стесненная борьба мнений
должна решать научные споры” [1, c. 45]. Далее он убедительно поясняет, почему “необходимо
видеть те противоречия, которые двигали развитие данной отрасли знаний; противоречия,
развивавшие отдельные проблемы,. . . видеть, как противоречия в явлениях преломляются на
языке данной науки, на ее методах и теориях”, а также разбирает особенности определения пред-
мета той или иной науки (математики, механики, некоторых разделов внутри этих дисциплин).
И, наконец, переходит к обсуждению вопроса “о путях формирования абстракций”. Именно эти
размышления приводят его к проблеме пространства и времени. “Мне представляется, что ее
разъяснение следует строить в историческом плане ее развития с параллельным изложением
философского, естественнонаучного аспектов в едином комплексе. Изложение должно закан-
чиваться современными взглядами на пространство и время и описанием основных концепций
частной и общей теории относительности. Перед слушателями должна быть раскрыта слож-
ность проблемы, ее многоплановость, которая включает геометрическую сторону, физическую,
философскую и чисто технические аспекты. Изучение вопроса должно базироваться на анализе
истории чисто геометрических учений, реализованных в трудах Евклида, Ньютона, Лобачев-
ского, Гаусса, Римана, Пуанкаре. Здесь бы хотелось особо отметить одну важную деталь. Как
Лобачевский, так и Гаусс при создании неевклидовой геометрии рассматривали эту проблему
не только, как математическую, но, главным образом, как естественнонаучную. Здесь можно
в доказательство привести и замечательные высказывания этих великих ученых, высказыва-
ния одного из прямых учителей и наставников Н.И. Лобачевского, проф. Осиповского. Наконец,
с этой точки зрения интересны их попытки спроектировать и провести соответствующие
эксперименты. Далее необходимо раскрыть историю основных физических воззрений и экспери-
ментов, приведших к современным взглядам на пространство и время, выраженных в трудах
Лоренца, Пуанкаре, Эйнштейна, Фридмана. Наконец, в заключение должна быть дана обобща-
ющая картина развития философских воззрений, начиная от древних, через Ньютона, Беркли,
Канта, Гегеля и их критика на основе философских воззрений диалектического материализма”
[1, с. 2].

Появление столь длинной цитаты обусловлено “исключительной важностью” рассматривае-
мой проблемы для самого Иосифа Израилевича. Тема эта волновала ученого и с научной, и с
методической точки зрения. Не раз и не два возвращался он к рассмотрению вопроса “материя-
пространство-время” в различных учебных курсах (и чаще всего – в курсе “Аналитическая меха-
ника”). И в итоге на свет появилась монументальная рукопись под условным названием “Проблема
Материя-Пространство-Время в механике”.

5. Рукопись “Проблема Материя-Пространство-Время в механике”. Как замечал сам
И.И. Ворович, этот труд, представляющий собой более 1300 страниц машинописного текста, воз-
ник на основе вводной лекции по механике и создавался на протяжении нескольких десятков лет.
Главы рукописи посвящены проблеме “МПВ” в древних цивилизациях Египта, Вавилона, Китая
и Индии, в трудах учёных античного мира (среди героев рукописи – Фалес и ученые его школы,



Налбандян Ю.С., Ворович Е.И. Академик И.И. Ворович и его исследования по истории понятий
“Пространство”, “Время”, “Материя” 271

пифагорейцы, элеаты Парменид и Зенон, Гераклит, Демокрит и Эмпедокл, Платон и Аристотель,
математики доевклидовой эпохи (Архит, Евдокс, Менехм, Теэтет), Аристарх Самосский, Архи-
мед, Аполлоний Пергский и многие другие), различным подходам, господствовавшим в разные
эпохи в Европе.

В качестве примера можно рассмотреть один из параграфов третьей главы - “Проблема МПВ
у Парменида. Первый в истории науки кризис естествознания”. В первом же пункте ученый
отмечает, что “на пути научного познания встали три грозные проблемы:

1) сущность движения и изменения вообще;
2) проблема единичного и множественного;
3) проблема бесконечного”.
На примере творчества Парменида И.И. Ворович начинает разъяснять сложность возникшей

ситуации, обосновывая, почему она может быть описана термином “кризис”.
Биографические данные приводятся на основе трудов Диогена Лаэртского и платоновских

диалогов “Парменид” и “Теэтет”. Ссылаясь на Гегеля, Ворович отмечает высокую нравственность
Парменида, и, кроме того, размышляет о возможной встрече Парменида и Гераклита. Указав,
что “основные положения своего учения Парменид изложил в поэме “О природе””, он подчерки-
вает, что “до нас дошли лишь отдельные отрывки трактата, а также комментарии и отдель-
ные утверждения в передаче Диогена Лаэртского, Секста Эмпирика, Симплиция, Аристотеля,
Платона”. Перечисляются и все известные русские переводы, в том числе дореволюционные. Да-
лее начинается разбор философского учения Парменида, основу которого составляет признание
объективности внешнего мира. Говоря о состоянии физической стороны проблемы, И.И. Ворович
показывает, что “ у него мы находим несколько положительных, навсегда вошедших в науку до-
гадок и открытий”, приводя в пример теорию климатических зон Земли и мысль о шаровидности
нашей планеты. На последнем предположении он останавливается особенно подробно, разбирая
разные версии и ссылаясь на мнение И.Д. Рожанского из [7].

Далее в рукописи подчеркивается: “несмотря на то, что Парменид не имел собственного
математических работ, его вклад в математическую сторону проблемы МПВ оценивается
достаточно высоко”. Здесь акцент делается на развитие логического аппарата – рассматривая
этот вопрос, И.И. Ворович приводит многочисленные цитаты как из трудов античных ученых,
так и из хорошо известных “Очерков по истории математики” Н. Бурбаки.

Признав вклад Парменида в проблему МПВ “исключительно большим, хотя бы уже пото-
му, что разделение двух сущностей – мышления и ощущения – подготовило и зарождение двух
линий философии – материалистической Демокрита и идеалистической Платона”, И.И. Воро-
вич останавливается на дискуссии о том, являлся ли материалистом сам Парменид. Он цитирует
В.Я. Комарову, доказывающую материалистические взгляды ученого в [8], а также опровер-
гающих это Г.В. Плеханова и М.Г. Макарова (см. [9, 10]), и делает собственный вывод: “Нам
представляется, что попытка отнести учение Парменида к материалистическим или к иде-
алистическим, не может быть успешной, ибо четкое разделение мировоззрений произойдет
лишь через столетие”.

Завершая разговор о рукописи, необходимо подчеркнуть несколько важных моментов.
Во-первых, анализ развития взглядов на коренную проблему естествознания сопровождает-

ся обширным списком литературы и представляет собой кропотливейшую работу по проверке
фактов, вычислений, цитат. Так, в список литературы в параграф, посвященный Пармениду,
включены 32 работы.

Во-вторых, интересно, что И.И. Ворович в своей рукописи демонстрирует антикваристский
подход – свидетельством может служить, опять же, цитата из разобранного выше параграфа:
“С первого взгляда вся система Парменида представляется противоестественной, вычурной
и парадоксальной. Но с нашими выводами не стоит спешить. Читателю необходимо для бо-
лее полного ощущения перенестись на два с лишним тысячелетия назад и поставить себя в
положение ученого той эпохи”.

В-третьих, приходится говорить о трагической судьбе рукописи. Специалисты в области ис-
тории математики и механики начали знакомиться с ней в 80-е годы XX века; в тот же временной
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период её экземпляры поступили в ИИЕиТ. При этом рукопись продолжала дорабатываться и
перерабатываться. Но в данный момент судьба первых экземпляров неизвестна, а работа суще-
ствует только в виде 4-го или 5-го экземпляра.

6. Заключение. Столь интересовавшая И.И. Воровича проблема “МПВ” остается актуаль-
ной и сегодня. В последнее время появляется литература, в той или иной степени обращающаяся
к этой тематике. Можно упомянуть, например, первый русский перевод одного из шедевров ре-
лятивистской классики — лекций выдающегося немецкого математика Г. Вейля по общей теории
относительности [11], книгу Г.С. Гуревича и С.Н. Каневского [12], в которой сделан обзор раз-
вития понятий “материя”, “пространство”, “время” в основных философских школах, а также
монографию [13], в которой излагается теория, построенная на концепции абсолютности физи-
ческого трехмерного пространства и времени, а также дается исторический обзор воззрений на
пространство и время. Тем не менее, столь глубокого, как у И.И. Воровича, исторического обзора
в новых книгах нет. А это означает, что рукопись ученого заслуживает право на публикацию,
право на жизнь.
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К истории двух знаменитых оптимизационных алгоритмов в теории графов

В.П. Одинец

Пусть дан неориентированный конечный связный граф Бержа1 G=(X,U) без петель, где X –
множество вершин графа G (с числом вершин n (n≥2)), а U – множество его рёбер. Занумеруем
вершины графа G: x1,. . . ,xn. Поскольку G – граф Бержа без петель, то каждому ребру u∈U
соответствует единственная пара вершин {xα,xβ}, где α, β ∈{1,2,. . . ,n}.

Введем теперь на множестве U весовую функцию F со значениями в R+=(0,+∞), полагая
F(u)= F({xα,xβ})=rαβ для любого u∈U.

Матрицу FU=(rαβ) назовем весовой матрицей, отвечающей графу G.
В силу построения матрица FU – квадратная матрица вида nxn и при этом
(1) rαα=0 для любого α ∈{1,. . . ,n};
(2) rαβ=rβα для любых α, β ∈{1,. . . ,n}.
Таким образом, матрица FU симметричная с числом положительных элементов, не превосхо-

дящих n(n-1)/2, а, следовательно, число ребер в графе G не превосходит n(n-1)/2.
Можно доказать, что если G граф Бержа без петель связный, то
(3) для любых натуральных чисел p1 и p2 (p1,p2?{1,2,. . . ,n}) существует натуральное q и

последовательность c2,. . . ,cq, которым отвечает в матрице FU последовательность
(+) rp1 c2, rc2 c3,. . . ,rcq−2 cq−1,rcq−1 p2.
И наоборот, если граф Бержа G без петель таков, что для него верно (3), то этот граф связный.
В 1926 году доктор Отакар Борувка2 (Otakar Borщvka: 1899-1995) рассмотрел и нашел реше-

ние следующей задачи:
Пусть дана квадратная матрица F вида n×n с неотрицательными значениями, удовлетворя-

ющая условиям (1)-(2).
Пусть, кроме того,
(4) все положительные значения в матрице F ниже главной диагонали попарно различны.
Тогда существует подмножество G0, состоящее из (n-1) значений матрицы F, лежащих ниже

главной диагонали, удовлетворяющее условию (3), такое, что для любого другого подмножества
G1 из (n-1) значений матрицы F, лежащих ниже её главной диагонали и удовлетворяющих усло-
вию (3), сумма всех значений из G0, будет строго меньше суммы всех значений из G1.

Хотя в самой работе [3] О. Борувки нет речи о каком-либо графе, тем не менее, в конце работы
приведена интерпретация матрицы, удовлетворяющей условиям (1)-(3) как матрицы расстояний

1Т.е. любые две вершины соединяет не более, чем одно ребро. (Остальные определения данной статьи
следуют [1] и [2].)

2О. Борувка родился в 1899 г. в маленьком городке Ухерске Остров в Моравии в тогдашней Австро-
Венгрии. Учился до 1916 г. в гимназии, а затем – в военной школе около Вены. После окончания 1-й
Мировой войны вернулся в гимназию и сдал выпускные экзамены. С 1918 по 1922 годы учился в Техни-
ческом университете в Брно. Одновременно, (с 1920 года) становится ассистентом в открытом там же в
1920 г. государственном университете им. Т. Масарика. В 1923 г. О. Борувка защищает диссертацию под
руководством одного из творцов топологии, на тот момент ещё экстраординарного профессора, Эдуарда
Чеха (Eduard Иech: 1893-1960). В 1926 г. О. Борувка публикует две работы [3, 4], решающие некоторую
проблему оптимизации. К этой тематике он больше не возвращается. Поездка в 1926-27 годах в Париж,
где он сотрудничает с Эли Картаном (Йlie Joseph Cartan: 1869-1951) привела к смещению интересов
О. Борувки в сторону дифференциальной геометрии и теории групп. Возвратившись в 1927 г. в Брно он
через год защищает вторую диссертацию (хабилитацию), и, получив стипендию фонда Рокфеллера, едет
в 1929-31 гг. во Францию и Германию. Итогом изучения теории групп, а особо интенсивно группоидов,
была его книжка на чешском языке, первое издание которой вышло только в 1944 году, “Введение в тео-
рию групп”. Это издание имело 80 страниц, а издание 1960 г. уже – 200 страниц. Эта книга была позже
переведена на немецкий (1962) и английский (1976) языки. Что касается интереса к дифференциальной
геометрии, то О. Борувка уже с 1934 г. стал заниматься дифференциальными преобразованиями 2-го по-
рядка. Английское издание его чешской версии 1953 г. вышло в 1971 г. под названием “Linear differential
transformations of the second order”. В 1953 г. О. Борувка был избран членом-корреспондентом, в 1965 году
– действительным членом Чехословацкой Академии Наук [5].
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между некоторыми n пунктами, а решение задачи фактически сводится к нахождению в совре-
менных терминах минимального остовного дерева связного графа Бержа без петель с попарно
различными весами ребер.

Более того, дается ссылка на работу [4] по решению задачи построения минимальной (по
стоимости) электрической сети1, опубликованной в том же 1926 году.

Через 4 года в 1930 году в том же журнале и под тем же названием появилась работа [6]
Войтека Ярника2 (Wojtek Jarnik: 1897-1970), в которой давалось иное решение задачи, сформу-
лированной и решенной О. Борувкой.

Итак, какой же алгоритм решения задачи предложил В. Ярник?
Берем произвольную вершину нашего исходного графа. Пусть это будет вершина xi1. Находим

вершину, ближайшую к ней, т.е. имеющую ребро с минимальным весом, инцидентную xi1. Пусть
это будет xi2. Итак, выделяем ребро [xi1,xi2], которое становится начальным “минимальным под-
графом”. Далее ищем вершину, ближайшую к ребру [xi1,xi2]. Пусть это будет xi3, и эта вершина
пусть ближайшая к xi1. Тогда в “минимальный подграф” добавляем ребро [xi3,xi1]. И так далее,
беря каждый раз новую вершину, ближайшую к уже построенному подграфу. В итоге получим
остовное дерево, и можно доказать, что это дерево минимальное среди всех остовных деревьев.
В силу условия (4) результат алгоритма не зависит от выбора начальной вершины. Разница с
алгоритмом Прима лишь в том, что в алгоритме Прима мы выбираем вначале минимальное
ребро.

Вернемся теперь к алгоритму О. Борувки. Формально алгоритм состоял из 26 шагов. Если
следовать буквально, то на первом шаге выбирались “висячие вершины”, т.е. вершины, инци-
дентные одному ребру и вторые вершины этих ребер. Если таких вершин не было, то выбрав
произвольную вершину брали инцидентное ей ребро с минимальным весом. У второй вершины
этого ребра также искали инцидентное ей ребро с минимальным весом. Теперь наш подграф
имеет три вершины. Вне этого подграфа искали ребро с минимальным весом. Если только од-
на из вершин этого ребра принадлежала нашему подграфу, то “добавляли” это ребро к нашему
подграфу, строя компоненту связности. Если же обе вершины этого ребра принадлежали наше-
му подграфу, то это ребро отбрасывали. Если обе вершины этого нового ребра были отличны
от выбранных нами ранее, то около этого ребра строили новый подграф (=новую компоненту
связности). Далее вновь искали ребро с минимальным весом. Если это ребро соединяло разные
компоненты связности, то его оставляли. В итоге получали связный подграф с (n-1) ребром (т.е.
остовное дерево) с минимальным весом.

Значительно позже [8] было доказано, что алгоритм Борувки применим не только к графам
Бержа(без петель) с попарно разными весами, но и к другим конечным связным неориентирован-
ным графам с числом вершин n и числом ребер V. При этом время решения задачи оценивалось
как

(**) O(nlogV).

1Рисунок минимального остовного дерева, решающего задачу для электросети, правда, без исходного
графа, также приводится в работе [3]. В работе [4] алгоритм решения не приводится (дается ссылка на
работу [3]), но при этом даны рисунки, иллюстрирующие реализацию алгоритма.

2В. Ярник родился в 1897 году в Праге, учился в Каролинском университете, а по окончании учебы
стал работать там же на должности ассистента. В 1923 г. он на один год едет в Гёттинген для совместной
работы с Эдмундом Ландау (Edmund Landau: 1877-1938). Возвратившись на свою должность, он в 1927/28
учебном году вновь едет в Гёттингенский университет для работы вместе с Э. Ландау. Возвратившись
в Прагу, В. Ярник получает должность руководителя кафедры математики Каролинского университе-
та, проработав на этой должности до 1968 года до выхода на пенсию. Две трети из 90 научных работ
В. Ярника посвящены теории чисел, главным образом, Гауссовской “проблеме окружности” и диофанто-
вым уравнениям. В 1933-36 годы В. Ярник интенсивно занимался математическим анализом, в основном
производной Дини (Ulisse Dini: 1845-1918) и апроксимативной производной непрерывных функций [7].
Наконец, в 1930 г. вышла единственная работа В. Ярника, относящаяся к оптимизационным алгоритмам,
в которой фактически построен алгоритм, названный позже (после 1957 г.) алгоритмом Прима.
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В 1956 г. Джозеф Краскал (Joseph Bernard Kruskal, Jr.: 1928-2010)1получил решение задачи,
поставленной О. Борувкой для случая конечного связного неориентированного графа (без петель)
с числом вершин n с помощью следующего алгоритма [9].

1. Выбираем произвольное ребро е1 с минимальным весом.

2. Выбираем последовательно ребра е2,. . . ,еn−1 с минимальным весом среди оставшихся, но
так, чтобы новое ребро с выбранными ранее не образовывало цикла.

Выбранные ребра и образуют минимальное остовное дерево. Это дерево в общем случае может
быть не единственным.

Для практического применения оказался более удобен алгоритм предложенный в 1957 г. [10]
Робертом Примом (Robert Cley Prim: 1921)2.

Алгоритм Прима начинается с выбора произвольной вершины связного конечного неориенти-
рованного графа без петель, ребра которого имеют ненулевой вес. Далее выбирается инцидентное
выбранной вершине ребро с минимальным весом. Это ребро является началом построения ми-
нимального остовного дерева. Последующие шаги сводятся к присоединению к построенному на
предыдущем шаге дерева нового ребра, один из концов которого принадлежит уже построенно-
му дереву, а другой не принадлежит, и при этом новое ребро имеет минимальный вес среди всех
ребер, не принадлежащих уже построенному дереву.

Алгоритм Прима был переоткрыт [11] в том же 1957 г. двумя компьютерными специалистами:
Лоберманом и Вейнбергером (H. Loberman & Arnold Weinberger). В 1959 году появилась публи-
кация [12] Эдсгера Дейкстры (Dijkstra Edsger Wybe: 1930-2002), фактически в других терминах
повторившего результат Р. Прима. (Заметим, что публикация Р. Прима была тогда малодоступна
в Европе.)

Заметим, что в промежуток между 1930 годом и 1956 годом, т.е. работами В. Ярника [6] и
Д. Краскала [9], появились две работы, в которых ставилась задача внешне похожая на задачу,
поставленную О. Борувкой.

Первая работа [13] 1938 г. принадлежит Густаву Шоке (Gustave Choquet: 1915-2006). В этой
работе ставилась задача построения фактически минимального остовного дерева с прямоли-
нейными ребрами, вершинами которого были бы заданные населенные пункты на декартовой

1Д. Краскал родился в 1928 г. в Нью Йорке в семье преуспевающего оптового торговца Джозефа Крас-
кала Старшего. Учился в университетах Чикаго и Принстона. В 1954 г. защитил докторскую диссертацию
под руководством Альберта Таккера (Albert William Tucker: 1905-1995) и Роджера Лындона (Roger Conant
Lyndon: 1917-1988). Однако, как неоднократно говорил по этому поводу сам Д. Краскал, диссертация не
могла бы быть написана, если бы не две его короткие беседы с Полем Эрдёшем (Paul Erdцs: 1913-1996).

Д. Краскал известен не только своим оптимизационным алгоритмом (1956), но глубокими работами в
статистике, компьютерных науках и в психометрии. Его старший брат Уильям Краскал (William Kruskal
: 1919-2005) известен своими работами по непараметрическим метода исследования гипотез. Другой стар-
ший брат Мартин Краскал (Martin David Kruskal: 1925-2006) прославился изучением “сюрреальных” чисел,
нашедших применение в вычислительных алгоритмах.

2Роберт Прим родился в маленьком городке Sweetwater штата Техас в 1921 г. В 1941 г. он получил
степень бакалавра по электро-инженерии Принстонского университета. В 1941-44 гг. он работает инже-
нером в компании General Electric. В 1944-48 гг. он работает вначале инженером, а позже математиком в
Лаборатории Военно-морского флота США. Весь 1949 год он работает исследователем в Принстонском
университете, и там же в том же 1949 году защищает докторскую диссертацию под руководством Со-
ломона Лефшеца (Solomon Lefschets: 1884-1972), который до 21 года, жил в Москве, и является одним
из создателей алгебраической топологии. Позже Р. Прим переходит в BellLabs компании AT&T. Там он
знакомится с Д. Краскалом, который работал над простым алгоритмом решения задачи нахождения ми-
нимального остовного дерева, что сулило большой экономический эффект при телефонизации населенных
пунктов. Решение, найденное Д. Краскалом, было простым, но не удовлетворило Р. Прима, так как при
прокладке телефонных сетей “перескакивать” с места на место, что предполагал в общем случае алгоритм
Краскала, было неудобно. В 1957 г. Р. Прим предлагает свой алгоритм [10]. Позже в 1958-61 гг. Р. Прим
возглавит исследовательскую работу математиков в BellLabs а затем он станет вице-президентом Наци-
ональной Лаборатории Сандия – основного подрядчика по созданию систем безопасности министерства
энергетики США.
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плоскости. Во второй работе [14] 1951 года пяти вроцлавских математиков: Казимежа Флоре-
ка (Kazimierz Florek), Юзефа Лукашевича (Józef Jukaszewicz: 1927), Хуго Штейнхауза (Hugo
Steinhaus: 1887-1972), Юлиана Перкаля (Julian Perkal: 1913-1965), Стефана Зубжицкого (Stefan
Zubrzycki: 1927-1968) ставилась та же задача. При этом речь даже не шла о населенных пунктах,
а просто о n точках на декартовой плоскости. Интересно, что формально при этом были сформу-
лированы условия (1) и (2) на расстояния между точками. В обеих работах решения опирались
на метрические и топологические свойства искомого дерева.

Алгоритм О. Борувки был по-видимому впервые запрограммирован в 1961 г. в неопублико-
ванной работе [15] Жоржа Соллина (George Solline), приготовленной для сообщения на семинаре
К. Бержа. Версия этого сообщения увидит свет в сборнике [16], изданном в 1965 году К. Бержем
и А. Гуил-Хури. Подробная история задачи нахождения минимального остовного дерева приве-
дена в 1985 году в работе [17] Р.Л. Грахэм (R.L. Graham) и П. Хелл (Pavol Hell), а уточнение
оценок сложности дано в 2000 году в работе [18] Бернарда Чазелли (Bernard Chazelle).
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История формирования подземной гидромеханики в учебной программе магистров
по направлению подготовки “Прикладная математика и информатика”

О.В. Острая, И.К. Зубова

“Преподавание каждой науки должно идти тем же путём, которым шла при своём развитии
сама наука” – писал первый русский историк математики В.В. Бобынин, пропагандируя так
называемый историко-генетический метод преподавания. Основной принцип этого метода состоит
в том, что формирование знаний отдельного человека в какой-либо области должно в некотором
смысле повторять исторический путь формирования знаний всего человечества в этой области.
Разумеется, учащийся обязан пройти этот путь в достаточно короткий срок. Поэтому, конечно,
невозможно в процессе изучения отдельным человеком какой-либо математической дисциплины
досконально разобраться во всех подробностях соответствующего исторического пути, во всех
ошибках и заблуждениях человечества на этом пути.

Историко-генетическому методу преподавания математики противопоставляют обычно логи-
ческий метод, который не предполагает отходов в сторону от логически строгого построения
теории. Применяя такой метод, мы нередко наблюдаем потерю у учащихся интереса к предмету.
В процессе знакомства с какой-либо трудной теорией, человек задаёт естественный вопрос: “Для
чего эта теория нужна?” Ответ преподавателя при этом его часто не удовлетворяет, так как он ещё
совершенно незнаком с той современной областью знаний, в которой эта теория применяется. И
часто можно достигнуть лучшего эффекта, если сформулировать вопрос по-другому: “С какими
задачами связано возникновение зачатков этой теории? Почему такие задачи были поставлены?”.
Школьные учителя, которым удаётся выработать удачное сочетание историко-генетического и ло-
гического методов в преподавании математических дисциплин, давно уже оценили преимущества
такого подхода.

Опыт работы в высшем учебном заведении показывает, что он вполне применим и в пре-
подавании высшей математики, а также и при чтении специальных курсов. В этом приходится
убедиться также и самим студентам.

Приступая к обучению в магистратуре, студент, окончивший математический факультет,
нередко сталкивается с необходимостью в короткий срок ознакомиться с новой для себя ма-
тематической дисциплиной. Как нам кажется, первым вопросом, который должен возникнуть
при этом, должен быть вопрос о происхождении и развитии этой дисциплины.

Например, когда речь идет о магистратуре по направлению подготовки “Прикладная ма-
тематика и информатика”, такими новыми для многих дисциплинами являются теоретическая
механика, теория упругости и пластичности, гидромеханика. Учебный план магистратуры преду-
сматривает чтение курса “История и методология прикладной математики и информатики” в
первом семестре. К сожалению, до сих пор нередко приходилось в рамках этого курса излагать
лишь самые основные сведения из истории математики и механики, так как среди магистрантов
многие никогда таких сведений не получали. Поэтому на подробное освещение вопросов исто-
рии конкретных дисциплин и отдельных задач в этом курсе пока не хватает времени. В связи
с этим мы намерены со временем составить методическую разработку в помощь магистрантам
указанного направления подготовки. В ней, в частности, будет сделана попытка познакомить
читателя с основами некоторых разделов механики и одновременно с историей формирования
соответствующих научных дисциплин, с биографиями крупных ученых, деятельность которых
связана с этими областями науки, с методами их работы. Изложим здесь вкратце основные тезисы
будущей разработки в части, посвященной вопросам подземной гидромеханики.
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Гидромеханикой называется раздел механики, в котором изучается движение и равновесие
практически несжимаемых жидкостей. Жидкость рассматривается как материальная система с
непрерывным распределением вещества. Изучаются физические характеристики состояния этого
вещества и его движения по заданному объему. Такая механическая система, называемая сплош-
ной средой, при изучении механических процессов является моделью жидкости. Эта модель наде-
ляется всеми механическими свойствами действительной жидкости. Таким образом, предметом
гидромеханики служит механическое движение жидкой сплошной среды и взаимодействие этой
сплошной среды с твердыми телами, граничащими с нею.

Для изучения равновесия и движения жидкости гидромеханика пользуется эксперименталь-
ными и теоретическими методами, опираясь при этом на единство и тесную взаимосвязь экспе-
римента и теоретических обобщений. Среди таких методов выделяют:

а) метод конечных объемов, который требует применения теоремы о среднем значении и
соотношения между объемными и поверхностными интегралами;

б) метод электрогидродинамической аналогии, где вычисление скоростных полей в потоке
жидкости заменяется определением разностей электрических потенциалов;

в) метод анализа размерностей, который базируется на однородности дифференциальных
уравнений математической физики;

г) статистический метод исследования, в основе которого лежит теория вероятностей.
Гидромеханику разделяют на две части: теоретическую гидромеханику, исследующую основ-

ные закономерности движения жидкостей в различных условиях, и прикладную гидромеханику,
или гидравлику, – инженерную науку о равновесии и движении жидкостей, основанную преиму-
щественно на экспериментальных данных и разрабатывающую приближенные методы расчета
течения жидкостей в различных технических устройствах. В качестве основного метода иссле-
дований используется строгий математический анализ, и базой для изучения гидромеханики яв-
ляются курсы математики, физики, механики сплошных сред.

В природе, как известно, жидкости, например, нефть или подземные воды, часто находятся
в недрах Земли, точнее, в подземных пустотах – порах и трещинах горных пород. Эти природ-
ные жидкости принято называть флюидами. Флюиды, вследствие естественных процессов, или в
результате деятельности человека, находятся в постоянном движении. Движение флюидов через
твердые тела, содержащие связанные между собой поры или трещины, называется фильтрацией.

Горные породы, которые могут служить вместилищами флюидов и через которые они могут
двигаться, называются пластами или пластами-коллекторами.

Свойства горной породы (пласта) вмещать и пропускать через себя жидкость (флюид) назы-
ваются фильтрационно-емкостными свойствами пласта. Такими свойствами являются, например,
пористость, проницаемость, скорость фильтрации и т.д.

Наука о равновесии и движении жидкостей, газов и их смесей – флюидов – в пористых и
трещиноватых средах называется подземной гидромеханикой.

Подземная гидромеханика получила развитие в связи с потребностями таких областей жиз-
недеятельности человека как: использование грунтовых вод, разработка нефтяных и газовых ме-
сторождений, проектирование и эксплуатация гидротехнических сооружений, мелиорация и т.д.

Значением подземной гидромеханики как важного раздела механики сплошных сред опреде-
ляется актуальность изучения истории её становления.

Зарождение гидромеханики следует отнести к древности, к моменту, когда люди научились
создавать оросительные каналы и водопроводы. В Китае, например, 2500 лет назад был построен
Великий канал протяженностью около 1800 км. В древнем Египте и Индии приблизительно в то
же время существовали не менее грандиозные для древнего мира гидротехнические сооружения.
Первый водопровод появился в Риме 2300 лет назад.

В IV веке до н.э. древнегреческий философ Аристотель (384-322 гг. до н.э.) сделал ряд на-
блюдений над движением жидкостей. Знаменитый трактат Архимеда (ок. 287-212 гг. до н.э.)
“О плавающих телах” следует считать первым научным трудом в области гидромеханики. Сле-
дующий шаг в развитии гидромеханики был сделан учеными XV-XII веков. Здесь необходимо
упомянуть Леонардо да Винчи (1452-1519) и его труд “О движении и измерении воды”, Симона
Стевина (1548-1620) (“Начала гидростатики”), Галилео Галилея (1564-1642) (“Рассуждение о те-
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лах, пребывающих в воде, и о тех, которые в ней движутся”). Исаак Ньютон (1643-1727) в своем
знаменитом труде “Математические начала натуральной философии” установил, основываясь на
собственных опытах, что сопротивление движению тел в жидкости пропорционально квадрату
их скорости. Блез Паскаль (1623-1662) открыл закон о передаче давления в жидкости, вследствие
чего появилось большое число простых гидравлических машин (типа гидравлических прессов,
домкратов и т.д.). Э. Торричелли (1608-1647) получил формулу скорости истечения невязкой
жидкости из резервуаров через отверстия.

Однако все перечисленные открытия можно отнести лишь к отдельным разделам гидроме-
ханики. Формирование же гидромеханики как целостной науки стало возможным только после
появления фундаментальных научных трудов М.В. Ломоносова, Д. Бернулли и Л. Эйлера.

М.В. Ломоносов (1711-1765) в диссертации “Рассуждение о твердости и жидкости тел” (1760 г.)
сформулировал открытые им законы сохранения вещества и энергии. Кроме того, им были опуб-
ликованы труды “О вольном движении воздуха, в рудниках примеченном”, “Слово о явлениях
воздушных, от электрической силы происходящих”, “Попытка упругой силы воздуха”. Он изоб-
рел универсальный барометр, вискозиметр (прибор для определения вязкости жидкости), прибор
для измерения скорости и направления ветра, прибор для определения скорости и направлений
течения в море, “аэродрольную” машину – прообраз современного вертолета.

Даниил Бернулли (1700-1782) вывел важнейшее уравнение взаимосвязи удельных энергий при
движении жидкости, служащее основой теоретических построений и практических расчетов в об-
ласти гидравлики (впоследствии уравнение было названо его именем). В 1738 г. он опубликовал
книгу “Гидродинамика, или Записки о силах и движениях жидкостей”, где впервые ввел тер-
мин “гидромеханика”. Д. Бернулли изобрел водоподъемник, установленный под Архангельском,
поднимавший воду на высоту до 30 м.

Леонард Эйлер (1707-1783) в 1755 г. вывел системы дифференциальных уравнений равновесия
и движения жидкостей и газов; он указал некоторые интегралы этих уравнений и сформулировал
закон сохранения массы применительно к жидкости; предложил конструкцию турбины, написал
основополагающие труды по теории корабля.

Теоретической основой подземной гидромеханики является, как было отмечено выше, теория
фильтрации, описывающая движение флюидов с позиции механики сплошной среды.

Начало систематическому изучению особенностей фильтрации жидкости в пористой среде
было положено трудами французского инженера Анри Дарси (1803-1858) в середине XIX ве-
ка. В то время А. Дарси был мэром города Дижон (Франция) и создавал первую совершенную
систему водоснабжения. А. Дарси экспериментально установил линейную зависимость скорости
фильтрации воды через песчаный фильтр от разности напоров воды на входе и выходе фильтра и
сформулировал закон, получивший его имя. В дальнейшем Дарси занимался экспериментальным
изучением движения воды через песчаные фильтры (см. рис. 1). Результаты опытов и установ-
ленный им основной закон фильтрации были опубликованы в 1856 г. Дарси пропускал воду через
набитые песком трубки под действием разности уровней и измерял расход жидкости Q, то есть
ее количество, протекающее через трубку в единицу времени. Оказывается, что расход пропор-
ционален разности уровней ∆H и площади сечения S и обратно пропорционален ее длине.

 

Рис. 1. Схема опыта А. Дарси
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В современной трактовке закон Дарси представляется в следующем виде:

Q = k
S∆H

L
. (1)

Если повторить опыт Дарси с жидкостями различной плотности ρ и вязкости µ, то можно убе-
диться, что расход пропорционален плотности жидкости и обратно пропорционален ее вязкости.
Поэтому формула (1) примет вид

Q =
kρgS∆H

µL
, (2)

где k – коэффициент пропорциональности, являющийся характеристикой пористой среды и не
зависящий от размеров образца и свойств жидкости, g – ускорение силы тяжести. Эта характе-
ристика называется проницаемостью пористой среды, а формула (2) представляет собой совре-
менную запись закона Дарси в простейшей форме.

Теоретическое обоснование опытного закона Дарси было выполнено в 1848 и 1863 гг. дру-
гим французским ученым, Ж. Дюпюи (1804-1866), который получил формулу для определения
объемного расхода (дебита) скважин.

Q =
2πkh

µ

(p0 − pскв)

ln (r0/rскв)
, (3)

где rскв – радиус скважины, pскв – давление в скважине.
Эта формула является важнейшей в гидрогеологии и нефтяном деле. В частности, по ней

подсчитывается, каков будет дебит скважины – ее производительность при данном перепаде
давления (p0 − pскв).

Во второй половине XIX века появился ряд работ, оказавших большое влияние на после-
дующее развитие гидромеханики. В 1881 г. профессор Казанского университета И.С. Громека
(1851-1889) опубликовал работу “Некоторые случаи движения несжимаемой жидкости”, в которой
предложил новую форму уравнений движения жидкости, удобную для получения энергетических
зависимостей. Им же впервые было проведено теоретическое исследование нестационарного дви-
жения жидкости в капиллярах, он также заложил основы теории винтовых потоков и потоков с
поперечной циркуляцией.

До начала ХХ века развитие подземной гидромеханики было связано, главным образом, с ре-
шением задач движения грунтовых вод. Австрийский ученый Ф. Форхгеймер (1852-1933) впервые
применил методы теории потенциала для решения ряда фильтрационных задач. Существенный
вклад в развитие представлений о структуре порового пространства и влиянии свойств пористой
среды на движение в ней флюидов внес Ч. Слихтер (1864-1946). Он предложил фиктивную и
идеальную модели пористой среды, исследовал такие важные фильтрационные характеристики
пористой среды, как проницаемость и пористость.

Знаменитый русский механик Н.Е. Жуковский (1847-1921) впервые сформулировал общие
задачи теории фильтрации, вывел дифференциальные уравнения движения и решил ряд кон-
кретных задач о притоке воды к скважине, разработал теорию гидравлического удара в водо-
проводных трубах, теорию движения наносов в реках.

До 1920 г. подземная гидромеханика развивалась как отрасль механики, изучающая течение
подземных вод.

В 1922 г. была опубликована монография советского ученого Н.Н. Павловского (1884-1937)
“Теория движения грунтовых вод под гидротехническими сооружениями и ее основные прило-
жения”. В этой работе были рассмотрены задачи подземной гидромеханики как краевые задачи
математической физики и указаны общие приемы их решения.

С ростом промышленной добычи нефти и газа, с увеличением глубин залегания вновь от-
крываемых нефтяных и газовых месторождений получило развитие новое направление теории
фильтрации – нефтегазовая подземная гидромеханика. Появление и развитие этого направления
были обусловлены необходимостью создания научных основ рациональной разработки нефтяных
и газовых месторождений.
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Особенность фильтрации нефти и газа в пласте состоит в том, что нефть и газ в природных
условиях представляют собой сплошные многокомпонентные системы, и приходится учитывать
влияние физико-механических процессов, проходящих при движении таких систем, на параметры
движения нефти и газа.

Первые фундаментальные теоретические и экспериментальные исследования в области неф-
тегазовой подземной гидромеханики были выполнены академиком Л.С. Лейбензоном (1879-1951).
Он вывел дифференциальные уравнения движения газа и газированной жидкости, сформулиро-
вал задачи вытеснения нефти водой, проанализировал существовавшие методы подсчета запасов
нефти и газа. Л.С. Лейбензоном в 1934 г. впервые был издан капитальный труд, в котором автор
обобщил все основные исследования, проведенные им и другими учеными в области подземной
гидромеханики.

Несколько позднее, в 1937 г., подобная работа была издана американским ученым М. Мас-
кетом. В трудах зарубежных исследователей Р. Коллинза, М. Маскета, С. Бакли, М. Леверетта,
Д. Катца, Р. Шилсюиза, У. Херста освещаются такие вопросы подземной гидромеханики, как
двухфазная фильтрация, приток упругой жидкости к скважине, гидродинамические расчеты
продвижения воды в пределы нефтяной или газовой залежи. А. Шейдеггер успешно применил
методы математической статистики при изучении структуры порового пространства и фильтра-
ции в нем флюидов.

Выдающийся советский ученый в области теории и практики разработки нефтяных место-
рождений и подземной гидродинамики профессор В.Н. Щелкачев (1907-2005) провел многолет-
ние промысловые исследования по изучению влияния сжимаемости нефти и нефтяного пласта
на течение жидкостей и газов и по учету взаимодействия нефтяных скважин. Созданная им
теория упругого режима работы нефтяного пласта позволила существенно дополнить исследо-
вания М. Маскета, Р. Шилсюиза и У. Херста и усовершенствовать методику гидродинамических
исследований пластов.

Особое место в промышленности занимают процессы, связанные с повышением степени извле-
чения нефти из недр. Это и нагнетание в нефтяные залежи агентов, смешивающихся с нефтью,
и термическое воздействие на нефтяной пласт, и закачка различных растворов.

При этом система дифференциальных уравнений движения флюидов дополняется уравнени-
ями термодинамики, диффузии, конвективного перемешивания, адсорбции и десорбции и т.д.

Решению названных проблем теории фильтрации посвящены труды отечественных ученых
Г.И. Баренблатта, К.С. Басниева, Ю.П. Желтова, Б.Б. Лапука, А.Х. Мирзаджанзаде, В.Н. Ни-
колаевского, Г.Б. Пыхачева и др.

В настоящее время разрабатываются сложные вопросы движения в залежах неоднородной
многокомпонентной жидкости. Изучается движение жидкости и газа в неоднородных по составу
пластах, так же развиваются исследования в области течения жидкости с аномальными свой-
ствами, так называемые вязкопластической жидкости в пористой среде. Всё шире применяются
к решению задач подземной гидромеханики методы математического моделирования.

Предлагаемый исторический обзор составлен по литературе, предлагаемой магистрантам для
более подробного изучения после знакомства с таким обзором.
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Некоторые вопросы теории тригонометрических рядов в исследованиях Л. Эйлера

В.Д. Павлидис

Среди всех многочисленных исследований, посвященных рядам, в XVIII в. труды Л. Эйлера
занимают первое место по широте охвата материала и значимости полученных результатов.

Он рассмотрел бесконечные ряды со всех возможных, доступных тому времени точек зрения и
нашел значительное число частных и общих методов их исследования. Одни методы стали обще-
известны, другие – были забыты и впоследствии найдены независимо от него другими учеными.
Однако, несмотря на все разнообразие работ Л. Эйлера о рядах, необходимо отметить главное:
он установил связь теории рядов с разностным и интегральным исчислениями.

Одним из наиболее ярких примеров этого могут служить исследования Л. Эйлера, приведшие
его к определению коэффициентов тригонометрических рядов [1].

История возникновения интегральных формул коэффициентов тригонометрических рядов
показывает, что многие математики шли к ним двумя различными путями. Первый – от интер-
поляционных формул к точным, путем предельного перехода (Клеро, Лагранж), второй путь –
почленное интегрирование тригонометрического ряда (Даламбер). И только Л. Эйлер в своих ис-
следованиях тригонометрических рядов одинаково успешно и практически одновременно, о чем
свидетельствуют как его мемуары, так и неопубликованные заметки из записных книжек [2],
использовал оба подхода.
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Начав активное исследование тригонометрических рядов не позднее 1739 г. (зап. кн. №131
[2]), он несколько раз в течение жизни возвращался к этой проблематике.

Интегральные формулы для коэффициентов тригонометрических рядов были получены им
не позднее 1776 г. (зап. кн. №139, лл. 72, 75, 84 [2]). Однако применение тригонометрических рядов
для исследования интегралов (зап. кн. №138, лл. 156об-157 [2]) позволяет отодвинуть датировку
этого события в начало 70-х годов XVIII в.

Мемуар 1776 г. “Observationes generale circa series quarum termini secundum sinus vel cosinus
angulorum multiplorum progrediuntur” [3] положил начало публикациям результатов Л. Эйлера в
области тригонометрических рядов, которые были получены им в конце 60-х – начале 70-х гг.
XVIII в.

Этот мемуар содержит теорему: “Ряд A+B · cosϕ+ C · cos 2ϕ+ ...+B · sinϕ+C · sin 2ϕ+ ...
сходится если сходится ряд вида: A + Bx + Cx2 + Dx3 + ...”. На л. 156об зап. кн. №138 мы
видим применение этой теоремы к исследованию интегралов. Следовательно, данная теорема
была доказана Л. Эйлером около 1773 г.

Мемуары 1777 г. “Methodus facilis inveniend series per sinus cosinus angulorum multiplorum
procendes, quarum usus in universa theoria astronomia est amplissimus” [4] и “Disquisitio ulterior
super seriebus secundum multipla cuius dam anguli progredientibus” [5] посвящены соответственно
интерполяционному и интегральному методам определения коэффициентов тригонометрических
рядов.

Заметки на лл. 72,75 зап. кн. 139 иллюстрируют интерполяционный метод нахождения коэф-
фициентов, а записи на л. 84 зап. кн. №138 позволяют детально проследить получение Л. Эйлером
интегральных формул для коэффициентов тригонометрических рядов.

Таким образом, можно утверждать, что уже в начале 70-х годов XVIII в. тригонометриче-
ские ряды на равных правах со степенными являлись аппаратом аналитического изображения
функций и имели огромное прикладное значение.
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Проект реформы средней школы министра П.Н. Игнатьева и попытки реализации
его основных положений на практике

В.Д. Павлидис

Начавшаяся 1 сентября 1914 года Первая мировая война обнажила многочисленные противо-
речия в российском обществе. С одной стороны, высокий уровень развития науки, культуры, с
другой – безграмотность большинства населения страны. Необходимость реформы средней шко-
лы все больше осознавалась различными слоями общества. Повторялась ситуация, характерная
для развития российской истории, когда в наиболее ее критические периоды активизировалось
движение за реформирование системы образования, как это было, например, в 1904-1905 годах
во время войны с Японией. Можно также считать, что требования реформы обосновывались не
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только изменяющимися социально-экономическими условиями, но и требованием создания на-
циональной русской школы, бурным всплеском национализма, вызванного войной с Германией:
считалось, что и педагогика, и школа развиваются по немецкому образцу.

После смерти министра народного просвещения Л.А. Кассо на его место был назначен П.Н. Иг-
натьев. Общество, уставшее от жесткой политики Л.А. Кассо в школьном деле, связывало опре-
деленные надежды с назначением либерального министра, а государственная власть таким на-
значением пыталась смягчить сами воспоминания об эпохе Л.А. Кассо.

В советской историко-педагогической литературе П.Н. Игнатьеву давалась политико-идео-
логическая характеристика, по которой он был представителем “просвещенного абсолютизма”,
крупной промышленной буржуазии, примкнувший к беспартийно-прогрессивному блоку в Госу-
дарственной Думе. Иначе относились к новому министру современники, особо обращая внимание
на его принадлежность к другому ведомству, что делало его достаточно независимым от мини-
стерской косности, от следования устаревшим традициям.

Вступив на пост министра, П.Н. Игнатьев 20-23 февраля 1915 года собрал Совещание попе-
чителей учебных округов, на котором присутствовали также товарищ министра В.Т. Шевяков
и директора министерских департаментов. Среди рассматриваемых вопросов был вопрос о при-
влечении общественности к управлению школой, о взаимоотношении земств и школь.

Открывавший совещание П.Н. Игнатьев очень четко изложил свое педагогическое кредо:
“Несколько сухое, формальное отношение школы к запросам жизни и отсутствие необходимого
общения с местными силами и обывателями способствовало к постепенному разобщению школы
с обществом, которое при иных условиях могло бы с большим успехом помогать развитию школы
и производительных сил страны” [10]. Этим самым определив позицию министерства в вопросах
отношений с общественностью.

Признавая незыблемость принципа государственности в школе, министр вместе с тем вы-
сказал мнение, что “школа должна служить жизни и нуждам населения, для чего необходимо
деятелям и руководителям проникнуться психологией обывателя” [10]. То есть можно считать,
что политика министерства в будущем должна была ориентироваться на потребности общества.

В печати восторженно приняли заявление министра, но критике подверглась позиция попе-
чителей, которые еще держались за прежние порядки бывшего министерства.

Следующим шагом министра стало проведение 21-26 апреля 1915 года совещания по реформе
средней школы. П.Н. Игнатьев пригласил не только чиновников, но и представителей педаго-
гической науки – П.Ф. Каптерева, В.В. Половцева, С.И. Сазонова и ряда других, депутатов
Государственной Думы, общим числом свыше 40 человек.

На совещании обсуждались вопросы, решение которых должно было не только способствовать
устранению недостатков в работе школы, но и осуществлению преобразований в самой системе
общего средней образования в соответствии с требованиями времени.

В отношении характера и задач школы совещание обратило внимание, что в обществе еще
отсутствует осознание необходимости, которая воспитывала бы юношество в национальном духе
преимущественно через изучение русского языка и литературы, истории и географии.

Отмечалась также зависимость средней школы от высшей, что приводило к односторонности
и продолжительности среднего образования. Процесс обучения характеризовался многопредмет-
ностью, чрезмерностью и обширностью программ, переполнением их второстепенным материа-
лом, а также несогласованностью родственных программ между собой, что приводило к пере-
грузке школьников учебной работой.

Вызывало критику и сохранение формального отношения ко всему учебному процессу, к про-
верке и оценке знаний учащихся, следствием чего было игнорирование индивидуальных особен-
ностей учащихся и снижение их самостоятельности в овладении знаниями.

Большое место в обсуждении вопросов о будущем средней школы занял вопрос о ее цели
и задачах: имеет ли она самостоятельное значение или является только переходным этапом к
высшему образованию. В дискуссии по этому вопросу мнения традиционно разделились; сторон-
никам школы как подготовительной ступени к высшему образованию противостояли молодые
реформаторы. Так, депутат Государственной Думы И.С. Клюжев считал, что “пора освободить
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школу от давления высшей, пора дать общее законченное образование, чтобы дать государству
работников в которых оно нуждается и при том возможно скорее” [6, л. 38]. Задачей школы
должно быть, по его мнению, не интеллектуальное развитие, как считали некоторые директора
гимназий, а всестороннее развитие личности. Эту точку зрения поддержал В.В. Половцев, кото-
рый считал, что “средняя школа должна научить учиться и развивать работоспособность. Еще
одна задача средней школы – это сохранить в питомцах ее ту свежесть и интерес к науке, с ко-
торыми они вступают в школу... Средняя школа должна быть самодавлеющая” [6, л. 38]. Таким
образом, признание факта, что средняя школа должна быть независимой от высшей, дающей
законченное среднее образование, всесторонне воспитывающей личность учащегося, положило
как бы конец длительной дискуссии и явилось новым этапом в развитии средней школы.

При обсуждении вопроса о продолжительности курса обучения было решено остановиться на
сроке в 11 лет. Так как по экономическим причинам не все смогут закончить одиннадцатилет-
ний курс, было признано необходимым разбить школьное образование на 2 ступени. О создании
двух концентров в средней школе на совещании сделал доклад депутат Государственной Думы
И.В. Титов, поскольку у членов Думы был свой проект реформы школы. В младшем концентре
предлагалось давать знания, а во втором вырабатывать мировоззрение, если исходить из при-
вычных типов школ, то первому концентру соответствовало бы высшее начальное училище, а
второму – гимназия.

“В основу концентров должно быть положено единообразие и многообразие в частностях,” –
говорилось в докладе. Вместе с тем необходимо учитывать, что поскольку в старших классах у
юношества проявляются уже определенные склонности, обнаруживается желание включаться в
практическую деятельность, нужно вооружать учащихся известными специальными знаниями,
для чего должны быть предусмотрены свободные часы для лабораторных занятий с целью углуб-
ленного изучения отдельных наук и искусств [6, л. 41]. Тем самым утверждалась идея, которая
была высказана еще при министре П.С. Ванновском – это создание единой начальной школы и
полифуркация на различные направления в старших классах.

Крупнейший педагог-теоретик того времени П.Ф. Каптерев поддерживал идею концентров,
так как считал, что “воспитательный режим и преподавание детям и юношеству не может быть
одним и тем же. В современной школе идея бифуркации имеет место, так как сами учащие-
ся образуют группы различные по успехам и склонностям к занятиям” [9]. Однако противники
разделения общеобразовательной школы на концентры видели в этом нарушение последователь-
ности в образовании, аргументируя тем, что приход в высший концентр 14-16 летних подростков
создаст проблемы с дисциплиной. Решено было остановиться на замене концентров ступенями.

По вопросу бифуркации, а вернее полифуркации, все были единодушны. Так как основной
целью школы провозглашалось всестороннее развитие способностей личности, то средством до-
стижения этой цели являлась полифуркация. Если в проекте Н.П. Боголепова [11, с. 351, 362]
предусматривалось разделение старших классов средней школы на 2-3 ветви, то на совещании
признавалось, что при одном общем ядре может быть целый ряд разветвлений, а “выбор того или
иного разветвления имеет в виду согласованность с местными потребностями и запросами” [9].

Таким образом, в решении вопроса о разделении учебного курса нашла отражение точка
зрения, по выражению П.Ф. Каптерева, “которую отдельные педагоги и целые педагогические
общества развивали и твердили десятки лет, что существует не одна система общего образования,
а несколько и даже много, все они равноценны, потому что все способны дать общее образование
и развитие тем или иным группам личностей” [2, с. 2].

Особый интерес представляет обсуждение учебных предметов на которых должно быть ос-
новано общее образование. Несмотря на то, что классическая школа подвергалась постоянной
критике, на совещании было предложено включить и древние языки в число общеобразователь-
ных предметов. Член Государственного Совета Н.А. Зверев считал, что классическая школа “все-
гда будет исключением, она слишком серьезна, чтобы привлекать учащихся и, конечно, она не
заполнит Россию” [7, л. 69]. Неуспех же ее зависел, по его мнению, “от того, что к ней стали
предъявлять за последнее время несоответствующие ее задачам требования, от предубеждения
к этой школе семьи и от недостатка опытных преподавателей [7, л. 69].
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С возражениями против этой точки зрения выступили представители педагогической науки.
Так, В.В. Половцев считал, что при создании школы нужно исходить из изменений жизни за
последние 50 лет и учитывать ее развитие. Его поддержал в своем выступлении С.М. Сазонов:
“Необходимо считаться со складом нашей жизни, ее культурой и потому лучшим выходом из
создавшегося положения могут служить школы гуманитарная и реальная” [7, л. 69]. И.Н. Ша-
франовский ссылаясь на слова Д.И. Менделеева, который указывал на недостаток опытных ра-
ботников в мире промышленности, что со временем возникнут школы, которые должны дать
таких работников, говорил, что “...едва ли покойный профессор имел в виду классическую шко-
лу” [7, л. 71].

Разрабатывая проект новой школы, вопросы содержания образования, участники совещания
исходили из того, что целью обучения должно быть развитие наблюдательных способностей и
мышления, которое должно осуществляться в процессе изучения окружающего мира, конкретных
явлений в нем.

Депутат Государственной Думы И.В. Титов считал, что развивать мышление учащихся надо
при изучении таких предметов, как история, человековедение, родной язык, поскольку именно
на материале этих предметов у школьников вырабатываются умения анализировать и делать
выводы. Развитию у детей образного мышления должны способствовать занятия графическими
искусствами. Иностранный язык рассматривался им как средство получения знаний о культуре
других народов, а так же для практических целей. Таким образом, по мнению И.В. Титова,
изучение предметов гуманитарного цикла является фактически основой развития личности.

П.Ф. Каптерев подчеркивал, что наука развивает ум с помощью индуктивного и дедуктивного
методов. Он полагал, что “индуктивный метод необходим при изучении естественных наук, де-
дуктивный же применим к изучению наук математических. Но этих двух методов недостаточно,
нужно социальное развитие и для этого важно изучение родного языка, как органической связи
слова с мыслью [7, л. 71], то есть он предложил равноправное сочетание предметов естественно-
научного и гуманитарного цикла в учебных программах.

В ходе дискуссии, таким образом, и ранее высказывавшаяся мысль о сочетании изучения в
школе естественнонаучных и гуманитарных предметов, о единстве их обучающей и воспитываю-
щей функций получила свое дальнейшее развитие. П.Н. Игнатьев с такой постановкой вопроса
был полностью солидарен.

Особое внимание было уделено развитию инициативы на местах. Кроме создания попечи-
тельских советов сенатор М.Р. Завадский, например, предлагал устраивать учительские съезды,
педагогические общества для чтения докладов родителям, интересующимся учебным делом и
“сделать педагогическую среду доступной для родителей учащихся, чтобы они могли приходить
в учебные заведения как к себе в дом и даже могли присутствовать на экзаменах” [8, л. 91].
Естественно, что такая позиция министерства не могла не вызвать широкую поддержку в обще-
ственной и педагогической среде и участия родителей и учителей в деле реформирования школы.

Таким образом, можно считать, что на совещании 21-26 апреля 1915 г. была определена
стратегия преобразования средней школы. Приоритетным являлось направление приспособления
школы к потребностям общества и приближения ее к реальной жизни. Школа провозглашалась
единой, с полифуркацией в старших классах для учета различных интересов и способностей уча-
щихся. Содержание образования предлагалось строить на основе гармоничного сочетания пред-
метов естественного и гуманитарного циклов. Особое внимание уделялось воспитанию в процессе
обучения. Министерство в своей реформаторской деятельности опиралось на общественную ини-
циативу и педагогическую науку.

Для разработки программ учебных предметов были созданы комиссии по числу предметов –
12. К работе в них были привлечены ведущие педагоги, ученые, учителя-практики. Ни к одной
разработке проекта реформы школы не привлекалось такое количество представителей обществ,
организаций по различным сферам деятельности, которые решали с разных сторон одну задачу
– реформирования средней общеобразовательной школы.

Первые три класса были общими, обязательными для всех, в программу входили следую-
щие предметы: Закон Божий, русский язык, математика, история, география, естествоведение, с
практическими занятиями, рисование, пение, физические упражнения.



Павлидис В.Д. Проект реформы средней школы министра П.Н. Игнатьева и попытки реализации
его основных положений на практике 287

Из учебного плана [3, с. 5] видно, что первые три класса средней школы давали основы знаний
об окружающем мире, закладывали основы чтения, письма, счета. Введение в курс обучения
таких предметов, как физические упражнения и занятия ручным трудом было принципиально
новым для российской средней школы.

С 4 класса начиналась специализация по направлениям: 1) гуманитарно-классическое с ла-
тинским языком; 2) новогуманитарное без латинского языка и с преобладанием гуманитарных
предметов; 3) реальное с преобладанием естественных наук; 4) реальное с преобладанием мате-
матических наук [3, с. 6]. Подобная специализация не связывалась как с предоставлением приви-
легий оканчивающим школу при поступлении в высшие учебные заведения, так и с поступлением
на государственную службу. Специализация должна была готовить либо к поступлению в выс-
шее учебной заведение, либо к использованию полученных знаний и умений в соответствующей
практической деятельности.

Принятая идея полифуркации в старших классах средней школы несомненно была шагом
вперед по сравнению с предыдущими проектами реформирования среднего образования. В дан-
ном варианте сама структура старшего звена средней школы строилась с учетом как интересов и
способностей учащихся, так и с учетом потребностей общества. Был разработан и учебный план
единой школы по всем ранее названным направлениям.

Опубликование данного проекта учебного плана для обсуждения на местах вызвало новую
дискуссию о типах школы. Если учесть, что еще по-прежнему сохранялись гимназии с двумя
древними языками, то фактически должно было стать пять типов средней школы. При рассмот-
рении проекта учебного плана педагогами признавалось, что существование пяти типов средней
школы в таком обширном и сложном по составу населения и его культуре государстве, как Россия,
вполне возможно. Но даже и эти типы не в состоянии удовлетворить все потребности местных
условий, и поэтому следует поощрять развитие частных учебных заведений, которые эти условия
могут учитывать с большим успехом. Четыре предложенные министерством типа средней школы
должны быть основными, но не единственными.

Как видно из учебного плана [3, с. 5-6], распределение учебных часов в основном соответство-
вало назначению того или иного направления. Так, на гуманитарно-классическом направлении
на изучение латинского языка отводилось 23 часа, на новый язык – 15 часов. В традицион-
ной классической гимназии по уставу 1871 года, на изучение латинского было отведено 42 часа.
Само сохранение в учебных программах новой школы латинского языка обосновано необходи-
мостью, так как, по словам известного деятеля в области образования А.А. Мусина-Пушкина,
“классическая школа необходима и полезна для тех, которые желают в университете заниматься
филологией, историей, литературой и философией, вообще гуманитарными науками, для всех
тех, которые хотят получить солидное научное образование, но она является совершенно лишней
для массы, которой это образование не нужно” [4, с. 153-154].

На новогуманитарном отделении упор делался на изучение русского языка, истории и новых
языков. Специализация на реальном отделении шла за счет углубленного изучения естествен-
ных наук и математики. Необходимо отметить, что были общие для всех отделений предметы
- русский язык, русская история, география и природоведение, по которым учащиеся получали
основательные знания. Например, на русский язык количество отведенных часов практически
было одинаковым на всех отделениях, на математику отводилось от 24 часов на гуманитарно-
классическом до 34 часов на реально-математическом, на географию от 11 до 17 часов соответ-
ственно.

Введение в учебный план уроков по ознакомлению с памятниками искусства закрепляло уже
на государственном уровне ранее использовавшуюся практику школьных экскурсий для знаком-
ства с сокровищами человеческой культуры с целью эстетического развития учащихся.

В учебном плане для всех направлений на физические упражнения отводилось одинаковое
количество часов, так же как на музыку, пение, логику. Таким образом, эти новые предметы для
российской средней школы стали обязательными.

В ходе работы Комиссии были составлены примерные программы но всем предметам и опуб-
ликованы для обсуждения в “Материалах по реформе средней школы”. В основу разработки дан-
ных программ был положен принцип ориентации обучения на состав учащихся, их способности и
уровень развития. В связи с этим допускалось “повышение или понижение программных требо-
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ваний и представление права компетентной педагогической коллегии, стоящей близко к школе,
изменять в известных границах недельную таблицу уроков, переносить части программ по тому
или иному предмету из класса в класс, повышать или понижать требования по программам” [5,
л.73 об.].

Впервые в практике реформирования школы были приняты примерные программы. С одной
стороны, они содержали тот минимум знаний, который должны были получить учащиеся, а с
другой – позволяли проявлять инициативу учителям в выборе материала и приспосабливаться
к местным условиям и особенностям, иначе говоря “в министерстве программы предлагаются гг.
педагогам лишь для соображения, а не для буквального выполнения” [5, л. 74].

Программы преследовали общую цель – всестороннее развитие личности, обращалось внима-
ние не только на образовательные, но и на воспитательные ценности предметов, на эстетическую
и нравственную сторону изучаемого материала, “преподавание должно стремиться к тому, чтобы
развивать в учениках самостоятельность, привычку к труду, настойчивость в достижении цели,
воспитание здорового патриотизма”, – говорилось в сопроводительных материалах [5, л. 74].

Программе по каждому предмету предпосылалась объяснительная записка, в которой рас-
крывались цели и задачи изучения данного предмета. По сравнению с предыдущими програм-
мами гимназий и реальных училищ новые программы были более полными и педагогически
обоснованными.

Важное место в проекте реформы средней школы отводилось физике, что отражало успехи
естественных наук в целом. Цель изучения физики заключалась в ознакомлении учащихся с
явлениями природы путем точных методов.

В программу по физике входило природоведение. Цель его изучения в прежних программах
определялась просто, как “изучение самой природы, а не книг о природе”, а отсюда главное ме-
сто при его изучении отводилось наглядности. В новых программах изучение природоведения
заключалось не только в сообщении необходимых элементарных знаний, а в духовном воспита-
нии, которое “может содействовать упражнению и развитию органов высших чувств учащихся;
может обогатить их конкретными образами, каковые должны предшествовать общим понятиям
и отвлеченной работе мысли; может пробудить интерес к окружающему, содействовать развитию
наблюдательности и внимательности” [3, с. 289].

Характерной чертой, объединяющей программы по различным предметам, являлась их на-
правленность на развитие самостоятельности и самодеятельности учащихся. В этом отражалась
основная тенденция в развитии школы: от простого накопления знаний к самостоятельному твор-
честву, к развитию интереса в отыскании причины явлений, нахождению средств для достиже-
ния поставленных целей [1, с. 21]. Поэтому в программах рекомендовалось использовать методы
и средства обучения, которые имели бы своей задачей “поощрение самостоятельного наблюдения
и самостоятельной разработки предлагаемого ученикам материала” [12, с. 198].

Помимо программ был разработан и новый проект “Положения о гимназиях Министерства на-
родного просвещения”, статьи 1 и 4 которого устанавливают самостоятельность и законченность
семилетнего среднего образования, а в статьях 3 и 5 определялись различные типы средних учеб-
ных заведений и допускалось, что они могут быть семилетними и четырехлетними, мужскими,
женскими и смешанными. Таким образом, в этих статьях уже закладывались основы единой
средней школы, признавалась преемственность между ней и высшими начальными училищами.
В статье 6 разрешалось открытие специальных дополнительных классов, которые давали подго-
товку к практической деятельности для тех, кто не хотел или не имел возможности продолжить
дальнейшее обучение в высших учебных заведениях.

Таким образом, можно сказать, что деятельность Министерства народного просвещения встре-
тила поддержку на местах. К сожалению, в высших кругах работа П.Н. Игнатьева восприни-
малась иначе: со стороны правых партий он подвергся острой критике за якобы разрушение
учебного дела.

Усугубляла положение Мировая война, многие школы на оккупированных территориях пре-
кратили своё существование, здания школ отдавались под госпитали, нарушался ход учебно-
воспитательного процесса. Ко всему этому добавлялся политический кризис в стране, который
отвлекал внимание общества от проблем школы. В итоге 27 декабря 1916 г. П.Н. Игнатьев был
уволен с поста министра, с его уходом все надежды на проведение реформы школы рухнули. Как
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деятель просвещения он заслуживает, несомненно, положительной оценки. Именно при нем столь
желаемая реформа школы стала понемногу воплощаться в жизнь, бурную деятельность развер-
нули общественные, педагогические организации, усилилась взаимосвязь педагогической теории
и школьной практики. Проект средней школы, разработанный при П.Н. Игнатьеве, представлял
собой удачное сочетание гуманитарного и реального образования.

В проекте реформы средней общеобразовательной школы нашли отражение не только педа-
гогические взгляды данного периода, но и были выдвинуты перспективные идеи, например, кон-
центрическая система обучения; школа, построенная на принципе индивидуализации обучения и
воспитания; направленность обучения на самостоятельную и творческую деятельность учащих-
ся и др. Происходившие изменения во взглядах на содержание среднего образования привели к
увеличению доли естественных предметов в учебных планах, введению новых предметов, таких
как физическое воспитание, ручной труд, музыка. При разработке новых типов школы прини-
мались во внимание индивидуальные и возрастные особенности детей, их склонности, это нашло
отражение особенно в проекте П.Н. Игнатьева, который отстаивал идею многопрофильности об-
разования в зависимости от потребностей и интересов учащихся.

Реализация новых целей и задач школы в положениях реформы П.Н. Игнатьева предполагала
использование новых форм и методов обучения, направленных на развитие у учащихся самосто-
ятельного творческого мышления, воспитания научно-критического отношения к полученным
знаниям.

Особенности исторического развития повлияли на реализацию проектов реформы на прак-
тике. К сожалению, лишь отдельные положения смогли быть воплощены в школьной жизни, все
остальные разработки остались на бумаге вследствие военных действий и Февральской револю-
ции 1917 г.

Изучение богатейшего материала по истории реформирования средней общеобразователь-
ной школы, по деятельности Министерства народного просвещения позволяет не только понять
смысл предлагавшихся реформ, но и использовать некоторые из их идей в ходе реформирования
современной школы.
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Знак и число Арифметики XVII века

Д.И. Пронин

Письменность отражает огромное количество различных граней прошлого, несет через века за-
кодированную по своим правилам информацию, что дает возможность полнее восстановить исто-
рическую картину. По ходу своего развития письменность изменяла методы записи информации
и, как следствие, графику. Характерной особенностью развития письменности как системы мож-
но назвать “специализацию” методов и графики, возникновение особого типа письма, что хорошо
наблюдается на примере нумерации.

Обозначение числа берет свое начало по крайней мере от времени верхнего палеолита (гра-
фические символы ритмического характера[1] и зарубки [2, 3]), т.е. не позже, чем в одно вре-
мя с предшественниками письма - наскальными рисунками. Дальнейшее развитие (вероятно,
от унарной нумерации) до аддитивной и позиционной было вызвано развитием общества, его
потребностями (в том числе хозяйственными и познавательными). Уже начиная со знаков зару-
бочного типа происходит первое качественное изменение: знаки объединяются в группы. Затем
объединение в группы приводит к возникновению знака-сокращения, обозначающего не единицу,
а определенное множество1 (например – выработка знака для 5 или 10 единиц).

С возникновением полноценной письменности для языка – будь то алфавитная, или морфе-
мно-силлабическая, или иного типа, знаки для чисел остаются особой письменной категорией.
В определенной группе случаев можно наблюдать влияние письма (языкового) на нумерацию,
проникновение нумерации в письменность для языка. Такое влияние и проникновение харак-
терно для алфавитных и акрофонических нумераций, в которых запись чисел основывается на
употреблении знаков языкового письма особым способом.

В кириллическом славянском (позднее – русском) письме числовая система получила осо-
бое, разнонаправленное развитие. С одной стороны, не позднее XII в. начала формироваться
группа обозначений для больших (от 10000) чисел, по-видимому, не имеющая аналогов (круго-
образные и “соседствующие” знаки тьмы, легиона, леодра, ворона, колоды и других) [6, с. 86]; с
другой стороны, правила алфавитной нумерации, унаследованные от греческой ионийской систе-
мы, дополнились к XVII веку применением двойных тысячных знаков [7]. К тому же возникшая
группа обозначений больших чисел имела разное значение в разных системах счета, называемых
с разными прилагательными “числом” или “счетом” (“меньший счет” [8], “другой численный” [8],
“великое число” [9-16], “другое великое” [9-16], “иное некое величайшее” [8]). Особым фенофеном,
требующим изучения, является знаки числового характера, основанные на “еры”.

Одними из источников, содержащих описанные выше варианты кириллической нумерации,
являются рукописные арифметики, называемые также цифирными счетными мудростями (ЦСМ).
В настоящей работе по материалам арифметик XVII в., хранимых в отделе рукописей Россий-
ской национальной библиотеки, и известных в историографии данных рассматриваются числовые
знаки, основанные на “еры”.

Числовые знаки на базе “еры”, известны в историографии начиная с публикаций А.Х. Во-
стокова в 1842 г. [17, с. 353] и Общества любителей древней письменности (ОЛДП) в 1879 г. [18]
Востоков впервые опубликовал один из замечательных знаков “еры” (см. далее фотокопию и опи-
сание под №1); впоследствии он упомянался в работах Е.Ф. Карского [19, с. 226], А.О. Филиппова
[20], И.И. Чистякова [21] и многих других публикациях. В историографии устойчиво встречаются
ошибочное воспроизведение графики и толкование этого знака в значении 1049 [20-22], однако это
не соответствует действительности: Р.А. Симонов в 1977 году опубликовал фотокопию цифрового
алфавита [6, с. 89], в составе которого находится этот знак, и рассмотрел вопрос об идейности
этого знака2. Из контекста упомянутого цифрового алфавита видно, что знак имеет значение
108, а не 1049: тьма имеет значение 10000, следовательно знак, подписанный “еры тма темъ”, если
толковать его в числовом значении3, равен 100 миллионам.

1Весьма вероятно, что такие архаичные черты содержит деревянная счетная бирка второй половины
X в., найденная в Новгороде: значение пиктограммы в виде “бантика” продублировано 80-ю зарубуками.
См. подробнее в работах Р.К. Ковалева [4] и Р.А. Симонова [5].

2Р.А. Симонов обращался еще раз к вопросу об идейности на основе новых данных в работе [23].
3См. далее описания знаков с еры.
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Вероятно, ошибочное толкование идет из некорректной интерпретации Филипповым [24] ги-
потезы В.В. Бобынина [25, с. 45-46]. Бобынин, обнаружив в одной из рукописей в статье о великом
числе выражение “И боле сего несть человеческому уму разумевати”, которое “относится к еди-
нице 13-го разряда, тогда как в следующей далее “границе” (таблице) единиц последовательных
разрядов последним из них оказывается 48-й разряд” [25, с. 45-46], сделал предположение, что
это – результат пропуска, допущенного переписчиком, поскольку “в рук. Румянцевского музея,
описанной Востоковым под №12, это выражение отнесено, наприм., к единице 49-го разряда” [25,
с. 46]; и высказал еще одно предположение, что в таком случае знак еры, который “означает еди-
ницу 13-го разряда” [25, с. 46], является “символом единицы 49-го разряда” [25, с. 46]. Отметим,
что Бобынин верно определил значения разрядов, описал разницу между значениями таких на-
званий, как тьма, легион, леодр и др. в разных системах, но расплывчато указал источник знака
еры №2 (“в тех же рукописях”), видимо имея ввиду уже упомянутые арифметические рукописи,
среди которых Q.IX.43 Императорской публичной библиотеки в издании Общества любителей
древней письменности [18] действительно содержит такой знак.

Рис. 1. Знаки №1 и №2 по изданиям ОЛДП [18] – 1; Бобынин [25] – 2; Филиппов: [24] – 3, 5, [26]
– 4; Карский [19] – 6; Востоков: [28] – 7, [17] – 8

Филиппов, ссылаясь на Бобынина пишет: “В.В. Бобынин полагает, что символ Ы, который по
буквальному смыслу текста рукописи №12 обозначает единицу 13-го разряда (леодр леодров) в
действительности есть символ 49-го разряда” [24]. Здесь закрались две ошибки: 1) единица 13-го
разряда здесь дается не в той системе, которую описывал Бобынин 2) ссылка на рукопись 12
неверна, так как её текст в описании Востокова [17, с. 14-15] не содержит знака еры. И хотя в
таблице, приводимой в статье Филиппова [26], значение знакам еры №1 и №2 не дается, в дальней-
ших публикациях (н-р, Чистяков [21], и даже сам Филиппов [20]) знаку №1 нередко приписывали
равенство 1049.

Что касается ошибок при воспроизведении, то они обусловлены, очевидно, типографскими
трудностями1 и, возможно, идут от другой публикации Востокова, 1863 года [28]. Еще одно (по-
видимому, искаженное, а не связанное с наличием другой рукописи) воспроизведение прослежи-
вается в грамматиках церковно-славянского языка (Гаманович [22] и другие).

Рис. 2. Знак №1 (?) Гаманович [22]

Упомянутый выше второй знак еры введен в оборот в 1879 ОЛДП – издан автографически, т.е.
списком. Третий знак открыт и описан Р.А. Симоновым в составе ЦСМ в 1992 г. [29] В рукописных
арифметиках автором настоящей работы обнаружены еще 7 знаков, представленные ниже вкупе с
фотокопией знака ОЛДП. Таким образом, на настоящий момент известны следующие 10 знаков2:

1Примечательно, что при издании Учения (1136) древнерусского ученого XII в. Кирика Новгородца
(1110 – не ранее 1156/1158) исследователи сталкивались с такой же проблемой [27].

2Нумерация знаков согласно порядку открытия и введения в научный оборот.
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1. РГБ ф.256 №249 л. 258/259 

Летописец русский  (с краткими выписками 

из разных рукописей Новгородской 

Софийской библиотеки), 1-я четв. XIX в. 

Форма: еры с крестиком над знаком, 

четырьмя чертами снизу и справа и 

тремя слева. 

Значение: тьма тем = 10
8
. 

Расположение в тексте: после  цифрового 

алфавита, озаглавленного «исчисление 

летомъ»; «Ы еры тма темъ». 

2. РНБ ф.550 Q.IX.43 л.4 об. 

Арифметика, XVII в. 

Форма: еры, сплошная 

окружность, зубчатая окр. (косые 

черты-зигзаги), спл. окр.; все 

обычными чернилами. 

Значение: тьма тем = 10
12

. 

Расположение в тексте: восьмая строка 

ЦСМ; «а тьма тем то пишеца сице Ы. И боле 

сего несть члвческому уму разумевати». 

 
3. РГБ ф.178 №932 л.2 

Арифметика, XVII в. 

Форма: еры, спл. окр., точечная окр., спл. 

окр. 

Значение: тьма тем = 10
12

. 

Расположение в тексте: восьмая строка 

ЦСМ; «а тма тем то пишутся сице Ы. И 

боле сего несть человеческому уму 

разумети». 

4. РНБ ф.550 Q.IX.10 л.3 об. 

Арифметика, кон. XVII в. 

Форма: еры, спл. окр., точечн. окр. 

(15 точек), спл. окр.; еры и точечн. 

окр. киноварные, спл. окр-ти 

обычными чернилами. 

Значение: тьма тем = 10
12

. 

Расположение в тексте: восьмая строка 

ЦСМ; «а тма тем то пишу сице Ы. И боле 

сего нести члвчскому уму разумевати». 

 5. РНБ ф.550 Q.IX.14 л.10 

Арифметика (с торговой книгой и росписью 

русским и немецким товарам), XVII в. 

Форма: еры, точечн. окр.(12 

точек), спл. окр.; спл. окр. 

киноварью,  еры и точечн. окр. 

обычными чернилами. 

Значение: тьма тем = 10
12

. 

Расположение в тексте: восьмая строка 

ЦСМ; «а тма темъ то пишется сице Ы. И 

боле сего несть члческому уму 

разумевати». 

6. РНБ ф.550 Q.IX.64 л.23 об. 

Арифметика, XVII в. 

Форма: еры, спл. окр., точечн. 

окр.(16 точек), спл. окр.; всё 

обычными чернилами. 

Значение: тьма тем = 10
12

. 

Расположение в тексте: восьмая строка 

ЦСМ; «а тма тем пишутся сице Ы. И боле 

сего несть числа члвческому уму 

разумевати». 

 7. РНБ ф.550 Q.IX.3 л.4 

Сборник, кон. XVII в. 

Форма: еры, спл. окр., точечн. 

окр.(12 точек), спл. окр.; всё 

киноварью, кроме еры. 

Значение: тьма тем = 10
12

. 

Расположение в тексте: восьмая строка 

ЦСМ; «а тма темъ то пишутся сице .Ы. А 

боле сего числа несть члческому уму 

разумевати». 

8. РНБ ф.550 Q.IX.13 л.5 об. 

Сборник, кон. XVII в. - нач. XVIII в. 

Форма: еры, спл. окр., точечн. 

окр.(12 точек), спл. окр., крестик-

сноска вверху слева; всё 

обычными чернилами. 

Значение: тьма тем, легионъ = 10
12

. 

Расположение в тексте: восьмая строка 

ЦСМ; «а тма темъ то есть легионъ 

1000000000000, или пишутся сице /крестик-

сноска над сице; на левом поле — еры со 

сноской/, а легионъ легионовъ, то есть 

леодръ 10000000000000000000000000, и 

боле сего числа нести члческому уму 

разумевати». 

 9. РНБ ф.905 Q.410 л.6 об. 

Арифметика, XVII в. 

Форма: еры, спл. окр., лучистая окр. (22 

линии), спл. окр.; всё 

киноварью, кроме еры. 

Значение: тьма тем = 10
12

. 

Расположение в тексте: восьмая 

строка ЦСМ; «а тма тем то есть пишеца 

сице Ы. И боле сего несть члвеческому уму 

разумевати». 

 

10. РНБ ф.588 №1664 л.33 

Арифметика 1691 г. 

Форма: еры, спл. окр., точечн. окр.(13 

точек), спл. окр.; еры и точечн. 

окр. киноварные, остальное 

обычными чернилами. 

Значение: тьма тем = 10
12

. 

Расположение в тексте: шестая статься ЦСМ 

особой редакции, соответствует восьмой 

строке типичной ЦСМ; «а тма темъ пишутъ 

сице Ы. иглъ боле сего несть возможно 

человеческому уму разумевати». 

 

Примечание к таблице. Важным материалом является обнаруженный в рукописи со знаком
еры №10 текст, расположенный сразу после упомянутой шестой статьи. Текст этот озаглавлен
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как седьмая строка и повествует о “двух окружениях” (окружностях) шестой строки и содержит
пояснение знаку на базе еры. Об окружностях говорится: “малый круг [есть] тма, а великий
[есть] тма тем”. О знаке с еры сообщает следующие сведения: 1) знак еры в азбуке не имеет
цифрового значения (“безчисленное”, “в числе не числится”); 2) тма тем – некое неопределенно
большое число (в философском смысле), т.е. в одном из значений – число, больше которого “не
числити” 3) между окружностями 13 точек, 4) тма тем в “величайшем счете” может называться
“милионом” или легеоном (“иным еще величайшим счетом может тма тем нарещися милион, или
пославенороссийски легеон”) 5) из примера записи и комментария к ней далее в тексте следует,
что такой легеон (или “милион”) равен 1012.

Среди 10 известных автору знаков, описанных и представленных фотографически выше, на-
блюдается следующая строгая закономерность: буква еры – основа знака, значение знака – тма
тем (в двух случаях тма тем равно легиону; единожды – “милиону”), обрамление буквы еры
особыми знаками. Большая часть (9 из 10) в однотипных круговых, среди которых 6 практиче-
ски идентичны (№№3, 4, 6, 7, 8, 10), 1 близок по типу (отсутствие первой окружности: №5), 2
особых отличий (№№2, 9). Количество точек колеблется от 12 до 16. Уточняя типологию, можно
отметить цвета чернил: киноварь и обычные чернила употребляются в разных сочетаниях, устой-
чивое оформление выделить не удается. Как видно из датировок, знаки встречаются в списках,
датированных от XVII до 1-й четверти XIX века. Упомянутые 9 знаков (№№2-10) обнаружены в
цифирных счетных мудростях; они встречаются в восьмой “строке” (для №10 – шестая “строка”),
содержащей “великое число”, и имеют значение 1012.

Единственный полностью уникальный случай – знак №1 из цифрового алфавита выписок
Новгородской софийской библиотеки: 108 по контексту. Следует учесть, что если взять значение
тьмы для этого знака по великому счету (знак во всех остальных случаях встречается именно
в статье о великом счете), то значение и этого знака станет равным 1012. Фраза “тьма тем” -
единая для всех случаев, но её числовое значение зависит от контекста – нахождения в системе
“великого” (1012) или “меньшего” (108) счета.

Само по себе обозначение “еры” выбивается из общей системы больших чисел “неприменимо-
стью”, неясностью назначения. Данных, которые могут прояснить ситуацию пока немного.

1. Практике словесных сокращений в древнерусских рукописях известны случаи связанные
числовыми названиями (“р. рицею”=сторицею [6]; “тьма” в виде аза в сплошной окружности=мрак,
темнота [6]; “тьма тем” в виде еры в окружности и рядом расположенного аза также в окружно-
сти=очень много [30]). Интересен вопрос их появления – в этих случаях писцом не преследовалась
цель “шифровки”, скрытия смысла текста. Это говорит о том, что такие сокращения были понят-
ны достаточно широкому кругу грамотных людей. Тогда следует искать практический смысл,
вполне возможно, первоначально (по природе) математического обозначения тьма тем.

2. Е.Ф. Карский отметил интересный случай: “В одной кормчей XIII в. Рум. Муз. №230 (л.63-
63б) замечательно употребление Ъ вм. S=6: подобает же ведати яко семын сборъ быс в лет
S.С.Ч.Ъ (6296 г.), в чем, быть может, следует видеть неумелую замену посредством Ъ югосла-
вянского Z” [19, с. 223]. Маловероятно, но не является ли в данном случае употребление “еры”,
которое не имеет числового значения в алфавите, аналогичной “неумелой заменой”, как выразил-
ся Карский?

3. Текст арифметики со знаком №10 открывает новые данные. В рукописи отмечено, что еры в
азбуке “безчисленное”, а знак на его базе, называемый “тма тем” имеет два смысла: неисчислимо
много и равное “милиону” или легеону (в контексте рукописи 1012). Любопытным замечанием
является то, что “малый круг [есть] тма, а великий [есть] тма тем”.

Такие сведения несколько проясняют ситуацию: еры, изначально лишенное числового значе-
ния (по азбуке), употребляясь с двумя окружностями (одна означает – “тьма”, со второй – “тьма
тем”), могло означать неисчислимое множество или, согласно фразе “тьма тем” в той или иной
системе, 108 или 1012. Само употребление еры в знаке с малой долей вероятности могло возник-
нуть из-за описки или из-за семиотики буквы: еры не использовалось в цифровом алфавите, было
“свободно”, к тому же на конце многих слов обозначало множественное число. Если последнее
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верно, то и словесное сокращение “еры в окружности – аз в окружности” интерпретируется как
“тмЫ (мн. ч. тем) тмА (ед. ч. тем)”. Графика имеет общие элементы: 90% знаков с окружностями,
100% имеют точечно-линейное обрамление.

Числовые знаки на базе “еры” – еще один штрих к теме естественнонаучных представле-
ний Древней Руси. Загадки, задающие числовые обозначения, свидетельствуют об уникальных
явлениях отечественной культуры, восприятии наследия соседних культур и самобытном интел-
лектуальном творчестве.
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Вениамин Федорович Каган: “Дойти до самой сути. . . ”

И.Э. Рикун

Во всем мне хочется дойти
До самой сути.

В работе, в поисках пути,
В сердечной смуте.

До сущности протекших дней,
До их причины,

До оснований, до корней,
До сердцевины. . .

Вениамин Федорович (Беньямин Фалькович) Каган родился 25 февраля (9 марта) 1869 г. в
г. Шавли Ковенской губернии (ныне г. Шауляй, Литва). Отец был “мелким служащим счетного
дела” (это формулировка самого Кагана) [1], мать вела домашнее хозяйство. Семья испытывала
материальные затруднения и в 1871 г. переселилась в г. Екатеринослав (ныне г. Днепропетровск),
где жили родственники.
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В 1879 г. Каган поступил в гимназию. Этим он обязан своей матери, которая стремилась дать
образование ему и его старшей сестре Марии и привила им любовь к литературе. Как пишет сам
Каган в своем “Жизнеописании”, он “в очень раннем возрасте (около 15 лет) был предоставлен
собственным силам” [2]. В 1887 г. он окончил гимназию с золотой медалью и поступил на ма-
тематическое отделение физико-математического факультета Новороссийского университета. В
1889 г. Каган был исключен из университета за участие в студенческих беспорядках. Поводом
послужила смерть Н.Г. Чернышевского. 21 октября 150 студентов, по примеру студентов Пе-
тербурга, Москвы и Варшавы, собрались в Преображенском соборе, чтобы отслужить панихиду
по писателю, но были разогнаны полицией. Тогда студенты отправили в Саратов венок на его
могилу. 13 человек были исключены из университета по распоряжению министра народного про-
свещения, еще 27 – по распоряжению правления университета. 30 человек из числа исключенных,
в том числе и Кагана, выслали из Одессы.

Каган был выслан в Екатеринослав под надзор полиции и лишен права поступления в другое
высшее заведение. Один из его университетских педагогов посоветовал ему подать прошение на
имя министра народного просвещения с просьбой принять обратно в университет и обещанием
подчиняться всем университетским правилам. “Вениамин Федорович не принял совета, “необходи-
мого” ему и его товарищам, – свою последующую жизнь он не посвятил “исключительно научным
занятиям” и в любой жизненной ситуации оставался верен своему общественному долгу” [3].

Несмотря на материальные трудности, Каган самостоятельно изучал предметы университет-
ского курса и в 1892 г. получил разрешение сдать экстерном экзамен за курс физико-математи-
ческого факультета при Киевском университете. Экзамен состоял из трех письменных и четырех
устных испытаний по математике, механике, астрономии и химии. Только по двум последним
предметам он получил оценку “удовлетворительно”, по всем остальным – “весьма удовлетвори-
тельно” [4]. Председателем комиссии был Н.Я. Сонин. Кроме того, Каган представил работу “О
возможностях решения электростатической задачи” и получил диплом 1-й степени.

В 1894 г. Каган переехал в Петербург, познакомился с выдающимися представителями пе-
тербургской математической школы А.А. Марковым, А.И. Коркиным и др. 8 марта, 15 ноября
1896 г., 31 января 1897 г. [5] выдержал экзамены на звание магистра чистой математики.

Успехи Кагана побудили А.А. Маркова и К.А. Поссе возбудить ходатайство о назначении его
приват-доцентом Петербургского университета. Однако министр просвещения отклонил личное
ходатайство этих виднейших математиков по причине еврейского происхождения В.Ф. Кагана [6].
Тогда такое же ходатайство возбудил физико-математический факультет Новороссийского уни-
верситета. В мае 1897 г. Каган прочитал на факультете две пробные лекции: “Об иррациональных
числах” (по собственному выбору) и “О разложении функций в тригонометрические ряды” (по
предложению факультета). В сентябре того же года ходатайство удовлетворили, и Каган был
принят в число приват-доцентов университета по кафедре чистой математики.

Начался одесский период жизни Кагана. “Научная среда, в которую вошел Вениамин Федоро-
вич в Одессе, оказалась весьма благоприятной для его научных интересов. Вопросы обоснования
математических наук, тогда только начинавшие занимать русских математиков, были предме-
том специальных интересов группы одесских математиков, во главе которых стоял профессор
И.В. Слешинский. Позже (в 1903 г.) к этой группе ученых примкнул С.О. Шатуновский, яркое
критическое дарование которого нашло широкое применение в сфере логического анализа основ
математики и, в частности, геометрии, - эти вопросы уже стали центральными и в научной де-
ятельности В.Ф. Кагана. В этот период закладываются основы глубокой дружбы двух ученых,
разных по возрасту и темпераменту, но связанных единством научного мировоззрения, – друж-
бы, которая благотворно повлияла на формирование каждого из них и прошла через всю их
жизнь” [7].

Каган завершает начатый еще в юности цикл работ по разработке геометрического наследия
Н.И. Лобачевского и выпускает свою первую книгу “Очерк геометрической системы Лобачевско-
го” (1900). Затем он приступает к решению задачи логического обоснования геометрии. В 1905 г.
вышел первый том магистерской диссертации “Оснований геометрии”, в котором он предложил
собственное аксиоматическое построение евклидовой геометрии на базе понятия “расстояние”. Это
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метрическое построение дает возможность получить полный перечень определений и постулатов,
достаточных для строго логического, не использующего геометрическую интуицию, построения
евклидовой геометрии. Впервые свои идеи Каган высказал на XI съезде естествоиспытателей и
врачей (Санкт-Петербург, 20-30 дек. 1901 г.), прочитав доклад “Система посылок, определяющих
евклидову геометрию”.

В 1907 г. вышел второй том, посвященный историческому очерку развития учения об осно-
ваниях геометрии. В 1907 г. оба тома “Оснований геометрии” были защищены в Новороссийском
университете в качестве магистерской диссертации (оппоненты И.В. Слешинский, В.А. Циммер-
ман).

Научная деятельность Кагана всегда была тесно связана в преподаванием. “Уже с 1897 г.,
с самого начала преподавательской деятельности Вениамина Федоровича, определились основ-
ные черты его лекций: негромкая, внутренне взволнованная речь, перемежающаяся паузами, в
течение которых лектор, кажется, не столько обдумывает следующую фразу, сколько мысленно
возвращается к общему плану своего изложения, снова и снова проверяя его значимость для
аудитории; стремление сделать выпуклым самый замысел теории (“замысел” – любимое слово
Вениамина Федоровича, которым он часто пользовался и в устной речи, и в печатных работах),
и наряду с этим любовное изложение тщательно подготовленной сложной выкладки, приводящей
к архитектурно стройной формуле – глубокому следствию исходных посылок” [8].

С 1897 г. по 1920 г. Каган читал в Новороссийском университете следующие курсы: высшая
алгебра (включал в себя спецкурс “Теория определителей”), теория обыкновенных дифференци-
альных уравнений, теория чисел, интегральные уравнения, теория функций комплексного пе-
ременного, избранные вопросы механики, спецкурс по применению анализа бесконечно малых
в геометрии. Каган первым в России начал читать курсы геометрии Лобачевского и оснований
геометрии.

Читаем далее в “Жизнеописании”: “Однако, положение приват-доцента не давало мне никаких
средств к существованию, и я посвящал очень много времени преподаванию в средних учебных
заведениях (еврейских). Положение улучшилось только после революции 1905 г., когда я был
приглашен к преподаванию в Одесских высших женских курсах; так как это было частное учебное
заведение, то, несмотря на еврейское происхождение, я состоял там на положении профессора,
позже даже декана факультета” [9].

Каган входил в группу преподавателей университета, которые сумели добиться организации
ОВЖК. Еще в 70-е годы XIX в. поднимался вопрос о создании таких курсов в Одессе, однако
осуществить это не удалось. В 1903 г. “при женской гимназии Е.С. Пашковской было разрешено
открыть, в виде опыта на шесть лет, педагогические женские курсы. . . С четвертого года су-
ществования Педагогические курсы разрешено было преобразовать в Высшие женские курсы, с
четырехгодичными программами по университетскому образцу. . . ” [10].

В 1906-1909 гг. Каган был секретарем физико-математического факультета ОВЖК, в 1917-
1919 гг. – деканом. Кроме того, он был членом хозяйственной комиссии ОВЖК [11]. Читал кур-
систкам целый ряд математических дисциплин, в частности основания геометрии (спецкурс),
первый в Одессе курс теоретической арифметики, теоретическую механику, теоретическую фи-
зику (спецкурс). Самым известным математиком, закончившим ОВЖК, была С.А. Яновская.

В 1900 г. Каган начал преподавать в Коммерческом училище Е. Файга арифметику и тригоно-
метрию. С 1903 г. он преподавал на вечерних курсах для взрослых, учрежденных М.М. Иглицким
и И.Р. Рапопортом; затем в училище второго разряда, открытом Иглицким, и, наконец, с 1905
по 1917 гг. – в гимназии Иглицкого (с 1912 г. – Рапопорта), где был также инспектором.

Пост инспектора гимназии требовал огромных физических, умственных и душевных сил. Уче-
ник Кагана, А.М. Лопшиц, вспоминает: “Благожелательное внимание, которое он щедро уделял
своим воспитанникам, мудрые советы, которые они от него получали, непрестанное научное об-
щение не только в области математики, но и физики, с теми, кто имел к ним интерес, – все это
создавало в “гимназии Вениамина Федоровича” совершенно исключительную атмосферу” [12].
Еще один ученик Кагана, физик Л. Тумерман, пишет: “Подлинной душой гимназии, человеком,
определившим и уровень образования в ней, и весь дух нашего воспитания, был инспектор гим-
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назии профессор Вениамин Федорович Каган. Это был не только один из крупнейших русских
математиков и выдающийся педагог, но и человек необычайно широкого научного и философ-
ского кругозора, глубокого мышления” [13].

О В.Ф. Кагане упоминает и И.М. Яглом, говоря о его ученике, Я.С. Дубнове: “Уже в гимна-
зии, на уроках математики были заложены основы той долголетней дружбы учителя и ученика,
которая прошла через всю жизнь Якова Семеновича и в значительной степени определила вы-
бор им своей научной специальности. И тогда же, на вдохновенных уроках В.Ф. Кагана, молодой
Дубнов усвоил те педагогические принципы, борьбе за реализацию которых он отдал много лет
своей жизни” [14].

С 1901 г. Каган возглавлял Общество взаимного вспомоществования учителей-евреев. В 1902 г.
в Москве состоялся съезд представителей обществ об улучшении быта учителей и учительских
обществ взаимопомощи. Делегатами на съезд были избраны Каган и Иглицкий [15]. В 1916 г.
обществу исполнилось 50 лет, и в публикации, посвященной юбилею, отмечалось, что за годы
председательства Кагана “увеличилось число членов общества, выросли капиталы, основана чи-
тальня, выработан новый устав” [16]. Общество сыграло большую роль в повышении профессио-
нального уровня учителей и улучшении их материального положения. Каган был также членом-
сотрудником Одесского отделения Общества распространения просвещения между евреями Рос-
сии.

Репутация Кагана как педагога, последовательно выступавшего за реформу преподавания
математики в средней школе, была весьма высока. 6-11 апреля 1908 г. в Риме состоялся IV Меж-
дународный конгресс математиков, на котором было принято решение об организации Между-
народной комиссии по математическому образованию (МКМО). В 1909 г. комиссия была созда-
на, в её состав от России вошли Н.Я. Сонин, Б.М. Коялович и К.В. Фохт. Академик Н.Я. Со-
нин обратился к физико-математическим факультетам университетов, к другим учреждениям и
отдельным лицам, компетентным в вопросах постановки преподавания математики в России с
просьбой содействовать организации русской подкомиссии МКМО. Среди этих лиц был и Каган,
перу которого принадлежит отчет (хотя и не подписанный) о первом совещании подкомиссии,
состоявшемся 21 ноября 1909 г. [17].

Члены подкомиссии распределили между собой доклады, которые в сумме должны были
дать картину постановки преподавания математики в различных русских учебных заведениях и
ознакомить с новыми течениями в этом вопросе. Каган предложил следующую тему: “Одесские
высшие женские курсы; подготовка преподавателей”. Однако в процессе подготовки к I Все-
российскому съезду преподавателей математики тема приобрела более общий характер. Съезд
состоялся в Петербурге во время рождественских каникул с 27 декабря 1911 г. по 3 января 1912 г.
Каган был членом организационного комитета, а также товарищем председателя. Его доклад “О
подготовлении учителей математики для средних учебных заведений” был посвящен реформе
школьной математики: истории вопроса, реформе программ, учебных планов, методов, содержа-
ния, духа и целей обучения был одобрен участниками съезда. Известный педагог В.Р. Мрочек
назвал стиль изложения мастерским [18]. Наиболее содержательным этот доклад был назван и
через сорок лет после его прочтения [19]. На съезде Каган прочитал и научный доклад “О преоб-
разовании многогранников”, который Мрочек охарактеризовал следующим образом: “В.Ф. Каган
блестяще изложил два положения: первое – что вопросы “элементарной” геометрии далеко не
элементарны, и второе – что интуитивное представление о совмещении равновеликих многогран-
ников неверно в общем, как это показали работы Гильберта, Дена и самого докладчика” [20].

В статье “Соображения относительно постановки дела подготовления учителей математики в
средних учебных заведениях” [21] Каган написал, что считает необходимым открыть специаль-
ные педагогические учебные заведения и ввести в цикл университетских математических кур-
сов такие предметы, как основания арифметики и геометрии, что дало бы возможность связать
среднюю и высшую школы. Как мы видели, Каган претворил свои идеи в жизнь: курс оснований
геометрии он читал в университете и на ОВЖК, курс теоретической арифметики – на ОВЖК.
Это была одна из многочисленных статей Кагана, напечатанных в ВОФЭМ, который был первым
и лучшим в России регулярным научно-популярным журналом по математике и физике. Еще бу-
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дучи гимназистом, он посылал в журнал решения печатавшихся там задач, в последнем классе
гимназии опубликовал на его страницах свою первую научную статью “Об обратных фигурах”
[22]. В 1902 г. Каган вошел в состав редакции; через два года стал его редактором и руководил им
вплоть до закрытия в 1917 г. ВОФЭМ печатался в типографии М.Ф. Шпенцера. Общение с ним,
знакомство с издательским делом навели Кагана на мысль о создании научного издательства.
Сам Каган в своей автобиографии пишет, что, несмотря на напряженную преподавательскую
деятельность, “материальное положение было очень трудное, особенно вследствие тяжелой бо-
лезни моей первой жены и дочери. Это заставило меня приобщиться к издательской работе; с
1905 г. состоял председателем научной комиссии издательства “Матезис”. Научная продукция
этого издания получила известность и признание” [23].

Огромный объем работы, которой, как пишет сам Каган в письме Л.А. Тарасевичу от 6 октяб-
ря 1913 г., “у меня всегда было столько, что хватило бы на трех” [24], приходилось выполнять в
очень сложных не только личных, но и социально-политических условиях. Университет сотряса-
ли почти непрерывные студенческие волнения, происходившие сначала в годы демократического
подъема революции 1905 г., затем – в годы реакции. В 1907 г. были исключены из службы, а
в 1909 г. осуждены ректор И.М. Занчевский и проректор Е.В. Васьковский, обвиненные в по-
творствовании студенческому движению в годы первой русской революции. Ректором в 1907 г.
был избран, а фактически назначен С.В. Левашов, входивший в правление Союза русского на-
рода. В 1913 г. ректором стал Д.П. Кишенский. Предоставим слово самому Кагану: “Что Вам
написать о наших делах? Как Вы знаете, ректором у нас состоит Кишенский, избранный почти
сплошь левыми против правых. Я должен сказать, что он внес в Университет много успокоения.
Но ведь Университета фактически почти не существует. Что касается остальных сторон одес-
ской и вообще русской жизни, то это одна беспредельная печаль. Бывает, иногда очнешься и
думаешь, неужели это не кошмар, а настоящая действительность, и говоришь себе в ответ, что
действительностью будет и осуждение Бейлиса” [25].

Каждое лето, начиная с 1904 г., Каган, в связи с болезнью жены Елены Ефимовны, и млад-
шей дочери, проводил за границей. В 1914 г., из-за начавшейся Первой мировой войны, семье
с трудом удалось вернуться в Одессу. В университетском личном деле Кагана, хранящемся в
Государственном архиве Одесской области, есть его заявление ректору, датированное 1916 г.: “На
случай эвакуации из Одессы нужны будут 6 мест: для себя, для жены, для её сестры, для дочерей
Надежды и Лидии и их бонны. На случай отъезда мы направимся в г. Саратов” [26]. (Возможно,
Саратов был выбран из-за того, что туда эвакуировался университет Св. Владимира). К счастью,
эвакуироваться не пришлось.

24 июля 1917 г. было издано распоряжение Временного правительства об учреждении должно-
сти штатного доцента. На тот момент, на физико-математическом факультете университета в ка-
честве приват-доцентов (должность внештатная, без оклада) преподавали В.Ф. Каган, С.О. Ша-
туновский, Д.А. Крыжановский, А.Д. Агура, Н.С. Васильев, Д.Д. Хмыров и А.Р. Орбинский.
2 октября состоялось заседание факультета, на котором каждый кандидат был представлен од-
ним из профессоров. Кагана представлял И.Ю. Тимченко, Шатуновского – Е.Л. Буницкий. Все
кандидаты были избраны и представлены для утверждения в Совет университета. На заседании
Совета 18 октября Каган и Шатуновский были забаллотированы. На это последовал протест,
представленный в факультет и подписанный В.А. Циммерманом, И.Ю. Тимченко и Е.Л. Бу-
ницким: “Физико-математический факультет, согласно представлению нашему, избрал на долж-
ность доцентов по кафедре чистой математики приват-доцентов нашего университета В.Ф. Ка-
гана, С.О. Шатуновского, А.Д. Агура и Д.А. Крыжановского. Между тем Совет Университета
в последнем заседании своем, баллотировкой утвердил избрание лишь двух доцентов, а именно
А.Д. Агура и Д.А. Крыжановского. Таким решением Совета, по нашему мнению, совершена не
только тяжкая несправедливость по отношению к двум старейшим и наиболее заслуженным со-
трудникам нашим в деле преподавания чистой математики, достойным людям и выдающимся
ученым, но и внесено расстройство в само дело преподавания. . .

Факультет, в силу соображений академического характера, должен будет поручать ведение
наиболее ответственной части преподавания частным преподавателям – приват-доцентам, в обход
штатных преподавателей.
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Сопоставление этого с забаллотированием в том же заседании Совета приват-доцента Барда-
ха, опытного преподавателя и известного ученого, служит для нас неопровержимым доказатель-
ством того, что большинство Совета руководилось при этом мотивами, ничего общего не име-
ющими с академическими интересами нашего Университета. Находя, что такое решение Совета
является актом несправедливости по отношению к трем почтенным, заслуженным и талантливым
ученым, нашим многолетним сотрудникам, и наносит тяжкий удар спокойному и правильному
течению академической жизни, мы предлагаем Факультету, присоединившись к нашему мнению,
внести в Совет протест на решение его, приведшее в неутверждению на должность В.Ф. Ка-
гана, С.О. Шатуновского и Я.Ю. Бардаха, от имени Факультета для препровождения с отзы-
вами специалистов Академии наук и в другие высшие учебные заведения” [27]. В заседании от
20 октября факультет заслушал этот протест, большинством в двадцать голосов против одно-
го присоединился к нему и постановил подать его в Совет. Однако исполняющий обязанности
ректора А.П. Доброклонский протест отклонил, мотивируя это тем, что он “содержит в себе об-
суждение и призывает Совет к обсуждению предполагаемых мотивов закрытой баллотировки,
но, как закрытая, она по существу своему не допускает обсуждения с этой стороны” [28]. Причины
неутверждения Кагана кроются не только в его национальности, о чем достаточно определенно
говорится в протесте, но и в его демократических взглядах. В 1905-1907 гг. он был представи-
телем Союза младших преподавателей в Совете университета, в 1911 г. обвинил администрацию
университета в коррупции.

О своей деятельности в последний одесский период (1917-1922) Каган пишет: “С начала Ве-
ликой Октябрьской революции я стал близко к революционному движению. Одесса переходила
из рук в руки; я находился в постоянном общении с руководителями советской власти (из руко-
водящих работников того времени с В.П. Потемкиным, ныне Народным комиссаром Просвеще-
ния). С организацией Советской власти твердо и безоговорочно стал на советскую работу. Я был
назначен профессором университета, руководителем научного Бюро Губотдела Народного Обра-
зования и заведующим Научным отделом Губиздата. В 1920-1921 гг. состоял членом Одесского
Горсовета” [29].

Внесем некоторые дополнения и уточнения. Что значит: “Стал близко к революционному
движению”? Вступил в партию большевиков? Отнюдь. В 1917 г. С.Я. Дубнов писал в дневнике:
“Одесская национальная демократическая партия, в создании которой принимал участие про-
фессор Каган, восприняла мою идеологию”. Как известно, идеология Дубнова основывалась на
еврейской национальной идее – национальной автономии и национальном самоуправлении” [30].
Конечно, упоминать об этом в советское время не следовало. До конца своих дней Каган оставал-
ся беспартийным. Власть в Одессе, действительно, неоднократно менялась. В январе 1918 г. была
установлена Советская власть, с марта по декабрь город оккупировали австро-немецкие войска.
Занятия в университете в весеннем семестре окончились досрочно, в осеннем фактически не на-
чались [31]. В декабре в Одессе высадились войска Антанты, с апреля по август 1919 г. в городе
опять были Советы. Был создан Совет комиссаров высших учебных заведений (СКВУЗ), кото-
рый начал коренную перестройку высшей школы Одессы. Однако перед самым началом занятий
в университете город был захвачен войсками А.И. Деникина. На заседании от 26 августа 1919 г.
Совет университета постановил: “Все изменения, происшедшие во время господства большеви-
ков, отпадают. Факультеты в законном составе, в каком они были до 4 апреля, пересматривают
свои, касающиеся новых назначений, переводов и увольнений, постановления, сделанные за ука-
занное время и передают их в Совет для утверждения, насколько они по уставу нуждаются в
таковом” [32]. Деникин был избран почетным членом Университета, он же утвердил “Временное
расписание должностей и окладов содержания служащих в высших учебных заведениях” [33].

Занятия фактически не велись, в январе 1920 г. готовилась эвакуация университета [34], в де-
кабре 1919 г. и январе 1920 г. целый ряд профессоров эмигрировали. В официальных документах
они значились как “командированные с научной целью за границу” [35].

В третий раз Советская власть установилась в Одессе 7 февраля 1920 г. Зима 1919-1920 гг.
выдалась необыкновенно холодной, условия жизни были тяжелыми. “Работа со студентами но-
сила в этот период особый характер. Почти все они не имели возможности посещать занятия в
дневное время – оно уходило на работу в многочисленных учреждениях города, в которых испод-
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воль налаживалась бытовая, культурная и общественная жизнь. В вечернее же время аудитории
университета не всегда получали электрическое освещение – не хватало топлива для электро-
станции. Однако зимой 1919-1920 гг. Вениамин Федорович регулярно, один раз в неделю, читал
курс “Теоретическая механика в векторном изложении” – вероятно, первый такой курс в на-
шей стране. Слушатели запасливо приносили с собой коротко напиленные бревнышки, которыми
топили “буржуйку” – маленькую железную печку, – и не раз бывало, что только красноватые
отсветы её огня освещали векторные формулы, написанные Вениамином Федоровичем на доске.

После лекции все слушатели (их было не так уж много) провожали Вениамина Федоровича
домой по темным улицам города в отдаленный приморский район” [36]. Следует отметить, что
официально занятия в высших учебных заведениях Одессы начались только 22 марта [37].

Летом 1920 г. началась реформа высшей школы Украины. Вместо ликвидированных универ-
ситетов были созданы институты народного образования (ИНО). В состав комиссии, которой
было поручено создание Одесского ИНО, вошел Каган. Кроме того, на базе университета был
создан и Физико-математический институт (ликвидирован через год). Каган есть и в списках
преподавателей Физматина (профессор) [38] (читал теорию определителей, делимость чисел и
др. курсы) и в списках преподавателей ИНО (профессор) [39], где он преподавал на математи-
ческом отделении факультета профессионального образования. Заведовал там первой в Одессе
кафедрой геометрии, читал также высшую алгебру. В 1921-1922 учебном году Каган, первым в
России, прочитал спецкурс по общей теории относительности. “Вместе со студентами этот курс
слушали и хорошо теперь известные ученые, будущие академики Л.И. Мандельштам, Н.Д. Па-
палекси, И.Е. Тамм, А.Н. Фрумкин” [40]. Интерес к теории относительности возник у Кагана
еще в 1905 г. “Кажущаяся парадоксальность новых физических воззрений, которая сопутство-
вала первым шагам специальной теории относительности, побуждала Вениамина Федоровича
продумать логические основы новой физической концепции. Общий план работы и основные
результаты были намечены Вениамином Федоровичем довольно скоро, но интенсивная педаго-
гическая и общественная деятельность. . . и разразившаяся в 1914 г. империалистическая война
помешали ему завершить работу” [41]. Каган вернулся к ней уже после революции. В 1920 г.
была напечатана книга “Геометрические основания исчисления времени”, подводящая итоги ис-
следований. Однако весь тираж сгорел во время пожара в типографии. Вполне возможно, что
книга должна была выйти в издательстве “Матезис”. Единственная книга “Матезиса”, изданная
в 1920 г., – это лекции А.Я. Орлова “Теоретическая астрономия”. На обложке и титульном листе
есть марка издательства, на второй странице обложки читаем: “Печатание настоящего сочинения
было начато издательством “Матезис” в 1919 г. и окончено Научной секцией Одесского отделения
Всеукраинского государственного издательства”. Именно эта, возглавляемая Каганом секция из-
давала в 1921 г. “Журнал чистого и прикладного знания” (вышло всего два выпуска). Одним из
редакторов отдела физико-математических наук был Каган. Журнал получил высокую оценку
С.Н. Бернштейна [42]. Интересно, что возможность печататься в этих журналах была одной из
причин переезда Н.Г. Чеботарева из Киева в Одессу: “. . .Меня прельщала перспектива печатания
в журналах, которые в то время издавались в Одессе, в Киеве же журналы не выходили. Я вспо-
минаю свою фразу в беседе с одесским профессором В.Ф. Каганом, случайно приехавшим в Киев:
“Подумайте, мне еще ни разу не удалось напечататься. . . ” [43]. Первые публикации Чеботарева
появились именно в этих журналах.

В 1922 г. Госиздат Украины издал книгу Кагана “Основания теории определителей” – первое
подробное изложение этой теории, опубликованное на русском языке.

Каган принимал также самое активное участие в создании советской средней школы, вместе
с Шатуновским входил в состав предметной комиссии по математике [44].

В 2012 г. были опубликованыны воспоминания Л.Я. Ландесман-Беленькой [45], которая дру-
жила с Лидией Вениаминовной Каган, и в период с 1914 по 1922 гг. часто бывала у Каганов в
гостях. В эти годы семья жила на улице Черноморской, дом 20, кв. 1. По сравнению с преды-
дущим местом проживания – ул. Княжеская, 6, совсем рядом с университетом, это тогда был
отдаленный район. Выбор квартиры был обусловлен, возможно, тем, что за углом, в Стурдзов-
ском переулке, находилась типография М.Ф. Шпенцера, а напротив нее жил А.Р. Орбинский.
На дверях квартиры, за которой закрепилось название “кагановская”, была прибита табличка
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“Редакция журнала “Вестник опытной физики и элементарной математики”. “Прибита она была
намертво. После отъезда Каганов в Москву нам не удалось её снять. Она еще долго висела на
наших дверях (Ландесманы переехали в квартиру Каганов), напоминая о прежних хозяевах. И
еще долго в “кагановскую” квартиру приходили большие конверты и бандероли, адресованные
редакции журнала” [46].

Ландесман-Беленькая вспоминает, что квартира, как магнит, притягивала к себе людей. “За
чайным столом у них встречались и беседовали различные во многих отношениях люди. Вот за-
помнившиеся мне имена: бывший священник, высокообразованный теолог, профессор церковно-
го права А.И. Покровский; музыкант, чех по национальности, дирижер оперного театра маэстро
Иосиф Прибик; профессор анатомии и тонкий рисовальщик Лысенков; выдающийся пушкинист и
литературовед, позднее академик, М.П. Алексеев; известный физик профессор Папалекси; выда-
ющийся химик академик А.Н. Фрумкин; сотрудники редакции “Вестника” профессора Орбинский
и Тимченко” [47]. Далее она упоминает химика А.С. Комаровского, историка И.А. Хмельницко-
го, невролога И.С. Мильмана. Вспоминает она и о горячих политических спорах, беседах на
научные и литературные темы. “Пока в кабинете Вениамина Федоровича говорили и спорили об
Эйнштейне и о последних работах по высшей математике, рядом, на большой террасе, выходив-
шей в парк и обвитой синими гроздьями благоухающей глицинии, молодежь слушала в авторском
исполнении лирические стихи Веры Михайловны Инбер. . .

То были годы неустроенной, тяжелой, подчас голодной жизни в условиях революции. Не
хватало топлива, продовольствия, плохо было с водой. Трудно было Каганам и их друзьям, но
побеждали молодость и оптимизм. Они не унывали и даже подтрунивали над трудностями. . . Об
одном из профессоров математики, Ю.Г. Рабиновиче – друге Вениамина Федоровича и частом
его госте, кто-то сочинил такие “незабываемые” строки:

Он окна клеит в кабинете,
А теорем полны глаза.
Он носит воду на рассвете
И пилит с Каганом дрова” [48].
В 1922 г. Каган, как уже упоминалось ранее, получил предложение от О.Ю.Шмидта воз-

главить научный отдел Государственного издательства. Он переезжает в Москву, “избирается
профессором Московского университета и становится действительным членом Научно-исследо-
вательского института математики и механики Московского университета – так начался новый
тридцатилетний период его научной, педагогической и общественной деятельности в Москве,
явившейся естественным продолжением его замечательной деятельности в Одессе” [49].

Кагану нелегко было расстаться с Одессой, с друзьями, коллегами, учениками. Однако за-
вязываются новые связи, появляются новые друзья и ученики, есть и “одесские” ученики –
Я.С. Дубнов, А.М. Лопшиц, Г.М. Шапиро, “старые” друзья – Л.И. Мандельштам, Н.Д. Папа-
лекси, А.Н. Фрумкин. “Новый московский дом Вениамина Федоровича на Полянке становится
местом оживленных встреч людей разных поколений, разных общественных положений, разных
интересов. Рядом с Вениамином Федоровичем они встречают в этом доме его жену, преданного
друга и помощницу во всех делах, Марию Соломоновну, на которой он женился в 1920 г. после
смерти своей первой жены” [50]. Мария Соломоновна Каган (1881-1962) первым браком была
замужем за И.Л. Левинтовым. В “Жизнеописании” Кагана читаем: “Моя жена, М.С. Каган, дочь
учителя, в молодые годы была преподавательницей средней школы” [51]. Была она и помощницей
секретаря физико-математического факультета ОВЖК [52]. Далее Каган пишет: “В последние
годы вела значительную общественную работу при университете и при Областном Комитете ра-
ботников высшей школы в качестве председательницы совета жен в МГУ” [53].

Для учеников Кагана “была привлекательной и атмосфера оживления и молодого веселья,
которая создавалась дочерьми Вениамина Федоровича от первого брака, Надей и Лидой, и Та-
сей, дочерью Марии Соломоновны” [54]. Надежда Вениаминовна Каган (1900-1938) – биохимик,
иммунолог, кандидат медицинских наук, трагически погибла, разрабатывая методы вакцинации
против весенне-летнего энцефалита [55]. Лидия Вениаминовна Каган (1905-1966) – филолог. Эр-
нестина (Тася) Иосифовна Левинтова (1903-?) [56] – испанист, кандидат филологических наук.
И.Л. Левинтов был приверженцем махизма и назвал дочь в честь Эрнста Маха с разрешения
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самого Маха. Пасынок Кагана, Иосиф (Жозя) Иосифович Левинтов (1916-2001) [57], – физик,
доктор физико-математических наук.

В Москве возможности Кагана для продвижения своих научных идей были значительно ши-
ре, чем в Одессе. Он читал впервые в МГУ курсы геометрии Лобачевского и оснований геомет-
рии, тензорного исчисления и римановой геометрии, тензорной дифференциальной геометрии.
Курс “Тензорное исчисление и риманова геометрия”, являвшийся продолжением прочитанного
в Одессе курса “Теория относительности”, посещали не только математики, но и молодые тогда
физики М.А. Леонтович и А.А. Андронов (Андронов вел подробный конспект, который назвал
“каганиада”). В 1927 г. прочитал на Первом всероссийском математическом съезде (Москва) до-
клад “Геометрические идеи Римана и их современное развитие”, в котором дал историческую
перспективу развития римановой геометрии. В 1929 г. Каган был утвержден в ученом звании
“профессор” по кафедре “прикладная математика”. В том же году Кагану было присвоено зва-
ние заслуженного деятеля науки. Одним из инициаторов выдвижения кандидатуры Кагана был
О.Ю. Шмидт. В благодарственном письме от 26 июня 1929 г. Каган пишет: “Хотя сложившиеся у
нас с Вами в продолжительной совместной работе отношения вряд ли нуждаются в формальном
и письменном выражении моих чувств, я имею все же потребность в этом случае выразить Вам
свою искреннюю благодарность, выразить радость по поводу того, что среди продолжительной
многообразной совместной работы, часто чреватой поводами к осложнениям и раздражениям,
наши добрые отношения, служебные и товарищеские, крепнут и упрочиваются. Позвольте выра-
зить надежду, что будут крепнуть и углубляться также результаты нашей совместной работы в
сложном деле культурного строительства Советского Союза” [58].

В 1934 г. Каган создал в МГУ кафедру дифференциальной геометрии, которую возглавлял
до 1952 г. До 1932 г. преподавал также во Втором МГУ (впоследствии МГПИ им. В.И. Ленина,
ныне – Московский педагогический государственный университет), организовал там кафедру
высшей математики. В 1934 г. получил степень доктора физико-математических наук без защиты
диссертации.

В 1927 г. Каган организовал в МГУ Семинар по векторному и тензорному анализу, которым
руководил до конца своей жизни. По инициативе ученого в 1933 г. стали выходить “Труды семи-
нара” (выходят по сей день). Каган был организатором и председателем Первой международной
конференции по тензорной дифференциальной геометрии и её приложениям, которая состоя-
лась в 1934 г. в Москве. В ней участвовали многие видные математики, в том числе Э. Картан,
В. Бляшке, И.А. Схоутен, А.Н. Колмогоров.

В довоенные годы Каган несколько раз выезжал для чтения курсов и руководства аспиран-
тами в Днепропетровский университет.

Каган до 1930 г. заведовал научным отделом Госиздата и ушел оттуда, скорее всего, не по
своей воле. В том году вышло постановление “О работе Госиздата РСФСР и об объединении изда-
тельского дела”, в соответствии с которым Госиздат слили с еще 27 издательствами, было образо-
вано Объединение государственных книжно-журнальных издательств РСФСР (ОГИЗ). Начиная
с “шахтинского дела” (1928), в СССР шли судебные процессы над “вредителями”. Коснулись ре-
прессии и издательского дела. Был арестован и приговорен к высылке заведующий издательским
отделом ОГИЗа А.С. Лизаревич, который, как уже упоминалось в главе об М.М. Иглицком, был
приглашен на эту работу Каганом. Был арестован еще целый ряд работников ОГИЗа, в том
числе и Каган. По воспоминаниям С.Ф. Добкина, родственника А.С. Лизаревича, “он [Каган]
тоже был приговорен к высылке из Москвы. . . И вот двое его учеников – один из них профессор
Ландсберг . . . – поехали к Молотову, который был тогда председателем СНК. В то время еще
такие люди могли пробиться к председателю СНК, поговорили с ним как следует, и в резуль-
тате в отношении Вениамина Федоровича приговор не был приведен в исполнение. . . ” [59]. На
судьбу Кагана повлияло, по-видимому, не только обращение его учеников к Молотову, но и пись-
мо группы научных работников на имя А.Я. Вышинского в защиту ученого. Письмо подписали
Л.И. Мандельштам, А.Н. Фрумкин, Г.Б. Гуревич, Г.С. Ландсберг, Я.С. Дубнов, А.М. Лопшиц,
И.Н. Бронштейн, Г.М. Шапиро, М.Г. Шестопал, П.К. Рашевский. Полный текст приведен в книге
Е.С. Иглицкого, процитируем лишь один отрывок: “Ту степень уверенности в невиновности Ве-
ниамина Федоровича, какая сложилась у каждого из нас, можно сравнить только с уверенностью
человека в том, что сделано или не сделано им самим” [60].
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Косвенным свидетельством обвинений, предъявленных Кагану, может служить запись в днев-
нике В.И. Вернадского от 14 марта 1931 г.: “Недопущение печатания. . . моего “Жив[ого] вещ[ества].
Коган [Вернадский упорно называет Кагана Коганом] говорил, что он пропустил, не познакомив-
шись с моими взглядами” [61]. Как раз тогда Вернадского обвинили в идеализме и витализме [62].
Об издании “Живого вещества” Вернадский говорил с Каганом еще в 1928 г., и тот сразу предпо-
ложил, что могут возникнуть идеологические затруднения. Вернадский пишет: “Он не верит, что
ученый может стоять вне философ[ской] системы в своей работе. . . Коган считает, что пропаган-
да диалектического материализма – одна из основных задач Государственного издательства. Он
так шел, когда стоял во главе Mathesis в Одессе” [63].

В дневнике Вернадского есть еще одна запись о Кагане от 28 декабря 1939 г.: “Во главе изда-
тельства [имеется в виду Госиздат] тогда стоял профессор Коган, математик, хороший геометр
и видный организатор в Одессе крупнейшего до революции издательства. . . несомненно, умный
человек, не партийный. Потом, я помню, он был недоволен, что согласился печатать “Живое
вещество”. . . Резкий филосемит – окруживший себя евреями и глубоко чувствовавший их ум-
ственную силу. Говорят, это резко сказывалось в его профессорской деятельности” [64].

В 1936 г. МГУ и Московское математическое общество ходатайствовали о включении Кагана в
состав советской делегации на Х Международный математический конгресс [65], который должен
был состояться в Осло. Кагана в состав делегации не включили. Впрочем, никого из советских
математиков в Осло не выпустили. Возможная причина – там тогда жил Л.Д. Троцкий.

Арест не помешал Кагану позже стать депутатом Моссовета (1934-1939), получить орден
Трудового Красного Знамени (1939) и Сталинскую премию 2-й степени (1943).

В октябре 1941 г. МГУ был эвакуирован в Ашхабад, однако Каган эвакуировался в Тамбов и
начал преподавать в педагогическом институте. Он читал старшекурсникам дифференциальную
геометрию и основания геометрии, а для преподавателей и аспирантов вел семинар по тензорному
анализу [66]. В начале лета 1943 г. МГУ вернулся в Москву, вернулся туда и Каган. В 1946 г.
Каган был награжден медалью “За доблестный труд в Великой Отечественной войне”.

В 1949 г. в МГУ было торжественно отмечено его 80-летие. Он продолжал работать, однако
в 1952 г. отказался от заведования кафедрой дифференциальной геометрии в связи с плохим
состоянием здоровья [67].

“В последние годы жизни Вениамин Федорович вернулся к педагогической задаче, которая
всегда привлекала его – написать учебное руководство-монографию по “Основаниям геометрии”.
Отдавая этой работе свои последние силы, вложив в нее более чем полувековой опыт работы
в любимой области, Вениамин Федорович сумел почти в полной мере осуществить свой давний
литературный замысел – первый том “Оснований геометрии” вышел в 1949 г.; второй том ав-
тор не успел закончить – книга вышла уже после его смерти, её подготовили к печати ученики
Вениамина Федоровича” [68].

В течение всей жизни Каган неутомимо пропагандировал идеи Лобачевского. Благодаря его
таланту организатора удалось опубликовать полное собрание сочинений выдающегося геометра;
в качестве главного редактора он написал также ряд вводных статей и комментариев.

Перу ученого принадлежат несколько вариантов биографии Лобачевского. Каган написал и
раздел “Математика” в изданной в 1909 г. многотомной “Истории России в XIX веке” [69]. Автор
рецензии, помещенной в “Журнале русского физико-химического общества” счел, что это скорее
“история математиков, чем история математики” и отметил: “Особенно хорошо очерчены у автора
личность и идеи нашего великого философа-геометра Лобачевского” [70]. В 1927 г. была напеча-
тана речь Кагана на торжественном заседании, посвященном празднованию столетия открытия
неевклидовой геометрии [71], в 1938 – статья о Лобачевском в БСЭ [72]. Статья о Лобачевском,
напечатанная в 1943 г. в “Вестнике АН СССР” [73], появилась в том же году отдельным изданием
[74], через пять лет было напечатано второе издание, дополненное и исправленное [75]. Особенно
следует отметить обширную биографию Лобачевского, опубликованную в 1944 г. [76] “Книга, на-
сыщенная историческими и биографическими материалами и математическими построениями,
книга, в которой нет ни одного лишнего слова, читается тем не менее как увлекательный роман”
[77]. В 1948 г. вышло второе издание, значительно дополненное [78]. В 1951 г. книга была издана
в Праге, в 1957 г. вышел в свет перевод её на английский язык [79]. В 1955 г. увидела свет книга
“Лобачевский и его геометрия”. Она была переведена на испанский язык и издана в Мексике в
1998 г. [80].

Умер Каган 8 мая 1853 г. Похоронен на Новодевичьем кладбище.
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Измерительный прибор, изображенный на фреске 1125 г. в Новгороде

Р.А. Симонов

В составе знаменитого “Учения им же ведати человеку числа всех лет”, написанного доместиком
собора Рождества Богородицы Антониева монастыря Кириком Новгородцем в 1136 г., представ-
лено пятеричное делении часа и его частей, отраженное в расчетах раздела “О дробных делениях
часа”1. Специальное исследоване В.П. Зубова показало, что эта система – исконно древнерусская,
нигде более (на Западе или Востоке) не встречающаяся2. Интерес исследователей к этому разде-
лу “Учения” Кирика не ослабевает3, и мнение о его древнерусском происхождении сохраняется.
Однако до сих пор остается непонятным, чем обусловлено деление именно на пять (а не два, три
и пр.), представленное в разделе “О дробных делениях часа”.

1Кирик Новгородец. Учение им же ведати человеку числа всех лет// Историко-математические иссле-
дования. М., 1953. Вып.6. С. 186-189.

2Зубов В.П. Кирик Новгородец и древнерусские деления часа// Историко-математические исследова-
ния. М., 1953. Вып.6. С. 196-212.

3Зверкина Г.А. Дробление времени у Кирика Новгородца// Вспомогательные исторические дисципли-
ны в современном научном знании: Материалы XXV Международной научной конференции. Москва, 31
января-2 февраля 2013 г./ М.: РГГУ, 2013. С. 316-318.
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Предметом настоящего исследования является фреска святого Флора того же собора с изоб-
ражением геометрического шаблона (модели) с пятеричным делением длины. Фреска входит в
состав группы Святых целителей: Иоанна, Кира, Флора и Лавра, изображеннных в 1125 г. в Рож-
дественском соборе около 10 лет до “Учения” Кирика. Она была вновь обнаружена в 1971 г., когда
бригада реставраторов под руководством Г.С. Батхеля расчистила фрески 1125 г., изображавшие
четырех святых, находящихся “на западных гранях обоих предалтарных столбов” храма Рожде-
ства Богородицы Антониева монастыря в Новгороде, которые “были полностью заштукатурены
и переписаны. Видимо, это произошло в XVII в.”1. Недавно (2009 г.) известный искусствовед
В.Д. Сарабьянов, популярно охарактеризовал росписи Рождественского собора и кратко описал
местоположение изображений четырех Святых целителей в храме и воспроизвел одно из них –
св. Флора (рис. 1). Однако в указанной публикации нет речи о геометрическом шаблоне, который
находится рядом с правой рукой св. Флора2 (рис. 2).

 

Рис. 1. Изображение св. Флора с шаблоном греческого фута (?). Фреска 1125 г. в Новгородском
Антониевом монастыре

1Гордиенко Э.А. Росписи 1125 г. в соборе Рождества Богородицы Антониева монастыря в Новгороде//
Памятники культуры. Новые открытия. 1974. М., 1975. С. 197-204.

2Сарабьянов В.Д. Роспись собора Рождества Богородицы Антониева монастыря// Великий Новгород.
История и культура IX-XVII веков: Энциклопедический словарь/ Отв. ред. акад. В.Л. Янин. СПб., 2009.
С. 419.
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Рис. 2. Измерение пядью (?). Реконструкция на основе фрагмента фрески св. Флора (1125 г.).
Собор Рождества Богородицы Антониева монастыря в Новгороде

В этой связи возникает вопрос: как может соотноситься пятеричное деление мерного шабло-
на, изображенного на фреске св. Флора 1125 г., с традициями древнерусской метрологии (рис. 1)?
В народной (этнографической) метрологии Руси была представлена идея последовательного де-
ления мер пополам, в изучение и историографию чего существенный вклад внес Б.А. Рыбаков:
“Одним из существенных отличий русской народной метрологии от древнегреческой, римской
или византийской и западноевропейской метрологии является принцип постепенного деления на
2, когда меньшие меры получаются путем деления большей на 2, на 4 и на 8. . . Русская четвер-
тичная система была практически весьма удобной: если измерение производилось веревкой, то
последовательное складывание ее пополам и вчетверо давало точные доли сажени. Деление же
на 3 или на 5 всегда сопряжено с неудобством”1.

О важном значении этого результата также писал К.Н. Афанасьев: “Б.А. Рыбаков указыва-
ет, что существенным отличительным признаком древнерусской системы мер является чистота
проведения принципа последовательного деления исходной длины меры на два. Эта практически
весьма удобная система мер достигалась последовательным складыванием шнура (у Б.А. Ры-
бакова: “измерение. . . веревкой” – Р.С.) вдвое, затем еще и еще раз вдвое, что много проще и
удобнее, чем делить исходную меру на три, пять или семь частей. Это очень важное указание
Б.А. Рыбакова дает основание обособить русскую систему мер длины от греческой, несмотря на
тождество сажени и оргии, а также “пяди с кувырком” и фута”2.

Проведенное специальное исследование показало, что в Антониевом монастыре проводились
(в том числе Кириком) исследовательские работы по использованию и совершенствованию счет-
ного устройства типа абака с пятеричной вычислительной структурой. В XI в. на Руси исполь-
зовался абак архаического типа3: его счетные элементы в россыпи (плодовые косточки, камешки
и пр.) раскладывались на горизонтальных счетных уровнях. Каждый десятичный разряд числа
подразделялся на две части: пятерок и единиц. Счетный элемент-пятерка помещался на счетном
уровне слева, а элементы-единицы справа. Использование на Руси такого абака с пятеричной
структурой вело к внимательному фиксированию пятеричности, как важного фактора математи-
ческой культуры и вычислительной практики: “Бросается в глаза однообразный характер дроб-

1Рыбаков Б.А.. Русские системы мер длины XI-XV веков (Из истории народных знаний)// Советская
этнография. 1949. №1. С. 69.

2Афанасьев К.Н. Замечания к статье Б.А. Рыбакова “Русские системы мер длины XI-XV веков (из
истории народных знаний)”// Сообщения Института истории искусств. М., 1956. Вып.7. Архитектура.
С. 158.

3Симонов Р.А. 900-летний возраст древнерусского абака (“счета костьми”)// Вопросы истории есте-
ствознания и техники. 1993, №1. С. 96-98; Симонов Р.А. Математическая и календарно-астрономическая
мысль Древней Руси (по данным средневековой книжной культуры). М., 2007. С. 30-36 (раздел “Наглядно-
инструментальный “счет костьми” на Руси”); Зименс Г. Кирик Новгородец// Великий Новгород. История
и культура IX-XVII веков: Энциклопедический словарь/ Отв. ред. акад. В.Л. Янин. СПб., 2009. С. 239.
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ления часа у Кирика: каждая из последующих долей представляет собой 1/5 от предыдущей.
Насколько известно, в греческих текстах такая искусственная пятеричная система, не связанная
с традиционными астрономическими системами счета (двенадцатеричной и шестидесятеричной),
не встречается. Поэтому весьма убедительным представляется предположение о связи дробных у
Кирика с практикой счета на распространенном в средневековой Руси вычислительном инстру-
менте – 6-уравневом абаке”1.

В этой связи изображение геометрического шаблона на новгородской фреске св. Флора приоб-
ретает особое значение важного, возможно, наиболее древнего сохранившегося источника по исто-
рии геометрии Древней Руси. Поэтому сохранившийся артефакт в уникальной форме духовного
воплощения – на церковной фреске – заслуживает внимательного рассмотрения. Он (шаблон)
косыми “рисками” отграничен с обеих сторон и поделен на три неравные части. Они находятся в
следующем отношении между собой: две наибольшие части практически равны по длине; третья
часть находится между ними (в середине), и по длине она равна половине каждой из наиболь-
ших (крайних) частей. Следовательно, наименьшая часть (средняя) равна 1/5 длины мерного
шаблона, наибольшие (крайние) имеют по 2/5 длины, в итоге: 1/5+2/5+2/5=1.

Правая рука св. Флора, расположенная непосредственно под мерным шаблоном, совершает
некое движение кистью руки, сближающее большой палец с остальными пальцами, или, наобо-
рот, удаляющее его от них. Это напоминает измерительную операцию, известную у славян в
период Средневековья под названием “пядыты”, piditi в значении “мерить пядью”2. Измерение
пядью напоминает движение, при котором человек большим пальцем упирался в начало измеря-
емого предмета и до предела отодвигал указательный палец (или мизинец) от большого, затем к
концу указательного пальца (или мизинца) приставлял большой. И такие движения он продол-
жал/проделывал до конца измеряемого предмета, считая пяди; полученное число записывал или
запоминал. На обсуждаемой фреске изображенный над правой рукой св. Флора (с предположи-
тельным жестом “пядыты”) мерный шаблон, визуально примерно равный пяди, возможно, и есть
мера “пядь”. А свиток в левой руке Флора в таком случае мог предназначаться для фиксирования
данных измерения пядью или мог быть планом постройки/изделия, для которых производились
измерения пядью.

Древнерусских пядей несколько, наиболее известные: “малая” (18-19 см), “великая” (22-23 см)
и “пядь с кувырком” двух размерностей – 27 см и 31 см3. “Малая пядь” равнялась расстоянию
между большим и указательным пальцами, “великая пядь” – между большим пальцем и мизин-
цем, “пядь с кувырком” в 27 см равнялась величине “малой пяди”, сложенной с длиной двух
суставов указательного пальца, “пядь с кувырком” в 31 см – величине “малой пяди”, сложенной с
длиной всего указательного пальца. В 1947 г. академик Б.А. Рыбаков обобщил данные по антро-
пометрической метрологии в систему древнерусских народных (этнографических) мер длины,
сопроводив изложение наглядной схемой, на которой мужик в лаптях размахом рук и др. дви-
жений, а также расставлением пальцев демонстрировал различные виды саженей, пядей и др.
мер4. Только “пядь с кувырком” не удалось передать каким-то одним движением кисти, чему, по
Б.А. Рыбакову, могла мешать “сложность способа измерения” этим видом пяди.

Б.А. Рыбаков, по-видимому, допускал, что “пядь с кувырком” в 31 см является своего рода
“порождением” греческого фута в 30,8 см (“мера в 31 см близка к греческому футы в 30,8 см”5).
Именно так считал историк архитекторы К.Н. Афанасьев в своем отклике на работу Б.А. Рыба-
кова: “В русской практике один греческий фут оказался приравненным такой странной мере, как
“пядь с кувырком” (когда к малой пяди – расстоянию между раздвинутыми большим и указа-

1Кузенков П.В. Календарно-пасхалистические традиции в Византии и на Руси в XI-XII вв.: Сопо-
ставление календарных трактатов Михаила Пселла (1092 г.) и Кирика Новгородца (1136 г.)// Вестник
церковной истории. 2006, Вып.2. С. 140; ссылка на кн.: Симонов Р.А. Кирик Новгородец – ученый XII
века. М., 1980. С. 71-73.

2Преображенский А.Г. Этимологический словарь русского языка: В 2 т. М., 1959. Т.2. С. 165 (статья
“Пядь”).

3Каменцева Е.И. Русские меры длины (XI – нач. XX в.): Лекции по метрологии. М., 1962. С. 5.
4Рыбаков Б.А. Указ. соч. С. 67-91.
5Рыбаков Б.А. Указ. соч. С. 71. При этом он отмечал, что “древнее название мер в 27 см и в 31 см нам

неизвестно”.
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тельным пальцами руки, равному 19 см, – прибавляется еще длина всего указательного пальца).
Мера эта явно привнесена в русскую систему мер, на что и указывает совершенно справедливо
Б.А. Рыбаков”1.

Изучая новгородскую фреску св. Флора, без особого труда можно понять, что мерный шаблон
на ней структурирован рисками так, что если он равен греческому футу 30,8 см, то его 1/5
часть=6,16 см, 2/5=12,32 см, 3/5=18,48 см (соответствует средней длине “малой пяди” в 18-
19 см), 4/5=24,64 см. Взяв в руки шаблон (неважно, с какого конца), древнерусский человек мог
им отмерить “малую пядь” (суммируя одну из крайних частей со средней частью), при этом “в
запасе” оставался еще один “кувырок” (12,32 см) в виде второй крайней части. Если из мерного
шаблона вычесть половину длины его средней части (3,08 см), то останется величина (27,72 см),
сопоставимая с вариантом “пяди с кувырком” в 27 см. Можно было пустить в ход весь мерный
шаблон для получения “пяди с кувырком” в 31 см – своеобразного эталона греческого фута в
30,8 см, привнесенного в древнерусскую народную метрологию2.

Древнерусский художник, очевидно, понимал геометрическое значение заложенных в мерном
шаблоне соотношений его частей. По-видимому, мерный шаблона (в облике модели греческого
фута) – это своего рода образец математического (геометрического) прибора, осуществлявшего
включение в древнерусскую метрологию (через адаптацию) знания о греческом футе. Для срав-
нения: обычная линейка, всем известный измерительный прибор, в своей конструкции опирается
на исключительно простые геометрические соотношения длин отрезков (1:1), идущих последо-
вательно и равномерно по всей протяженности линейки. В новгородском мерном шаблоне (по-
видимому, модели греческого фута) представлено более сложное соотношение отрезков (1:2). И
они расположены не в линейной последовательности, а как бы в колеблющейся упорядоченно-
сти, однако удобной для практического использования шаблона при составлении на его основе
отрезков, длины которых выражают полный набор пятеричных дробей – 1/5, 2/5, 3/5, 4/5:

1/5 – длина среднего отрезка шаблона,
2/5 – длина любой из крайних частей шаблона,
3/5 – длина суммы среднего и любого из крайних отрезков шаблона,
4/5 – длина суммы обеих крайних частей шаблона.
Если древнерусская народная метрология характеризовалась для мер длины кратностью 2,

то пятеричность шаблона греческого фута, предположительно представленного на новгородской
фреске св. Флора, очевидно, находилась вне этой традиции. В то же время, исследователи подчер-
кивали, что деление на 5 (и др. доли) “сопряжено с неудобством” (Б.А. Рыбаков), а древнерусское
последовательное раздвоение мер “много проще и удобнее” (К.Н. Афанасьев). Значит, несмотря
на неудобство (или не испытывая его при наличии математической подготовки), монахи Анто-
ниева монастыря в 1125 г. могли геометрически делить отрезок на 5 равных частей (внутренняя
“малая” часть шаблона) и даже на 5/2=2,5 равных части (крайние “большие” части шаблона
– “кувырки”) (рис. 2). Это говорит о достаточно продвинутых для Средневековья математиче-
ских знаниях монахов Антониева монастыря, что позволяет геометрический шаблон на фреске
св. Флора (1125 г.) и “Учение им же ведати человеку числа всех лет” Кирика Новгородца (1136 г.)
рассматривать взаимосвязанными научными явлениями3. Если раньше гипотетически считалось,

1Афанасьев К.Н. Указ. соч. С. 158.
2Рыбаков Б.А. Указ. соч. С. 71.
3Раздел “О дробных делениях часа” выпадает из канвы “Учения” Кирика по языку и композиции. Это

позволяет предполагать, что он в указанное произведение Кирика был включен как изначально инород-
ный, и, следовательно, не обязательно принадлежал лично Кирику. Подробне см.: Симонов Р.А. Кирик
Новгородец – ученый XII века. М., 1980. С. 37-40. Следует учесть, что это мнение отдельными учеными
оспаривается. Так, по этому поводу немецкий исследователь Г. Зименс недавно (2009 г.) писал: ”Разбивка
“Учения” на три (по смыслу, должно быть – два – Р.С.) отд[ельных] сочинения представляется необосно-
ванным, поскольку в этом случае Р.А. Симонов допускает, что 18-й и аналогичный ему 19-й параграфы
оказываются в разных сочинениях” (Зименс Г. Кирик Новгородец// Великий Новгород. . . : Энциклопеди-
ческий словарь. С. 239). Мне представляется, что указание одного и того же материала в двух соседних
параграфах как раз говорит об их первоначальной принадлежности к различным произведениям, и в
“Учении” Кирика, отличающемся четкостью изложения, нет других случаев подобных повторов.
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что Кирик свои недюженные знания по математике мог получить в Антониевом монастыре, то
теперь сомнений в этом становится еще меньше.

Геометрический прибор (мерный шаблон), по-видимому, изображенный на фреске Антониева
монастыря, может рассматриваться как своеобразный срез новгородской средневековой культу-
ры, вероятно, нигде более не зафиксированный. И это делает изображение мерного шаблона, как
историко-математического памятника, необыкновенно ценным порождением научной и художе-
ственной мысли, воплощением математического и изобразительного творчества. Этот источник
может свидетельствовать о том, что “разум Руси” уже в средневековый период прирастал не
только за счет природных мыслительных качеств простого русского народа, его сметливости, но
и благодаря усиленным интеллектуальным занятиям специально подготовленных к этому роду
деятельности когнитивных людей. Геометрический шаблон на фреске 1125 г. и раздел “Учения”
(1136 г.) Кирика Новгородца “О дробных делениях часа” не обязательно влияли друг на друга
(кто на кого – неясно), а могли оба испытывать влияние пятеричного принципа деления, который
как научный подход использовался и разрабатывался в Антониевом монастыре (и Кириком) в
форме применения и рационализации счетного устройства (абака) с пятеричной структурой.

Понятие непрерывности у Дедекинда и Кантора

Г.И. Синкевич

В 1872 году появляются работы Кантора и Дедекинда с новой концепцией непрерывности, вы-
званной потребностями математического анализа. Если Кантор использует понятие предельной
точки, фундаментальных последовательностей и взаимно-однозначного соответствия, то Деде-
кинд, используя понятие числового поля, вводит понятие сечения. В их подходах много близких
идей, возникших в процессе взаимного обсуждения. Кантор продолжил исследования, создав
теорию множеств. Дедекинд, развивая идеи своего учителя Дирихле, в 1888 году формулирует
систему аксиом для натуральных чисел. Его построение вошло в фундамент абстрактной ал-
гебры, в то время как теория множеств Кантора стала основой современного математического
анализа.

Одним из основателей современного понятия непрерывности является Рихард Юлиус Виль-
гельм Дедекинд. Понимание непрерывности числовой прямой у математиков XIX века как пра-
вило основано на пределах последовательностей, за одним исключением – это определение через
сечение. Алгебраические иррациональности приближались последовательностями ещё Эйлером
и Кёстнером, критерий сходимости последовательностей был сформулирован Коши в 1821 году.
В 1869 году Шарль Мере определил неизмеримые числа как пределы последовательностей, схо-
дящихся к пределам, выражаемым не численно, а фиктивно, и ввёл для них отношение порядка.
В 1872 году появились сразу три работы немецких математиков о понятии непрерывности: Эд-
варда Гейне “Лекции по теории функций ”, Георга Кантора “Обобщение одной теоремы из теории
тригонометрических рядов ” и Рихарда Дедекинда “Непрерывность и иррациональные числа”.
При этом все трое неоднократно обсуждали этот вопрос в устных беседах между собой и с К.
Вейерштрассом, учителем Кантора. Эдвард Гейне работал в университете Галле с 1856 года, по
его приглашению Георг Кантор начал работать там же с 1869 года. В начале 1870-х годов Кантор
познакомился с Дедекиндом, работавшим в Высшей технической школе (Technische Hochschule)
своего родного города Брауншвейга. Они проводили вместе летнее время в Гарце и Интерлакене,
и много переписывались.

Биография Дедекинда.
Он родился 5 октября 1831 года в Брауншвейге, родном городе Гаусса. Его предки были здесь

известными людьми. Отец, Юлиус Левин Ульрих Дедекинд, сын врача и фармацевта, был право-
ведом, профессором права и администратором Collegium Carolinum – колледжа, существовавшего
в Брауншвейге и в 1862 году преобразованного в университет. Этот колледж закончил в Гаусс, и
в нём же учился Рихард Дедекинд.
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Мать Дедекинда, Каролина Генриетта, урождённая Империус (Emperius) была дочерью про-
фессора Carolinum и внучкой императорского почтмейстера (начальника почты). Рихард был
младшим из четырёх детей. Его единственный брат, Адольф, стал в Брауншвейге председате-
лем окружного суда, одна из его сестёр, Матильда, умерла в 1860. Другая сестра, Юлия, была
писательницей (романисткой), с ней он прожил вторую половину своей жизни.

С 7 до 16 лет Дедекинд учился в гимназии, увлекаясь физикой и химией, но потом его инте-
ресы сместились к математике, придающей логическую структуру естественным наукам.

С 1848 по 1850 год он обучался в Коллегиум Каролинум, изучая элементы аналитической
геометрии, алгебру, механику и анализ.

В итоге, когда он в 1850 году поступил в Georgia Augusta (Геттингенский университет), Деде-
кинд был гораздо лучше подготовлен, чем остальные студенты, пришедшие сразу после школы.
Семинар по математике был организован для обучения инструкторов учителей гимназий. Деде-
кинд стал посещать этот семинар, где он подружился с Риманом. Отсюда началась их долгая
дружба, продолжавшаяся до самой смерти Римана в 1866 году.

Весной 1850 года Дедекинд, как он вспоминает, прослушал элементы теории чисел в неболь-
шом курсе Штерна (Stern, 1807-1894), который не был таким глубоким исследователем, как Гаусс,
но преподавал гораздо лучше его [1].

В зимнем семестре 1850/51 года Дедекинд посещал лекции Гаусса по методу наименьших
квадратов. Как вспоминает Дедекинд, “Полвека прошло с тех пор, но эти так называемые сухие
лекции навечно остались в моей памяти как самые лучшие из всех, что я когда-либо слушал” [2].

В следующем семестре Дедекинд снова слушал лекции Гаусса по углублённой (расширенной)
геодезии. В 1852 году, всего лишь после четырёх семестров, он завершил свою докторскую работу
под руководством Гаусса, став последним из его студентов, написав диссертацию по теории ин-
тегралов Эйлера. Гаусс свидетельствовал, что Дедекинд очень много знал и был самостоятелен,
вдобавок имел “благоприятные многообещающие виды на будущее”.

Однако Дедекинд не выполнил достаточных требований для получения права на работу по-
сле окончания Georgia Augusta (Университет Геттингена), и поэтому он провёл ещё два года,
заполняя пробелы, и стал готов квалифицироваться как приват-доцент через несколько недель
после Римана. После того, как в 1855 году в Геттинген приехал Дирихле (1805-1859), чтобы после
смерти Гаусса занять его место профессора высшей математики, Дедекинд посещал его лекции
по теории чисел, теории потенциала, неопределённым интегралам и уравнениям в частных про-
изводных. Влияние Дирихле на Дедекинда было огромно, Дедекинд признавался, что общение с
Дирихле сделало его новым человеком. Вскоре между ними завязались тесные дружеские отно-
шения, и он вошёл в круг знакомых Дирихле.

Интересы Дедекинда постепенно сместились от эллиптических и абелевых функций к теории
Галуа, он первым начал преподавание его теории в Геттингенском университете. В 1858 году Де-
декинд был приглашён преподавать в Техническом университете Цюриха. В 1859 году он вместе
с Риманом совершил поездку в Берлин, где встречался с Вейерштрассом и Куммером.

В 1862 году в его родном Брауншвейге училище Collegium Carolinum был преобразован в
Технический институт (сейчас Технический университет Брауншвейга), Дедекинд вернулся туда
и преподавал в нём до 1894 года. Он никогда не был женат и прожил остаток своей жизни
со своей незамужней сестрой Юлией. Дедекинд избирался членом Берлинской (1880), Римской
и Французской (1900) Академий наук. Он получил докторские степени в университетах Осло,
Цюриха и Брауншвейга. Известно, что скромность и научная молчаливость Дедекинда привела к
тому, что в 1904 году “Математический календарь” опубликовал сообщение о смерти Дедекинда,
якобы случившейся 4 сентября 1899 года. В письме редактору Дедекинд написал: “По моим
собственным наблюдениям я в тот день был вполне здоров и вёл оживлённый разговор о теории
множеств с моим гостем и уважаемым другом Георгом Кантором (из Галле), который в связи с
этим нанёс мне смертельный удар, но не мне самому, а сделанной мне ошибке” [3].

В 1871 году Дедекинд, обобщив теорию многочленов и алгебраических чисел, вводит в мате-
матику абстрактные алгебраические структуры: кольца, идеалы и модули. Совместно с Л. Кроне-
кером он создаёт общую теорию делимости. Исследования Дедекинда были изданы в виде прило-
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жения к “Теории чисел” Дирихле 1863 года [4], и перерабатывались им в последующих изданиях.
Биограф Дедекинда Эдвардс (H.M. Edwards) полагает, что посмертное издание лекций по теории
чисел Дирихле в действительности написано Дедекиндом [5]. Сам Дедекинд в письме Кантору
19 января 1879 года писал: “Я полностью занят переработкой теории чисел Дирихле1” [6]. Можно
лишь сожалеть, что русский перевод лекций Дирихле по теории чисел не содержит знаменитого
XI Дополнения, написанного Дедекиндом, в котором находится теория идеалов.

Дальнейшее развитие оснований высшей алгебры во многом обязано открытиям Дедекинда.
В течение всей его жизни его отличала большая научная порядочность и деликатность. Он

принимал участие в изданиях Гаусса, Римана (1868 год, “О представлении функций при помощи
тригонометрических рядов” и “О гипотезах, лежащих в основаниях геометрии”, а в 1876 году
вместе с Вебером издал сочинения Римана, написав большой биографический очерк), Дирихле,
и считал этот труд более важным, нежели публикацию собственных результатов.

В начале 1870-х годов Дедекинд знакомится с Георгом Кантором. Знакомство перешло в
долголетнюю дружбу и сотрудничество; их отношения сопровождал горячий интерес, увлечён-
ность теорией множеств, иногда раздражение, отчуждение и прекращение переписки. Оба они
любили проводить лето в горах Германии и Швейцарии, где и познакомились. Бурное желание
двадцатисемилетнего Кантора найти понимающего собеседника и советчика развеяло сомнения
Дедекинда в важности его собственных размышлений о построении теории числа средствами тео-
рии множеств. Наряду с Кантором Дедекинд считается основателем теории множеств. Многие
его работы стали наглядным примером применения новых методов. Дедекинд применил аксио-
матический метод построения системы натуральных чисел в 1888 году в работе “Что такое числа
и для чего они служат?” [7].

Он вводит основные операции над множествами (включение, пересечение, сумма) в том объё-
ме, которые нужны ему для операций над множеством алгебраических чисел, обобщает понятие
отображения, вводит понятие цепи. Система аксиом арифметики, сформулированная здесь Де-
декиндом для натуральных чисел, год спустя была развита и упрощена Дж. Пеано (1858-1932),
чьё имя за ней и закрепилось [8], но ещё до него Дедекинд показал, как основные теоремы ариф-
метики получаются из его аксиом.

В начале XX века аксиоматический метод был окончательно принят школой Гильберта как
основополагающий в математике.

Определение числа, данное Дедекиндом, включено в курсы современного математического
анализа.

Непрерывность и число у Дедекинда.
В период работы профессором в Политехнической школе Цюриха Дедекинд читал курс мате-

матического анализа, и, как он сам замечает, ощутил недостаток в научном обосновании ариф-
метики. Геометрическая интерпретация приближения переменной величины к пределу не могла
быть строго научной, хотя и удобна в преподавании. Дедекинд поставил себе целью дать чисто
арифметическое определение непрерывности, которое будет достаточным основанием анализа
бесконечно малых. Как пишет сам Дедекинд: “Это мне удалось 24 ноября 1858 года, и несколь-
ко дней спустя я сообщил результаты своих размышлений моему дорогому другу Durège‘у, что
повело к продолжительной и оживлённой беседе2. Впоследствии я излагал эти мысли о научном
обосновании арифметики то одному, то другому из моих учеников, читал об этом предмете до-
клад в учёном обществе профессоров здесь, в Брауншвейге, но я не мог окончательно решиться
на действительное опубликование, потому, во-первых, что изложение представляется нелёгким, и
потому ещё, что самый предмет так мало плодовит. Несколько дней назад, 14 марта [1872 года], в
то время как я наполовину стал уже подумывать, чтобы избрать эту тему предметом настоящего

1Имеется в виду работа Дедекинда над третьим изданием лекций Дирихле, которой он объединяет
свои дополнения.

2Дюрег Генрих (1821-1893), немецкий математик, работал вместе с Дедекиндом в Цюрихе. Автор работ
по теории функций комплексной переменной и эллиптическим функциям.
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юбилейного сочинения1, ко мне в руки попала, благодаря любезности её автора, статья E. Heine
(Crelle Journal, Bd. 74)2, которая и подкрепила меня в моём решении. По существу, я вполне
согласен с содержанием этого сочинения, но должен откровенно сознаться, что моё изложение
кажется мне более простым по форме и более точно выдвигающим настоящее ядро вопроса. В то
время как я писал это предисловие (20 марта 1872 года), я получил интересную статью “Ueber die
Ausdehnung eines Satzes der Theorie der trigonometrischen Reichen” G.Cantor‘a (Mathem. Annalen
von Clebsch und Neumann, Bd. 5), за которую высказываю искреннюю благодарность остроумно-
му автору. Как мне кажется при быстром чтении, аксиома3 в §2 вполне согласуется, независимо
от внешней формы изложения, с тем, что я отмечаю ниже в §3, как сущность непрерывности4.
Какую же пользу представит выделение, хотя бы только в понятии, вещественных чисел ещё
более высокого порядка, я, согласно с моим пониманием системы вещественных чисел, как со-
вершенной в самой себе, ещё признать не в состоянии5” [9].

Дедекинд рассматривает свойства равенства, упорядоченности, плотности множества рацио-
нальных чисел R, (числового корпуса, термин, который ввёл Дедекинд в дополнениях к изданным
им лекциям Дирихле). При этом он старается избегать геометрических представлений. Опреде-
лив отношение “больше” и “меньше”, Дедекинд утверждает его транзитивность; существование
между двумя различными числами бесконечного множества других чисел; а также для любого
числа разбиение множества рациональных чисел на два бесконечных класса, таких, что числа
одного из них меньше данного, и другого, числа которого больше данного числа; причём само
число, производящее это разбиение, может быть отнесено как к одному, так и к другому классу,
и тогда оно будет либо наибольшим для первого, либо наименьшим для второго класса.

После этого Дедекинд рассматривает точки на прямой линии и устанавливает для них те же
свойства, что и только что установленные для рациональных чисел, постулируя, что каждому
рациональному числу соответствует точка на прямой линии.

Но на прямой есть бесконечно много точек, которые не соответствуют никакому рационально-
му числу, например, величина диагонали квадрата с единичной стороной. Отсюда следует необ-
ходимость арифметическим путём дополнить множество рациональных чисел, чтобы область
новых чисел обрела такую же полноту или непрерывность, что и прямая. Ранее понятие ирра-
циональных чисел было связано с измерением протяженных величин, то есть с геометрическими
представлениями. Дедекинд стремится ввести новое понятие чисто арифметическими средства-
ми, то есть определить иррациональные числа посредством рациональных чисел:

“Предыдущее сравнение области R рациональных чисел с прямой привело к открытию в пер-
вой изъянов, неполноты, или разрывности, между тем как прямой мы приписываем полноту,
отсутствие пробелов, или непрерывность. В чём же собственно состоит непрерывность? Всё и
заключается в ответе на этот вопрос, и только в этом ответе мы приобретаем научное основание
для исследования всех непрерывных областей. Смутными разговорами о непрерывной связи ма-
лейших частиц, конечно, многого не достигнешь. Дело идёт о том, чтобы дать точный признак
непрерывности, который мог бы служить базисом действительных дедукций. Долгое время я на-
прасно об этом думал, но, наконец, нашёл искомое. Разные лица, вероятно, оценят эту находку

1Автор выпустил это сочинение к юбилею своего отца. – Примечание С.О. Шатуновского [9]. Юлиус
Левин Ульрих Дедекинд (1795-1872) был профессором-юристом, историком и чиновником в Коллегиум
Каролинум, как до 1862 года называлась Высшая техническая школа в Брауншвейге.

2В этой статье “Лекции по теории функций” Э. Гейне вводит понятие непрерывности с помощью фун-
даментальных последовательностей, используя, как он сам признаёт, некоторые результаты Г. Кантора.

3“Каждой числовой величине соответствует определённая точка прямой, координата которой равна
этой числовой величине и притом равна в том смысле, который объяснён в указанном параграфе, и
обратно” [6, c. 13].

4“Если все точки прямой распадаются на два класса такого рода, что каждая точка первого класса
лежит влево от каждой точки второго класса, то существует одна и только одна точка, которая производит
это разделение прямой на два класса, это рассечение прямой на два куска” [9, c. 17].

5Дедекинд имеет в виду понятие предельной точки и производного множества, определяемого Канто-
ром в работе 1872 года.
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различно, но всё же я думаю, что большинство найдёт её содержание весьма тривиальным. Оно
состоит в следующем: в предыдущих параграфах обращено было внимание на то, что каждая
точка p прямой производит разложение прямой на две части таким образом, что каждая точка
одной части расположена влево от каждой точки другой. Я усматриваю теперь сущность непре-
рывности в обратном принципе, т.е. в следующем: “Если все точки прямой распадаются на два
класса такого рода, что каждая точка первого класса лежит влево от каждой точки второго
класса, то существует одна и только одна точка, которая производит это разделение прямой на
два класса, - это рассечение прямой на два фрагмента. Если система всех действительных чисел
распадается на два класса такого рода, что каждое число первого класса меньше каждого чис-
ла второго класса, то существует одно и только одно число, производящее это разложение” [9,
c. 17-18].

Это свойство прямой Дедекинд называет аксиомой, принимая которую, мы придаём прямой
непрерывность. Причём Дедекинд утверждает, что это наш мысленный акт, который произво-
дится независимо от того, является ли реальное пространство непрерывным или разрывным, это
мысленное заполнение новыми точками не влияет на реальное бытие пространства.

Далее Дедекинд переходит к построению иррациональных чисел. Он называет сечением де-
ление множества рациональных чисел любым числом, обращая внимание на то, что либо в одном
классе есть наибольшее, либо в другом классе есть наименьшее, и обратно, если сечение облада-
ет этим свойством, то оно производится либо наименьшим, либо наибольшим числом. В то же
время существует бесконечно много сечений, которые не могут быть произведены рациональным
числом. Например, если D есть целое число, не являющееся квадратным, то существует целое
положительное число λ, такое, что λ2 < D < (λ + 1)2. Таким образом получается, что в одном
классе нет наибольшего, а в другом классе нет наименьшего числа, производящего это сечение,
в чём и состоит неполнота, или разрывность области рациональных чисел. В таком случае, ес-
ли сечение не может быть произведено рациональным числом, создадим новое, иррациональное
число, которое создаёт это сечение. Каждому определённому сечению соответствует одно и толь-
ко одно рациональное или иррациональное число. Два числа неравны, если они соответствуют
различным сечениям. Между ними можно определить отношения “больше” или “меньше”.

Дедекинд рассматривает непрерывность области R вещественных чисел: “Область R обладает
ещё и непрерывностью, то есть имеет место следующее предложение: Если система R всех дей-
ствительных чисел распадается на два класса a1 и a2такого рода, что каждое число α1 класса a1,
меньше каждого числа α2 класса a2, то существует одно и только одно число α, производящее
это разложение” [9, с. 25].

Он определяет вычисления с вещественными числами. При этом он доказывает теорему о
непрерывности арифметических операций: “Если число λ есть результат вычислений, совершён-
ных над числами α, β, γ,. . . , и если λ лежит внутри интервала L, то можно указать интервалы
A, B, C (внутри которых лежат числа α, β, γ,. . . ) такого рода, что результат такого же вычис-
ления, в котором, однако, числа α, β, γ,. . . заменены числами соответственных интервалов A,
B, C,. . . , будет всегда представлять число, лежащее внутри интервала L” [9, с. 28]. Дедекинд
сетует на трудность изложения этой теоремы, что облегчается с введением понятий переменных
величин, функций и пределов. Заметим, что несмотря на то, что работа была написана в 1872
году, Дедекинд не пользуется уже разработанным аппаратом математического анализа, сделан-
ным Вейерштрассом, в частности, его языком ε-δ. Понятие предела носит у него качественный
оттенок. Дедекинд по существу использует только те аспекты непрерывности, которые нужны
ему для обоснования понятия числа и арифметических операций над числами средствами теории
множеств.

Дедекинд устанавливает зависимость введённых им понятий с основными положениями ана-
лиза бесконечных. Определение предела он даёт в таком виде: “Говорят, что переменная величина
x, пробегающая последовательные определённые численные значения, приближается к постоян-
ному пределу α, если она в ходе процесса изменения окончательно заключается между каждыми
двумя числами, между которыми α само лежит, или, что то же, если разность x − α, взятая
абсолютно, опускается ниже всякого данного значения, отличного от нуля” [9, с. 29].
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Дедекинд доказывает теорему: “Если величина x возрастает постоянно, но не сверх всяких
границ, то она приближается к некоторому пределу” [9, с. 29].

На этом заканчивается работа Дедекинда “Непрерывнось и иррациональные числа”. Как мы
видим, определение понятий непрерывности и действительного числа безупречно с логической
точки зрения, оно носит юридический оттенок, но представление об объёме и структуре понятия
из него не следует. Математики, определив число таким способом, переходят в построениях к
более рабочему определению числа Кантора.

Заметим, что одновременно вышедшая статья Гейне “Лекции по теории функций” [11] 1872
года содержала определение числа, данное Кантором, и незадолго до них во Франции вышла ра-
бота Шарля Мере с таким же построением [12], но оставшаяся не оценённой соотечественниками,
а в Германии она осталась неизвестной из-за франко-прусской войны. Теперь французы говорят
“определение действительного числа Мере-Кантора-Гейне”. Правда, Мере, определив иррацио-
нальные числа как пределы последовательностей рациональных чисел, на этом останавливается
[13]. Гейне и Кантор идут дальше, образуя новые последовательности из иррациональных чисел,
а Кантор строит производные множества.

Иррациональные числа у Кантора.
Сравним эту работу Дедекинда с чуть опередившей её упомянутой работой Кантора “Обоб-

щение одной теоремы из теории тригонометрических рядов” [6, c. 9-18]. Здесь Кантор строит
множество числовых величин, которое мы теперь называем действительными числами, дополняя
множество рациональных чисел иррациональными, с помощью последовательностей рациональ-
ных чисел, названными им фундаментальными, то есть удовлетворяющих критерию Коши. Для
них определяется отношение равно, больше, меньше.

Точно так же можно утверждать, говорит Кантор, что последовательность может находиться
к рациональному числу a в одном из трёх отношений, что влечёт b = a, b > a, b < a. Отсюда в
качестве следствия получается, что если b – предел последовательности, то b − anстановится бес-
конечно малой при возрастании n. Совокупность рациональных чисел Кантор называет областью
A, совокупность всех числовых величин b называет B. На взятые вместе области A и B можно
распространить применяемые конечное число раз числовые операции, принятые для рациональ-
ных чисел (сложение, вычитание, умножение, деление, если делитель ненулевой). Тогда область
A (рациональных чисел) получается из области B (иррациональных чисел) и вместе с ней обра-
зует новую область C. А именно, если задана числовая последовательность чисел b1, b2, ..., bn, ...
числовых величин из A и B, не все из которых принадлежат области A, и если эта последова-
тельность обладает тем свойством, что bn+m − bnстановится бесконечно малой при возрастании
n и любом m, то об этой последовательности говорят, что она имеет определённый предел c.
Числовые величины c образуют область C. Отношения равенства, больше, меньше и элементар-
ные операции определяются аналогично предыдущим случаям. Но даже установленное равенство
двух величин b и b′ из B не влечёт их идентичности, а лишь выражает некоторое определённое
отношение между последовательностями, которым они сопоставляются.

Из области C и предшествующих ей аналогично получается область D, из всех их – область
E и т.д.; посредством λ таких переходов получается область L. Понятие числа, как оно развито
здесь, несёт в себе зародыш необходимого и абсолютно бесконечного обобщения. Числовая величи-
на, значение и предел Кантор употребляет как равнозначные. Для сравнения с этим параграфом
Кантор ссылается на X книгу “Начал” Евклида1.

Далее Кантор рассматривает точки на прямой, определяя расстояние между ними как предел
последовательности, и вводя отношения больше, меньше и равно. Он вводит аксиому, что, и
обратно, каждой числовой величине соответствует точка прямой, координата которой равна этой
числовой величине и притом равна в том смысле, который объяснён в этом параграфе. Кантор
называет это утверждение аксиомой, так как оно недоказуемо по самой его природе. Благодаря
ей числовые величины дополнительно приобретают определённую предметность, от которой они,
однако, совершенно не зависят.

1В X книге “Начал” представлена классификация несоизмеримых величин.
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В соответствии со сказанным выше Кантор рассматривает точку на прямой как определён-
ную, если её расстояние от 0, рассматриваемое с определённым знаком, задано как числовая
величина, значение, или предел λ-вида.

Далее Кантор определяет точечные множества или множества значений, и вводит понятие
предельной точки1 точечного множества. Под окрестностью понимается любой интервал, содер-
жащий эту точку внутри себя. Таким образом, вместе с точечным множеством задаётся и множе-
ство его предельных точек. Оно называется первым производным точечным множеством. Если
оно состоит из бесконечного числа точек, из него можно образовать второе производное множе-
ство и так далее.

Введение понятия предельной точки (точки сгущения) было плодотворным. Его сразу же
начали использовать другие математики – Г. Шварц, У. Дини [14].

Кантор о сравнении различных способов введения понятия числа и непрерывно-
сти.

28 апреля 1872 года, получив работу Дедекинда “Непрерывность и иррациональные числа,
Кантор писал ему: “Искренне благодарю Вас за Вашу работу о непрерывности и иррациональ-
ных числах. Как я теперь смог убедиться, точка зрения, к которой я пришёл несколько лет тому
назад, отправляясь от занятий арифметикой, фактически совпадает с Вашими взглядами; име-
ется различие лишь в способе введения числовых величин. Я вполне убеждён, что Вы правильно
выявили сущность непрерывности” [6, c. 327].

Правда, в их последующей переписке содержится полемика о способе определения непрерыв-
ности, и в 1882 году Кантор пишет Дедекинду: “Я пытался обобщить Ваше понятие сечения
и воспользоваться им для определения понятия континуума, но мне это не удалось. Напротив,
мой исходный пункт – счётные “фундаментальные последовательности” (под ними я понимаю
последовательности, элементы которых неограниченно сближаются друг с другом) – кажутся
годящимися для этой попытки” [6, c. 356].

К 1878 году Кантор переходит от анализа точечных областей к понятию мощности, фор-
мулирует гипотезу континуума, рассматривает непрерывные отображения между множествами
различной размерности. Тем острее он ощущает недостаточность определения непрерывности
через сечение. В 1879 году он делает попытку использовать теорему о корневом интервале2для
доказательства невозможности непрерывного и двусторонне однозначного отображения между
двумя различными многообразиями разных порядков3.

В 1883 году Кантор, анализируя различные формы введения числа, в цикле работ “Основы
общего учения о многообразиях. Математически-философский опыт учения о бесконечном” §9,
с. 81-87, писал: “Я хотел бы вкратце и построже сказать о трёх известных мне и в существенном
однородных главных формах строго арифметического изложения учения об общих действитель-
ных числах. Это прежде всего способ введения, которым в течение ряда лет пользовался в своих
лекциях об аналитических функциях профессор Вейерштрасс и некоторые намёки на которые
можно найти в программной работе г-на Э. Коссака (Die Elemente der Arithmetik. Berlin 1872). Во-
вторых, г-н Р. Дедекинд в своём сочинении “Stetigkeit und irrationale Zahlen” (Braunschweig 1872)
опубликовал своеобразную форму определения. В-третьих, в 1871 году я предложил (Math.
Ann. 1872, Bd. 5, S. 123) форму определения, внешне имеющую сходство с вейерштрассовской. . .
На мой взгляд, эта третья. . . является самой простой и естественной из всех и имеет ещё то
преимущество, что она самым непосредственным образом приспособлена для аналитических вы-
числений” [6, c. 81].

1Сейчас мы говорим “точка сгущения” - такая точка, в каждой окрестности которой содержится бес-
конечно много точек данного множества и может быть, и она сама.

2Теорему, называемую ныне теоремой Больцано-Коши: непрерывная функция, имеющая разные знаки
на краях интервала, внутри интервала достигает нулевого значения. Это утверждение впервые высказал
Мишель Ролль в 1690 году применительно к алгебраическим уравнениям.

3Эта попытка доказательства изложена Кантором в статье “Об одной теореме из теории непрерывных
многообразий” (Ьber einen Satz aus der Theorie der stetigen Mannigfaltigkeiten, перевод Ф.А. Медведева)
[6, с. 36-39].
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“Определению какого-либо иррационального действительного числа всегда соответствует стро-
го определённое множество первой мощности рациональных чисел. В этом заключается общая
черта всех форм определений. Различие же их состоит в моменте порождения, при помощи ко-
торого множество соединяется с определяемым им числом, и в тех условиях, которым должно
удовлетворять множество, чтобы оно оказалось подходящей основой для соответствующего опре-
деления числа.

При первой форме определения в основу кладётся множество положительных рациональных
чисел aν , которое будет обозначаться (aν) и которое удовлетворяет тому условию, что, сколько бы
и каких из этих aν мы ни суммировали в конечном количестве, эта сумма всегда остаётся меньше
некоторой заданной границы. Теперь если мы имеем две подобных совокупности (aν) и (a′ν), то
строго доказывается, что могут представиться три случая: или каждая часть 1/n единицы все-
гда встречается одинаково часто в обеих совокупностях, если только их элементы суммируются
в достаточном, доступном увеличению количестве, или 1/n, начиная с известного n, всегда со-
держится чаще в первой совокупности, чем во второй; или наконец, 1/n, начиная с известного
n, всегда содержится чаще во второй совокупности, чем в первой. Соответственно этим случа-
ям мы полагаем, обозначая через b и b′, определяемые этими двумя совокупностями (aν) и (a′ν)
числа, что в первом случае b = b′, во втором b > b′, в третьем b < b′. Если мы соединим обе
совокупности в одну новую совокупность (aν + a′ν), то это даёт основу для определения b + b′.
Если же из двух совокупностей (aν) и (a′ν) образовать новую совокупность (aνa

′
ν), элементы ко-

торой являются произведениями из всех (aν) на все (a′ν), то эта новая совокупность принимается
в качестве основы определения bb′.

Мы видим, что здесь момент порождения, связывающий множество с порождаемым им чис-
лом, заключается в образовании сумм. Но следует подчеркнуть как существенное то, что здесь
оперируют только суммированием всегда конечного количества рациональных элементов, а не
полагается заранее, например, что определяемое число b равно сумме

∑
aν бесконечного ряда

(aν). В этом заключалась бы логическая ошибка, ибо, скорее, определение суммы
∑
aν полу-

чается только путём приравнивания её непременно уже определённому заранее готовому числу
b. Я думаю, что эта логическая ошибка, которой впервые избегнул Вейерштрасс, совершалась
почти всеми и не была замечена лишь потому, что она относится к тем редким случаям, когда
действительная ошибка не может причинить большого вреда в исчислении. Несмотря на это, с
вышеуказанной ошибкой связаны, по моему мнению, все те трудности, которые заключаются в
понятии иррационального, между тем как если избегнуть этой ошибки, то иррациональное чис-
ло занимает место в нашем духе с такой же определённостью, ясностью и отчётливостью, как и
рациональное число.

В форме определения г-на Дедекинда в основу кладётся совокупность всех рациональных чи-
сел, но разделённых на две группы таким образом, что если мы обозначим числа первой группы
Uν , а числа второй группы через Bµ, то всегда Uν < Bµ. Подобное деление множества рацио-
нальных чисел г-н Дедекинд называет его “сечением”, обозначает через (Uν |Bµ ) и сопоставляет
ему число b. Если сравнить два подобных сечения (Uν |Bµ ) и

(
U ′
ν

∣∣B′
µ

)
друг с другом, то, как

и при первой форме определения оказывается всего три возможности, соответственно которым
представленные обоими сечениями числа b и b′ или приравниваются друг к другу, или принима-
ется, что b > b′ или b < b′. Первый случай имеет место, – если отвлечься от некоторых, легко
регулируемых исключений, возникающих при рациональности определяемых чисел, – лишь при
полном тождестве обоих сечений. В этом наблюдается решительное и безусловное преимущество
данной форму определения по сравнению с обеими другими, а именно то, что каждому числу b
соответствует лишь единственное сечение. Но она сопровождается и тем крупным недостатком,
что числа в анализе никогда не представляются в форме “сечений”, в которую их приходится
лишь вписывать весьма искусственным и сложным образом.

И здесь затем следуют определения в виде суммы b + b′ и произведения bb′ на основе новых
сечений, получаемых из двух заданных.

Недостаток, связанный с первой и третьей формами определения, а именно, что здесь одни
и те же, т.е. равные числа, представляются бесконечно часто, и что, таким образом, не получа-
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ется непосредственно однозначного обозрения всех действительных чисел, можно весьма легко
устранить путём специализации положенных в основу множеств (aν), если привлечь к рассмот-
рению какую-либо из известных однозначных систем, вроде десятичной системы или разложения
в простые цепные дроби.

Перейду теперь к третьей форме определения действительных чисел. И здесь в основу кла-
дётся бесконечное множество рациональных чисел (aν) первой мощности, но теперь ему приписы-
вается другое свойство, чем в теории Вейерштрасса, а именно: я требую, чтобы взяв произвольно
малое рациональное число ε, можно было бы так удалить конечное число членов множества, что-
бы оставшиеся имели попарно разность, которая по абсолютной величине меньше ε. Всякое такое
множество (aν), которое можно также охарактеризовать равенством Lim

ν=∞
(aν+µ − aν) = 0 (при

произвольном µ), я называю фундаментальной последовательностью и сопоставляю ему неко-
торое определяемое им число b, для которого целесообразно даже воспользоваться самим знаком
(aν), как это сделано у г-на Гейне, который в этих вопросах после многих устных обсуждений
присоединился к моим взглядам (См. Журнал Крелле, т.74, с. 172). Подобная фундаменталь-
ная последовательность, как можно строго вывести из её понятия, приводит к трём случаям:
или её члены aν для достаточно больших значений ν по абсолютной величине меньше, чем лю-
бое наперёд заданное число; или они начиная с некоторого ν больше определённо заданного
положительного рационального числа ρ, или же они начиная с известного ν меньше некоторой
определённо заданной отрицательной рациональной величины −ρ. В первом случае я говорю,
что b равно нулю, во втором, что b больше нуля или положительно, в третьем, что b меньше нуля
или отрицательно.

Затем переходим к элементарным операциям – сумма, произведение, частное, в том числе и
между рациональным a и иррациональным числом.

Лишь теперь мы переходим к определению равенства и обоих случаев неравенства двух чисел
b и b′ (из которых b′ может также равняться a), говоря при этом b = b′, b > b′ или b < b′ в
зависимости от того, равна ли нулю, больше нуля или меньше нуля разность b− b′.

После всех этих подготовительных рассуждений получается в качестве первой строго доказу-
емой теоремы, что если b есть число, определяемое фундаментальной последовательностью (aν),
то b − aν при возрастании ν становится по абсолютной величине меньше, чем любое мыслимое
рациональное число, или иначе, что Lim

ν=∞
aν = b.

Следует обратить внимание на следующий кардинальный пункт, значение которого легко про-
пустить: в случае третьей формы определения число b не определяется вовсе как “предел” членов
aν фундаментальной последовательности (aν). Принять это значит совершить такую же логиче-
скую ошибку, как та, о которой мы говорили при рассмотрении первой формы определения, и
именно на том основании, что тогда предполагается наперёд существование предела Lim

ν=∞
aν = b.

Скорее, дело обстоит обратным образом, а именно так, что благодаря нашим предыдущим опре-
делениям понятию числа b приписываются такие свойства и отношения к рациональным числам,
что отсюда можно с логической очевидностью вывести заключение: Lim

ν=∞
aν существует и равен

b. Да простят мне все эти подробности, которые оправдываются тем, что большинство проходят
мимо этих неприметных деталей и затем легко натыкаются на противоречия в иррациональных
числах, ставя их под сомнения, между тем как соблюдение указанных здесь предосторожностей
легко предохранило бы их от этого. Действительно, они тогда ясно поняли бы, что иррацио-
нальное число благодаря приданным ему нашим определением свойствам является такой же
реальностью для нашего духа [Кантор, с. 84-85], как рациональное и даже как целое рацио-
нальное число, и что вовсе нет нужды получать его путём предельного процесса, а что, скорее,
наоборот, располагая этими свойствами, можно общим образом убедиться в пригодности и оче-
видности предельных процессов. Ведь приведённую выше теорему легко обобщить следующим
образом: если (bν) представляет собой какое-нибудь множество рациональных или иррациональ-
ных чисел, обладающее тем свойством, что lim

ν=∞
(bν+µ − bν) = 0 (каково бы ни было µ), то

существует некоторое число b, определяемое фундаментальной последовательностью (aν), и та-
кое, что Lim

ν=∞
bν = b.
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Оказывается, следовательно, что те самые числа b, которые были определены на основании
фундаментальных последовательностей (aν) (я называю эти фундаментальные последователь-
ности последовательностями первого порядка) таким образом, что они оказываются пределами
aν , могут быть представлены различными способами и как пределы последовательностей (bν),
где каждое bν определяется с помощью фундаментальной последовательности первого порядка(
a
(ν)
µ

)
(с фиксированным ν) [6, с. 85].

Поэтому любое подобное множество (bν), если оно обладает тем свойством, что lim
ν=∞

(bν+µ − bν)

= 0 (при произвольном µ), я называю фундаментальной последовательностью второго порядка.
Точно так же можно образовать фундаментальные последовательности третьего, четвёрто-

го,. . . , n-го порядка, а также фундаментальные последовательности порядка α, где α – любое
число второго числового класса.

Все эти фундаментальные последовательности дают для определения какого-либо действи-
тельного числа b то же самое, что и фундаментальные последовательности первого порядка. Всё
различие заключается лишь в более сложной, пространной форме задания (. . . ).

[6, c. 85] Я пользуюсь теперь следующим способом выражения: числовая величина b дана фун-
даментальной последовательностью n-го, соответственно, α-го порядка. Если решиться на это, то
мы получаем таким путём необыкновенно лёгкий и в то же время понятный язык, чтобы описать
наиболее простым и выпуклым образом всю полноту многообразных, часто столь сложных об-
разований анализа. Благодаря этому получится, на мой взгляд, серьёзный выигрыш в ясности и
прозрачности изложения. Тем самым я возражаю против опасений, высказанных г. Дедекиндом в
предисловии к его сочинению “Непрерывность и иррациональные числа”. Мне вовсе не приходило
в голову вводить с помощью фундаментальных последовательностей второго, третьего и т.д. [6,
c. 86] порядков новые числа, которые не были бы определены уже с помощью фундаментальных
последовательностей первого порядка: я имел в виду лишь понятийно различную форму задания.
Это ясно вытекает из различных мест моей работы.

Я хотел бы здесь обратить внимание на одно замечательное обстоятельство, а именно, что
порядки фундаментальных последовательностей, различаемые мною с помощью чисел первого и
второго числового классов, совершенно исчерпывают все мыслимые в анализе, уже найденные и
не найденные формы обычных типов последовательностей, исчерпывают в том смысле, что нет
вовсе фундаментальных последовательностей, - как я это строго докажу при других обстоятель-
ствах, - порядковое число которых можно было бы обозначить каким-нибудь числом, например,
третьего числового класса.

Вейерштрасс.
В 1886 году Вейерштрасс читал дополнительные лекции к теории аналитических функций

[15], посвящённые обоснованию понятия числа, в которых дал попытку критического анализа
и обобщения введённых Кантором, Гейне и Дедекиндом математиками понятия числа и непре-
рывности. Он обращается к теореме Больцано (теореме о корневом интервале) и доказывает
её, избегая геометрических и физических представлений. Обобщение Вейерштрассом концепций
Кантора и Дедекинда потребовало анализа понятий окрестности и точной верхней границы, и
привело к формированию свойств метрического и топологического пространства, что было фор-
мализовано лишь в 1904-1906 годах М.Фреше и в 1912-1914 годах Ф. Хаусдорфом.
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Физико-математический семинар в Кенигсбергском университете (1834-1937) и его
значение для университетского образования в Европе

А.Я. Шпилевой, Е.И. Щукин

Научный авторитет и известность Кенигсбергский универстет (Альбертина) [4; 5] приобрел в
XIX в. благодаря большим достижениям в области астрономии, математики, физики, а также
медицины и философии. История указанных наук этого периода не может быть написана без
упоминания имен и научных достижений ученых-кенигсбержцев.

Важную роль в развитии естествознания в университете сыграл естественно-научный семи-
нар, основателями которого были астроном Ф.В. Бессель и педагог и философ И.Ф. Гербарт
(последователь швейцарца И.Г. Песталоцци). Естественные науки были представлены в семи-
наре профессорами физики, химии, минералогии, ботаники и зоологии (математика в начале
работы семинара не была представлена); каждый из профессоров был одним из соруководителей
семинара, который начал работать в 1816 году. Для перехода на более высокую ступень семи-
нара требовались сдача экзамена по теоретической части естественно-научных курсов, а также
демонстрация определенных знаний и по математике.

Отличительной чертой Кенигсбергского естественно-научного семинара, зафиксированной в
его уставе, была его нацеленность на подготовку учителей средней школы, способных не только
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преподавать науки, но и развивать их. Семинар начал работать с 12 слушателями, распределив-
шимися по разным отделениям в соответствии с интересами; лишь часть слушателей посещала
все отделения. На физике в первый год было четыре студента: медик, философ, юрист и мате-
матик. Студенты имели не только разные интересы, но и нередко сильно отличались уровнем
подготовки. Положение усугублялось практическим отсутствием лабораторной базы (обычным
делом было проведение лабораторных занятий на квартире у профессора на приборах, приобре-
тенных или изготовленных им самим) [5-7]. В итого стала очевидной бесперспективность идеи
“всеохватывающего” естественно-научного семинара, который в июне 1852 г. был закрыт; остался
лишь физико-математический семинар, основанный К. Якоби и Ф. Нейманом в 1834 г. и ставший
ядром Кенигсбергской физико-математической школы: “ Т.н. Кенигсбергская школа, основанная
К. Якоби и Ф. Нейманом. . . есть первое явление такого рода в Германии, которое приобрело
продолжительное значение” [2, с. 147-148].

Устав семинара определял существование двух отделений: 1) чистой и прикладной матема-
тики (руководитель – профессор Якоби) и 2) математической физики (руководитель профессор
Нейман); а также двух форм занятий: 1) доклады участников семинара по избранным вопро-
сам; 2) практические и лабораторные занятия (решения учебных задач, а также более сложных,
предполагающих элементы исследования). Членами семинара могли быть студенты, изучающие
математику и физику, а также работающие школьные учителя. За наиболее удачные работы
устанавливались премии; эти работы могли быть рекомендованы к публикации. В семинаре ма-
тематика становилась главным предметом, причем в математическом отделении семинара иссле-
довательской функции уделялось преимущественое внимание по сравнению с учебной. Эта черта
получила даже особое название “кенигсбергского принципа” [5, с. 249-251].

В Кенигсбергском семинаре впервые в истории высшей школы оформилась триединая систе-
ма педагогического процесса: лекция-изложение теории; семинарские занятия-обсуждение тео-
ретических вопросов и методов исследования, решение задач; лаборатория-эксперимент (физи-
ческий). Сорокалетняя деятельность семинара под руководством Ф. Неймана, К. Якоби и сме-
нившего его Ф. Ришело (семинар работал и дальше – до 1937 года) стала важным фактором в
формировании облика европейской науки XIX столетия. Достаточно указать, что среди выпуск-
ников семинара 54 профессора математики, физики, астрономии, химии, медицины, географии,
философии в университетах Германии, Австрии, Швейцарии, Норвегии, Венгрии, России. 14 бы-
ли избраны членами академий наук в Берлине, Петербурге, Будапеште [5, 7]. Замысел Ф. Неймана
и К. Якоби создать в Альбертине физико-математическую школу осуществился: “Я не могу не
указать на тот замечательный факт, что чрезвычайно большое число знаменитых математиков,
которые происходили из Кенигсберга или вообще из восточно-прусского населения, обладали осо-
бым талантом в физико-математических науках. Если мы причислим философа и математика
Канта, то получится следующий замечательный список: Кант 1724, Ришело 1808, Гессе 1811,
Кирхгоф 1824, Карл Нейман 1832, Клебш 1833, Гильберт 1862” [2, с. 197]. Ф. Клейн ограни-
чил свой список лишь уроженцами Кенигсберга, хотя среди выпускников семинара было немало
выходцев из других мест не только Германии, но и всей Европы, в т.ч. из России [5, 8].

Уже в 1836 г. сюда поступили трое молодых людей из Петербурга – И.Д. Соколов, А.Н. Ти-
хомандрицкий, М.Ф. Спасский, которые были командированы для углубления образования за
границу в числе одиннадцати лучших выпускников Петербургского главного педагогического ин-
ститута. В инструкции, составленной от имени института академиком М.В. Остроградским, этим
трем студентам предписывалось пройти курс обучения у К. Якоби и Ф. Неймана в Кенигсберге.

Один из них – М.Ф. Спасский, возвратившись в 1838 г. в Россию, получил место адьюнкта на
кафедре физики и физической географии Московского университета. С 1853 г. (и до конца жиз-
ни) профессор М.Ф. Спасский был деканом физико-математического факультета Московского
университета. Среди его учеников – П.Л. Чебышев [3, с. 193-207], И.М. Сеченов, Ф.А. Бредихин.

С конца XIX в. роль семинара как центра, объединяющего физику и математику в Аль-
бертине, стала заметно ослабевать. Поэтому говорить о кенигсбергской физико-математической
школе, имея в виду первые десятилетия XХ в., можно лишь в той мере, в какой “кенигсберг-
ская” математика сохранила свою отличительную черту “классического” периода (Ф. Нейман,
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К. Якоби, Ф. Ришело) – неизменно высокий научный уровень. Решением министерства физико-
математический семинар Альбертины в 1937 г. был закрыт.

Есть, однако, надежда на то, что историки и архивисты помогут отыскать среди оставшейся (в
Германии) части документов архива Альбертины протоколы (результаты) возможного обсужде-
ния на физико-математическом семинаре (в период с 1933 по 1937 г.) первого (немецкого) издания
работы А.Н. Колмогорова “Основные понятия теории вероятностей” [1], целью которой было “ак-
сиоматическое обоснование теории вероятностей”, а ведущей мыслью – “естественное включение
основ теории вероятностей. . . в ряд общих понятий современной математики” и “указание тех
мест в дальнейшем изложении, которые выходят за пределы упомянутого круга идей, а именно:
распределения вероятностей в бесконечно-мерных пространствах (гл. III, §4), дифференцирова-
ние и интегрирование математических ожиданий по параметру (гл.IV, §5) и особенно теория
условных вероятностей и математических ожиданий (гл. V). Все эти новые понятия и проблемы
с необходимостью возникают при рассмотрении вполне конкретных физических задач” [1, с. 3-4].
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Об основах преподавания механики (к 150-летию со дня рождения академика
А.Н. Крылова)

И.А. Тюлина, В.Н. Чиненова

Преподавание – одна из важных граней деятельности А.Н. Крылова. Ему он отдал полвека своей
жизни.

В 1943 г. А.Н. Крылов выпустил книгу “Мысли и материалы о преподавании механики” [1], в
этой работе с большим педагогическим мастерством и особенной четкостью изложены его взгля-
ды по основным проблемам механики.

Принципом творческой деятельности А.Н. Крылова было соразмеренное действие или гар-
моничное сочетание творческого знания с инженерным опытом в решении практически важных
проблем. Он неоднократно высказывался о том, что здравый смысл и опыт практической дея-
тельности должен освещать теоретический поиск. “Аналитическая механика не должна представ-
лять собой многотомный сборник отвлеченных чисто математических задач, она должна быть
сближена с природой, сближена с действительностью, а не витать в эмпиреях”. О практической
верности механики, построенной на основных положениях, сформулированных Ньютоном, можно
судить по правильным предсказаниям (с любой желаемой точностью) о движении небесных тел.
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Небесные тела движутся именно так, как предсказывают астрономы на базе механики Ньютона.
Эти и многие другие высказывания А.Н. Крылова о гносеологическом значении исследований по
теоретической механике (как земной, так и небесной) характеризуют его как последовательного
ньютонианца.

В “Очерке установления основных начал механики” А.Н. Крылов убедительно показывает, что
рациональная механика не является наукой чисто умозрительной, как математика, скорее явля-
ясь физической наукой [1, c. 19]. “Необходимо, однако, обратить внимание, что в первых двух
книгах Ньютон не ограничивается только чисто умозрительными выводами из высказанных им
аксиом или законов движения, а для установления понятия о массе или количестве веще-
ства и пропорциональности массы тела его весу, он производит обширные опыты над качанием
маятников, груз которых он брал последовательно из разных веществ” [1, c. 30]. Далее Крылов
рассказывает об опытах Нютона по определению законов сопротивления жидкостей, о том, как
систему мира Ньютон основывал на наблюдениях, то есть, на измерениях, целиком основанных
на свидетельстве чувств, а не только на одном рассуждении.

Даже в самых отдаленных от прямого чувственного опыта явлениях ученые исходят из опо-
средованного опыта и повседневной деятельности: “Мы не имеем такого органа чувств, который
непосредственно воспринимал бы напряженность электрического или магнитного поля, тем не
менее электричество и магнетизм из всех сил природы наилучшим образом изучены и использо-
ваны” [1, c. 32]. Что касается понятия “силы”, продолжает ту же мысль Крылов, то мы находимся
в весьма благоприятных условиях: “это понятие настолько проникает в обыденную жизнь, что
не требуется установления, а лишь уточнения и измерения, чтобы стать предметом научного
исследования.

Наши органы чувств непосредственно воспринимают воздействие на них реально существу-
ющего внешнего мира, а не только в нашем представлении, как учили некоторые философы-
идеалисты” [1, c. 32].

С понятием о силе, замечает Крылов, связаны понятия о ее величине, о месте ее приложения
к телу и о ее направлении.

Систему сил, которая действуя на покоящееся тело в галилеевой системе отсчета, не изменяет
его состояния покоя, называют системой сил, взаимно уравновешивающихся или находящихся в
равновесии.

В статике, подчеркивает А.Н. Крылов, о действии сил принимают ряд аксиом, представляю-
щихся очевидными и вытекающими из общежитейского опыта. Все остальные положения статики
выводятся из основных допущений или аксиом рядом строгих математических заключений. Да-
лее Крылов рекомендует вводить следующие определения и аксиомы [1, c. 73-74].

Определение 1. Равными силами называются такие, которым соответствуют одинаковые
показания динамометра, иными словами, которые выражаются в одинаковых единицах одинако-
выми числами.

Аксиома 1. Две равные силы, приложенные к той же самой точке и направленные по той
же самой прямой в противоположные стороны, находятся в равновесии.

Определение 2. Когда система сил находится в равновесии, то сила, равная любой из них,
приложенная к той же точке и действующая по той же самой прямой, но по направлению, обрат-
ному с любой отдельно взятой силой системы, называется равнодействующей всех прочих сил
системы.

Аксиома 2. Две равные силы, приложенные к концам негибкого и нерастяжимого стержня
(неизменной прямой), направленные по этой прямой в противоположные стороны, находятся
в равновесии.

Аксиома 3. Если к системе сил, приложенных к твердому телу и находящихся в равно-
весии, присовокупить другую систему сил, также находящихся в равновесии между собой, то
полученная новая совокупность сил будет также находиться в равновесии.

Из этой аксиомы следует, что если в число сил, действующих на твердое тело и находящихся
в равновесии, входят такие силы, которые находятся в равновесии между собой, то их можно
отнять от системы и равновесие не нарушится.
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Системы сил, которые могут быть получены одна из другой соединением или отнятием от-
дельной системы сил, находящихся в равновесии между собой, называются эквивалентными.

Аксиома 4. Равнодействующая двух сил, приложенных к данной точке, действующих по
одному и тому же направлению, равна их сумме.

Аксиома 5. Равнодействующая двух равных сил, приложенных к одной и той же точке,
направления коих составляют между собой некоторый угол, лежат в одной плоскости с этими
силами и ее направление разделяет пополам угол между ними.

Как видим, Крылов еще не ввел в число аксиом статики параллелограмм сил. В большинстве
современных курсов теоретической механики этот закон формулируется четко и кратко.

Вся рациональная механика и вся небесная механика выводятся из трех основных законов или
аксиом Ньютона, предшествующих им определений и его опытов над маятниками с грузом из
разных тел, устанавливающих тождественность инертной и тяжелой масс. Крылов ставит
вопрос: “Как согласовать три закона Ньютона с тем представлением о силе, которое мы постигаем
нашим мускульным чувством и которое служит основанием статики? Короче говоря, - две ли
механики Ньютона или одна?” [1, c. 44]. -

Чтобы получить ответ на этот вопрос, он сопоставляет два определения силы:

Динамическое
Силой называется всякое действие, произво-
димое телом, чтобы измерить его состояние
покоя или равномерного и прямолинейного
движения.

Статическое
Силойназывается ощущаемое мускульным
чувством действие, производимое над те-
лом, чтобы изменить его состояние покоя
или равномерного и прямолинейного движе-
ния или же вызвать в нем упругую дефор-
мацию.

Как видно, разница этих двух определений состоит в словах: “ощущаемое мускульным чув-
ством” и “или же вызвать в нем упругую деформацию”.

Короче говоря, замечает Крылов, при динамическом определении все действие силы сводится
к изменению количества движения того тела, к которому сила приложена, иначе – к сообщению
этому телу некоторой скорости, считая массу тела постоянной.

“При статическом определении обращается еще внимание на упругую деформацию, которая
вызывается действующей на тело силой. При современном состоянии техники имеется множество
приборов, именуемых динамометрами и служащих для измерения указанной деформации, чтобы
по ней судить о силе, приложенной к телу, причем смотрят не на изменение скорости тела, а лишь
на показание динамометра. Отличным примером такого статического действия силы может
служить “тяга вант1” [1, c. 45].

Напомним, что А.Н. Крылов является непревзойденным переводчиком “Начал” на русский
язык и в своих “Мыслях. . . ” он неоднократно приводит слова Ньютона.

Ньютон о статическом действии силы говорит как бы мимоходом в пояснении к определению
VIII, где сказано: “Движущая сила распознается по силе, ей равной и противоположной, которая
могла бы воспрепятствовать опусканию тела” [3, c. 28] (под действием веса его).

Отсюда ясно, что после приложения такой силы тело будет в покое (предполагая, что в начале
оно скорости не имело); значит, действие этой силы будет статическое, но является вопрос: будет
ли эта сила действовать на тело движущееся так же, как и на тело, находящееся в покое?

В поучении в конце главы, отмечает А.Н. Крылов, Ньютон, между прочим, говорит: “При
падении тела сила тяжести в отдельные, равные между собой, весьма малые промежутки време-
ни, действуя одинаково, сообщает этому телу равные количества движения и производит равные
скорости; следовательно, за все время движения она сообщает телу полные количества движения
и скорости, пропорциональные времени”.

1Ванты (нидерл. want) — снасти стоячего такелажа, которыми укрепляются мачты.
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Словами “действуя одинаково” Ньютон и выражает то свойство силы, что сообщаемое ею
данному телу количество движения в продолжение данного времени остается постоянным и от
скорости тела не зависит.

Но второй закон движения имеет более общее значение; им указывается, что постоянная сила
сообщает телу в продолжение заданного промежутка времени постоянное количество движения.

Поясняя в третьей книге закон тяготения и пропорциональность тяготения массе притягива-
ющего тела, Ньютон в пояснении предложения VI говорит: “Падение всех тяжелых тел на земле
с одинаковой высоты (выключив неравное замедление, происходящее от ничтожного сопротивле-
ния воздуха) совершается в одинаковое время, как это уже наблюдено другими; точнейшим же
образом это может быть установлено по равенству времен качаний маятников.

Я произвел такое испытание для золота, серебра, стекла, песка, обыкновенной соли,
дерева, воды, пшеницы. Я заготовил две круглые деревянные кадочки (баночки), равные
между собой; одну из них я заполнил деревом, в другой же я поместил такой же точно груз из
золота (насколько смог точно) в центре качаний.

Кадочки, подвешенные на равных нитях 11 футов длиной, образовали два маятника, совер-
шенно одинаковых по весу, форме и сопротивлению воздуха; будучи помещены рядом, они при
равных качаниях шли взад и вперед вместе в продолжение весьма долгого времени. Следова-
тельно, количество материи (масса) в золоте (следствия 1-е и 6-е к предложению XXIV книги II)
относилось к количеству материи в дереве как действие движущей силы на все золото к ее дей-
ствию на все дерево, т.е. как вес одного к весу другого. То же самое было и для прочих тел. Для
тел одинакового веса разность масс, даже меньшая одной тысячной доли полной массы, могла
бы быть с ясностью обнаружена этими опытами” [3, c. 514-515].

Те следствия предложения XXIV, на которые ссылается Ньютон, гласят:

Следствие 1. “Когда времена качаний маятников одинаковы, то массы тел относятся, как
веса”.

Следствие 6. “В среде, сопротивления не оказывающей, масса маятника прямо пропор-
циональна кажущемуся весу и квадрату времени (одного размаха) и обратно пропорциональна
длине маятника. Ибо, как объяснено выше, кажущийся вес есть движущая сила во всякой тя-
желой среде; поэтому, когда эта среда сопротивления не оказывает, он представляет то же
самое, что и абсолютный вес в пустоте”.

Для того чтобы теоретическая механика была наукой практической, а не идеальной, рассуж-
дает Крылов, надо, чтобы ее основные понятия устанавливались на опыте, наблюдении и тесно
с ними согласовывались. Крылов подчеркивает, что “второй закон Ньютона установлен им не
только умозрительно, но и проверен опытом” [1, c. 46].

Тождественность тяжелой и инертной массы, впервые установленная Ньютоном, и проверя-
емая позже другими физиками (Ф.В. Бесселем и др.) в конце концов, превратилась в постулат,
который многими трактуется опять-таки как умозрительное положение науки. Почему-то во мно-
гих курсах механики и физики об этом опыте Ньютона и его повторении Бесселем не упоминается,
между тем Ньютон, видимо, считает этот опыт основным, ибо не только ссылается на него при
установлении второго закона, но и при установлении в книге III закона всемирного тяготения.
Это упущение также не мало способствует непониманию начал механики начинающими.

Далее Крылов приводит три закона Ньютона и шесть следствий из этих законов. Он оста-
навливается на Следствии II, в котором изложено на двух страницах доказательство паралле-
лограмма сил и затем учение о равновесии машин, т.е. рычага, ворота, наклонной плоскости,
клина, винта. В заключении этого следствия сказано: “Применение этого следствия весьма ши-
рокое, и благодаря этому широкому применению постоянно обнаруживается справедливость его,
ибо от вышесказанного зависит все учение о машинах, разными авторами излагаемое различным
образом.

Пользуясь этим же следствием, легко выводятся соотношения между усилиями в машинах,
составленных из (зубчатых) колес, барабанов, воротов, рычагов, блоков, натянутых канатов и
других механизмов, и весами грузов, поднимаемых ими прямо, или наклонно, а также силы
связок, приводящих в движение кости животных” [3, c. 45].
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Отсюда становится ясным, подчеркивает А.Н. Крылов, что когда Ньютон в “законах” или в
“предложениях” говорит о силах, действующих на “тело”, то он разумеет силу статическую и
что именно эта сила сообщает телу количество движения, ей пропорциональное, в продолжение
заданного промежутка времени.

О размерах тела Ньютон не говорит, но, выражая в дальнейшем закон движения центра
тяжести системы тел (следствие четвертой аксиомы и предложение LXV первой книги), он по-
казывает, что высказанные аксиомы относятся к движению этой точки, предполагая, что в ней
сосредоточена масса всей системы. Это свойство послужило впоследствии к установлению поня-
тия “материальная точка”.

Крылов ставит вопрос о том, что такое материя: “необходимо указать, что под этим термином
разумеется”. Он посвящает этому вопросу содержательный фрагмент, поясняя понятие материи
в единичных проявлениях, и приходя к выводу, что “материя есть одно из тех первоначальных
понятий, которые можно пояснить примерами,. . . но которому, как понятию первоначальному
дать определение невозможно” [1, c. 36].

Существенным свойством материи Ньютон считает ее инертность, и притом для данного ко-
личества материи или данной массы инертность неизменную, т.е. ни от места в пространстве,
ни от каких обстоятельств движения не зависящую. Этот признак настолько важен, что все, не
обладающее неизменной инерцией, не есть материя.

Ньютон придает весьма большое значение третьей аксиоме. В обширном поучении, изложив
опыты над соударением тел, он пишет:

“Подобно тому, как при ударе и отражении тела, коих скорости обратно пропорциональны
массам, равнозначащи, так и при движении механических приборов действующие силы, коих
скорости, взятые по направлению самих сил (проекции скорости точки приложения каждой силы
на направление этой силы), обратно пропорциональны этим силам, равнозначащи между собой,
и при стремлении в противоположные стороны взаимно уравновешиваются” [3, c. 55].

В. Томсон (лорд Кельвин) и П. Тэт справедливо отметили, что в приведенных словах Ньютона
заключается “начало возможных работ” для статики и “начало возможных перемещений” для
кинетики, но прошел 101 год после первого издания “Начал”, когда вышла в свет “Аналитическая
механика” Ж. Лагранжа. Здесь уже механика приобретает свой современный вид, и Лагранж,
соединив начало возможных перемещений с началом Даламбера, всю механику как точки, так и
системы точек заключил в одну формулу:

n∑

i=1

[(Xi −miẍi) · δxi + (Yi −miÿi)δyi + (Zi −miz̈i)δzi] = 0,

причем δxi, δyi, δzi суть так называемые “возможные перемещения”, т.е. произвольные бесконечно
малые величины, удовлетворяющие “уравнениям связей”.

В этой формуле уравнений движения совершенно ясно, что статические силы, действуя на
массу mi, сообщают ей ускорение, коего проекции на оси координат суть: ẍi, ÿi, z̈i и, значит,
измерять ли силу по количеству движения, ею сообщаемому, или по динамометру, составит не
д в е , а одну механику Ньютона.

Принципу Даламбера и силам инерции А.Н. Крылов уделяет большое внимание, так как
“среди физиков и математиков имеется невероятная путаница” [1, c. 49]. Он приводит текст своего
доклада, прочитанного в Математическом институте Академии Наук СССР 26 декабря 1936 г.
(к 250-летию появления “Начал” Ньютона).

Давая обзор новейших достижений физики ко времени XX в., Крылов замечает, что в по-
нимании взаимосвязи энергии и вещества, носителем которого была со времен Ньютона масса,
возникли иные по сравнению с классическими представлениями. После полуторавекового ис-
пользования химиками закона сохранения материи, и после векового использования физиками
закона сохранения энергии (трактовка этих двух законов проводилась вне зависимости друг от
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друга) наука была подведена к необходимости синтеза этих двух подходов. “Но в последние го-
ды возникло и точнейшими и труднейшими экспериментами и математическими исследованиями
устанавливается закон единства вещества и энергии. . . ”. Таким образом, классической ме-
ханике отводится более скромная по сравнению с прежней роль: служить введением в физику:
“. . . физика – не французский роман, и читать, а тем паче изучать физику надо с начала, а не с
конца, начало же физики есть теоретическая механика” [1, c. 36].

Крылов считает, что сложное строение атома, обнаруженное новой физикой, не умоляет роль
ньютоновской схемы о пределе делимости материи – атоме, тем более что Ньютон вводил аб-
страктную модель, т.е. схему. “. . . ввиду необыкновенных трудностей разбиения атома старин-
ное учение о его неизменности практически не столько опровергнуто, сколько подтверждено и
укреплено, как и вся атомистическая химия, на неизменности атома основанная, - новым уче-
нием установлено до каких отдаленнейших пределов старинное учение справедливо и насколько
вообще прочен атом” [1, c. 55].

А.Н. Крылов считает, что для хорошего усвоения механики необходима более глубокая под-
готовка по математике и начинать курс теоретической механики следует с раздела “Статика”.
Основные понятия механики и ее основные законы следует излагать менее догматически, чем
это обычно делают; здесь нужно подражать изложению великих механиков: Ньютона, Эйлера
и Лагранжа. Крылов превосходно знал классические труды знаменитых математиков и меха-
ников. Эта любовь к изучению творений великих ученых прошлого побудила его перевести и
прокомментировать гениальное произведение И. Ньютона “Математические начала натуральной
философии”.

Следует излагать механику как естественную науку, обращая особое внимание на те понятия
(массы, инерции, силы), которые устанавливаются экспериментально. А.Н.Крылов считал более
правильным излагать механику в скалярной, а не в векторной форме. В главе VI “О векторном
исчислении” Крылов приводит слова сэра В. Томсона (лорда Кельвина): “Векторы сберегают мел
и расходуют мозг” [1, с. 61].

Применение векторного исчисления к механике, по мнению А.Н.Крылова, сопряжено еще со
следующим неудобством: при установлении понятия о силе учащийся, будущий инженер, усваи-
вает это понятие, как взятое из природы, как реально существующее, и у него образуется недо-

верие к результатам, получаемым применением чисто условного метода исчисления, в котором
произведения

ij = jk = ki = 0,

без того, чтобы один из множителей был равен нулю. У учащегося зарождается сомнение, не
вносит ли эта символика противоречий в существо дела, т.е. в законы природы. Сила действует на
тело по тем законам, которые имеют место в природе, которые ей от природы положены, нашими
чувствами постигнуты и опытами и наблюдениями установлены, а векторы условно придуманы;
есть ли полное соответствие между этими придуманным и действительностью?

Далее А.Н. говорит, что в технических учебных заведениях надо всю механику излагать ко-
ординатными методами, вводя векторы лишь постольку, поскольку это сделано в статике Пуансо
(ось пары). Затем дать сводку основных результатов и показать вкратце применение векторного
метода и те упрощения, которые он вносит, но это сделать не при первоначальном прохождении
курса, а как бы в виде сводки, после того как курс усвоен.

Отличительной особенностью А.Н. Крылова, как педагога, является умение его ясно и нагляд-
но представить слушателям сущность каждой рассматриваемой задачи или явления, отделить
главное от второстепенного, сосредоточить внимание на главном и требовать доведения решения
каждого рассматриваемого вопроса до численного примера.

Академик В.И. Смирнов считает: “Делом жизни А.Н. Крылова, на которое была направлена
вся его неисчерпаемая энергия, было постижение закономерностей явлений окружающего нас
мира как с количественной, так и с качественной стороны, и математика была для него ключом
к этому постижению” [4, c. 76].
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А.В. Васильев. Творческая биография

Ю.Ю. Царицанская

Александр Васильевич Васильев (1853-1929) – чрезвычайно интересная фигура в математиче-
ском сообществе своего времени. Свою известность он получил, в первую очередь, благодаря
активной популяризаторской деятельности в направлении распространения идей Лобачевского и
увековечения его памяти, а также благодаря своему организаторскому таланту, проявившемуся
во всей широте в его общественно-научной работе.

Однако в тени остаются многие другие аспекты его многогранной творческой деятельности,
такие как преподавательская практика, математические труды, заслуги в распространении но-
вейших европейских научных теорий в России, деятельность по реферированию работ русских
математиков для заграничных изданий с целью популяризации их результатов.

Александр Васильевич Васильев родился 24 июля 1853 года в Казани в семье выдающего-
ся русского китаеведа, академика Петербургской Академии наук, Василия Павловича Васильева
(1818-1900). Его мать, Софья Ивановна Симонова, была дочерью ректора Казанского университе-
та, астронома, члена-корреспондента Петербургской академии наук Ивана Михайловича Симоно-
ва (1794-1855). В 1855 году в связи с переездом факультета восточных языков в Санкт-Петербург
семья Васильевых переехала в столицу [1].

С самого детства перед глазами Васильева был живой пример неустанной научной деятель-
ности в лице отца, что не могло не стать причиной раннего развития в нем тяги к знаниям.
Научившись читать в четыре года, мальчик с пяти начал читать газеты, причем “для большего
удобства раскладывал газетный лист на полу, и сам ложился на пол”. В 11 лет он поступил в 5-ю
Санкт-Петербургскую гимназию и окончил ее в 1870 году с золотой медалью [10].

Свой научный путь Васильев начал в стенах Санкт-Петербургского университета на физико-
математическом факультете, где в полной мере воспринял традиции математической школы Че-
бышева. Закончив обучение в 1874 г. со степенью кандидата и получив приглашение читать
лекции в Казанском университете, Васильев представил для защиты в Казани сочинение на
получение права преподавания “Об отделении корней систем совокупных уравнений” (1874). В
этой работе он детально изложил теорию характеристик Кронекера, описанную в работе “Über
Systeme von Functionen mehrer Variabeln” (1869), посвященной применению теории характеристик
к задаче об отделении корней систем уравнений, а затем доказал теоремы Штурма и Лиувилля,
используя более общий метод Кронекера. Данная тематика исследований впоследствии встретит-
ся в докторской диссертации Васильева, также посвященной теории характеристик Кронекера.

В период с 1875 по 1878 годы Васильев работал в качестве приват-доцента в Казанском Уни-
верситете. В 1879 году, после сдачи магистерского экзамена, он был командирован за границу
для приготовления к профессорскому званию, где посещал лекции Кронекера и Вейерштрасса
в Берлине и Эрмита – в Париже. Во время этой поездки Васильев познакомился со многими
видными математиками Европы, в том числе с Ф. Клейном, Г. Миттаг-Леффлером, С.В. Кова-
левской, К. Шварцем, Э. Куммером. Итогом поездки стала представленная в Казанский Универ-
ситет на защиту магистерская диссертация Васильева “О функциях рациональных, аналогичных
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функциям двояко-периодическим”. В ней рассмотрены функции, инвариантные относительно ко-
нечных подгрупп группы дробно-линейных преобразований (группы вращений на постоянный
угол, группы диэдра, группы вращений тетраэдра, группы вращений октаэдра, группы вращений
икосаэдра). Затем установлена связь между такими функциями и дифференциальными уравне-
ниями третьего порядка определенного вида. Решения этих уравнений, в свою очередь, связа-
ны с линейными дифференциальными уравнениями второго порядка, что позволяет построить
классификацию линейных дифференциальных уравнений второго порядка, имеющих алгебраи-
ческие интегралы, в соответствии с 5-ю типами. Эта работа была основана на идеях, изложенных
Ф. Клейном в “Лекциях об икосаэдре и решении уравнения 5-ой степени” (1884). В этом сочине-
нии Клейн указал на диссертацию Васильева как на источник, достаточно полно отражающий
содержание данной теории. К этому же периоду относится его работа “Об особенных решениях в
связи с новыми взглядами на задачу интегрирования дифференциальных уравнений первого по-
рядка” (1878), посвященная изложению результатов Клебша по теории коннексов и приложению
их к исследованию особых решений дифференциальных уравнений.

В 1884 году Васильев защитил докторскую диссертацию “Теория отделения корней систем ал-
гебраических уравнений”, в которой вернулся к теме, уже встречавшейся в его творчестве ранее –
теории характеристик Кронекера. На этот раз он начал изложение с развернутого исторического
обзора, в котором показал, как задача нахождения числа корней уравнения f(x) = 0 переросла
в задачу об отделении корней систем алгебраических уравнений. Анализируя все попытки, пред-
принятые на пути решения данной проблемы (теория интегральных указателей Коши, теория
вставлений Сильвестра, теория характеристик Кронекера), Васильев заметил, что все они пря-
мо или косвенно сводятся к изучению вопроса о переплетении на плоскости кривых, заданных
уравнениями f(x)=0, f ’(x)=0, y=0. Аналогичную идею использовал также Гаусс в доказательстве
существования, по крайней мере, одного корня уравнения f(z) = 0. Первые результаты относи-
тельно нахождения числа корней системы двух уравнений с двумя неизвестными были получены
Штурмом и Лиувиллем. Работа Кронекера “Über Systeme von Functionen mehrer Variabeln” (1869)
стала обобщением данных результатов на случай n измерений. Однако сочинение Кронекера было
написано в чрезвычайно лаконичной и сжатой форме, в силу чего, по мнению Васильева, доволь-
но сложно для понимания. Васильев поставил своей целью подробное изложение результатов
Кронекера и их связи с предшествующими теориями, объединив, таким образом, все исследова-
ния, касающиеся нахождения числа корней уравнений. Сюжет работы интересен тем, что помимо
алгебраического применения теории характеристик в ней дана геометрическая интерпретация ха-
рактеристики системы функций (с использованием понятия завивания кривой или поверхности
вокруг точки).

Таким образом, анализ математических работ Васильева показывает, что все они объединены
стремлением их автора донести до широкого круга читателей новейшие достижения западной
математики, а также путем синтеза теорий и концепций продемонстрировать взаимосвязи между
различными областями математических наук.

В 1884 году Васильев был избран председателем физико-математической секции в Казанском
обществе естествоиспытателей, преобразованной в 1890 году в Казанское физико-математическое
общество, и в качестве председателя он занимался редактированием Известий Казанского физико-
математического общества, где регулярно публиковал заметки, освещающие различные события
из математической жизни Европы. Кроме того, с 1883 года Васильев составлял рефераты ра-
бот русских математиков по анализу для немецкого издания “Jahrbuch über die Fortschritte der
Matematik” (в период с 1883 по 1897 гг. Васильев опубликовал обзоры более 400 работ).

В 1887 году Васильев был избран ординарным профессором, а в 1899 году получил звание
заслуженного профессора. Курсы лекций, читаемые Васильевым – “Введение в анализ”, “Диффе-
ренциальное исчисление”, “Геометрические приложения дифференциального исчисления”, “Инте-
грирование дифференциальных уравнений”, “Исчисление конечных разностей”, “Теория вероят-
ностей”, “Теория чисел” – отличались содержательностью, новизной идей (напр. теория групп,
теория множеств) и широтой философско-исторического контекста, сопровождавшего рассмат-
риваемые теории [6].
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Особого внимания заслуживает преподавательская деятельность А.В. Васильева. Один из
его учеников, Н.Н. Парфентьев, охарактеризовал Васильева-педагога как “ученого, который умел
учить и увлекать молодежь”. “Его блестящие по внешней форме и содержанию лекции привлекали
всегда битком набитые аудитории – будь то лекции теоретические, практические, семинарские
или публичные”.

Васильева крайне волновал вопрос создания условий для активной самостоятельной рабо-
ты студентов, и с этой целью им был организован в 1900 г. “Казанский физико-математический
кружок” при Казанском физико-математическом обществе. Другой его ученик, Д.М. Синцов,
вспоминал, что, таким образом, “постоянное общение с таким живым, полным заразительной ки-
пучей энергии человеком разрешало вопрос о кадрах, и немноголюдный Казанский университет
за короткое время выдвинул ряд лиц, ставших потом преподавателями математических наук во
всех концах России”. И это не преувеличение. Взглянув на состав преподавателей по математи-
ческим дисциплинам в университете, можно обратить внимание, сколь велико среди них число
тех, кто был оставлен для приготовления к профессорскому званию А.В. Васильевым. К числу
его учеников относятся Дмитрий Матвеевич Синцов (занимался теорией коннексов), Александр
Петрович Котельников (разрабатывал проблемы механики неевклидовых пространств), Николай
Николаевич Парфентьев (проводил исследования по теории роста функций), Владимир Леонидо-
вич Некрасов (преподавал в Томском Технологическом университете, защитил магистерскую дис-
сертацию “Строение и мера линейных точечных областей”), а также Е.И. Григорьев, П.П. Граве
и др. [7]. Обращая внимание на разноплановость научных интересов учеников Васильева, можно
предположить, что она стала результатом влияния широкого научного кругозора их педагога.

Делом жизни Васильева по праву может считаться популяризация идей Лобачевского и де-
ятельность по увековечению его памяти. Васильев был инициатором подписки на капитал по
случаю 100-летия со дня рождения великого казанского геометра. Обширные международные
связи Васильева (он был лично знаком со многими видными математиками Европы) позволили
придать этой идее грандиозный размах. О том, с каким интересом Европа восприняла деятель-
ность Васильева в этом направлении, можно судить по тому, что речь, произнесенная Василье-
вым на торжественном заседании Казанского университета 22 октября 1893 г., была переведена
на немецкий, французский, английский, испанский и чешский языки. В результате на собранные
деньги была учреждена премия за исследования в области геометрии, а также открыт памятник
Лобачевскому. В число лауреатов премии попали С. Ли, Д. Гильберт, Ф. Шур, Г. Вейль и др.
[1, 5]. В этот период вышел ряд работ Васильева, посвященных Лобачевскому – “Lobachevsky as
algebraist and analyst” (1894), “Значение Н.И. Лобачевского для императорского Казанского уни-
верситета” (1896), “Lobatschefskij’s Ansichten uber die Theorie der Parallellinien vor dem Jahre 1826”
(1897). Логическим завершением трудоемкого и кропотливого процесса изучения биографии и на-
следия Лобачевского стала написанная в 1927 году книга “Жизнь и научное дело Лобачевского”
(первоначальный тираж ее был уничтожен властями, и книга увидела свет лишь в 1992 году) [3].

Васильев был участником первого, а также нескольких последующих Международных ма-
тематических конгрессов. О его высоком авторитете в международном сообществе говорит, в
частности, то, что он входил в число вице-президентов IV Международного математического кон-
гресса [3]. С 1899 года Васильев являлся членом редакционного совета журнала “L’Ensieignement
mathematique” (Paris). Кроме него, от России туда входил Бугаев, а также такие видные матема-
тики Европы, как Аппель, М. Кантор, Гальдеано, Клейн, Миттаг-Леффлер, Пуанкаре, Тейшейра.

В 1906 году Васильев был избран членом Первой Государственной Думы от Казанской губер-
нии, и в связи с этим он с семьей переехал в Петербург. Через год от Академии наук и Универси-
тетов он был избран в Государственный Совет, а в 1910-1914 гг. был членом Санкт-Петербургской
городской Думы. Там он продолжил активную научно-педагогическую деятельность: читал на
физико-математическом факультете Петербургского университета факультативные курсы “Тео-
рия групп” и “Теория иррациональных чисел” и на химическом отделении курс “Основы высшей
математики”, преподавал на Бестужевских высших женских курсах, в Педагогической академии
(где читал курс “Обзор важнейших вопросов философии математики”) [8].
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Совместно с П.С. Юшкевичем Васильев выпускал серию сборников “Новые идеи в математи-
ке” в период с 1913 по 1915 гг. (выпуски 1-10. СПб.). Во вступлении к первому тому Васильев
формулирует цель издания как ознакомление широкой аудитории с новыми математическими
идеями и установление из связи с существующими теориями, ибо развитие философской мысли
важно для математики тем, что вызывает “как постановку новых математических проблем, так
и новые взгляды на проблемы, давно уже интересующие математиков”. Авторами сборника ста-
ли известные европейские математики и философы науки: Э. Мах, А. Пуанкаре, П. Ланжевен,
Г. Минковский, М. Лауэ, Ф. Клейн, Г. Кантор, Б. Рассел, Г. Грассман, В. Вундт и многие другие
[3, 17].

Васильев был одним из основоположников фундаментальных исследований по истории мате-
матики в России. Вот некоторые из его трудов: “Из истории и философии понятия о целом поло-
жительном числе” (1891), “Исторический очерк теории чисел” (1899), “Целое число. Исторический
очерк” (1919), “Математика. Вып.1 (1725-1826-1863)” (1921). К этому списку примыкает также
вышедшая в 1923 году книга “Пространство, время, движение”, в которой Васильев разворачивает
впечатляющую панораму развития геометрических и физических представлений человечества,
начиная с древнейших времен и заканчивая современными философскими концепциями, и, таким
образом, подводит читателя к новейшим взглядам на связь между пространством и временем.
О признании мировым научным сообществом заслуг Васильева в этой области свидетельствует
избрание его в 1929 году членом-корреспондентом Международной академии истории науки [7].

Революция 1917 г. и гражданская война принесли с собой множество перемен. Васильев, при-
держивающийся либерально-демократических взглядов, не мог, как прежде, продолжать актив-
ную научную деятельность, участвовать в международных научных съездах, гораздо сложнее
стало поддерживать контакты с зарубежными математиками. В 1923 году он переехал в Москву,
где его научная деятельность преимущественно сосредоточилась в направлении переводов статей
зарубежных авторов.

Среди научных интересов Васильева появилось направление биологической психологии в кон-
тексте ее связи с проблемой пространства. В 1926 году он послал доклад на международный
философский конгресс в Бостоне “The acquisitions and enigmas of the Philosophy of Nature”. Если
рассмотреть культурного человека как результат длительной эволюции то почему бы, в таком
случае, не считать наши концепции восприятия пространства и времени тоже результатом био-
логического синтеза? Этой же тематике посвящена его другая работа, вышедшая в 1929 году в
журнале “Scientia”, – “Development des concepts scientifiques de l’espace”, где Васильев касается
проблемы полезности исследования психической жизни животных, как шага на пути изучения
человеческого восприятия пространства [4].

Интересен тот факт, что в это же время оканчивал школу и готовился к поступлению в
вуз внук А.В. Васильева Л.В. Крушинский, в котором с детства проявилось увлечение биологи-
ей. Интерес к биологии перерос впоследствии в серьезную научную работу в области генетики,
и Л.В. Крушинский стал выдающимся биологом, членом-корреспондентом АН СССР. Поэтому
можно предположить, что именно его интерес к биологии оказал влияние на столь необычное
смещение акцентов в научно-философских интересах А.В. Васильева [9].

А.В. Васильев умер в 1929 году и был похоронен в Москве на Введенском кладбище.
Подводя итоги, отметим несколько характерных особенностей, сопровождавших все стороны

деятельности А.В. Васильева – начиная от научных трудов и заканчивая общественной рабо-
той. Первое, что необходимо выделить, – это его желание донести до широких масс новейшие
идеи и веяния западной науки (математические работы, новые идеи в математике, участие во
всероссийских и международных научных съездах и т.д.). Второе – это стремление в любом во-
просе установить преемственность идей и традиций; это касается не только математических и
философских теорий, но также, например, и вопросов государственного устройства. Третье – это
понимание ценности и необходимости качественного и доступного образования (как среднего, так
и высшего) для всех слоев населения. Эту позицию иллюстрирует его интенсивная работа со сту-
дентами, разработка вопросов развития народного образования в Казанской губернии, активная
преподавательская деятельность на Высших женских курсах в Казани и Санкт-Петербурге.
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Вопросы преподавания арифметики в трудах А.Ф. Малинина

С.В. Жаров

В 1872 году А.Ф. Малинин после работы в Туле и Твери вернулся в Москву (и уже больше не
покидал ее до самой своей смерти) на пост директора нового учебного заведения – Московско-
го учительского института, основателем которого был он сам. Согласно положению от 31 мая
1872 года началось преобразование уездных училищ в городские. Возник вопрос о подготовке
учителей для городских училищ. С этой целью в некоторых наиболее крупных городах России
были открыты учительские институты с трехгодичной формой обучения. Одним их них и был
Московский учительский институт.

Разностороннее образование и выдающиеся способности помогли А.Ф. Малинину в корот-
кое время приобрести вполне заслуженную известность лучшего преподавателя математики. Но
преподавательская деятельность не могла вполне удовлетворить Александра Федоровича и по-
глотить всю его энергию: он вскоре выступил как педагог-писатель. Его живой разносторонний
ум не мирился с узкими рамками современной ему педантической педагогики. А. Ф.Малинин
понимал, что для развития науки важно ее широкое распространение в народных массах, ее
общедоступность. Это легло в основу всей его деятельности.

В 1866 году А.Ф. Малинин совместно с К.П. Бурениным опубликовал “Руководство ариф-
метики” [1] и “Собрание арифметических задач” [2]. Этим было положено начало целому ряду
отличных для того времени учебников, написанных Александром Федоровичем один за другим
в короткое время. По этим руководствам десятки лет (вплоть до тридцатых годов прошлого
столетия) училось юношество всей России. К сожалению, эти книги не были одобрены Ученым
советом в качестве руководства для гимназий, а только в качестве учебных пособий.

Цель издания “Руководства арифметики” [1] авторы видели в том, чтобы “дать учащемуся
книгу, которая, содействуя, с одной стороны, развитию логического мышления и представляя
науку в систематическом изложении, была бы им совершенно по силам”. Авторы применяли при
этом догматический метод изложения при выводе правил и доказательств из немногих простых
определений, а каждому определению предпосылали практический пример или задачу, из кото-
рого уяснялось новое понятие и само его определение. Авторы старались делать изложение, хотя
и научным, но простым и живым, чтобы они были понятны даже ученику первого класса.

Со стороны изложения “Руководство арифметики” отличалось двумя особенностями: 1) при
объяснении каждого действия указывалось его значение и вопросы, которые могли быть реше-
ны посредством излагаемого действия; 2) изложение каждого параграфа заканчивалось рядом
вопросов, обнимавших все содержание параграфа и иногда требовавших применения выводов па-
раграфа к частным случаям. “Руководство” было напечатано двумя шрифтами: крупным шриф-
том – те статьи, которые предназначались для младших классов гимназий, мелким – те статьи,
которые изучались при повторении арифметики в старших классах. В первую очередь необхо-
димо выделить тот момент, что в пособии собран громадный научно-методический материал,
позволяющий увидеть арифметику, как целостную науку. При этом если сравнивать современ-
ное преподавание с тем, что было сто лет назад, то, во-первых, уже самого названия арифметики
нет и, во-вторых, уже с начальной школы вводятся уравнения и неравенства, за которыми вы-
числительные навыки теряются. К тому же достаточный вред наносят калькуляторы, которые
не дают запомнить даже элементарную таблицу умножения. В “Руководстве” А.Ф. Малинина не
только подробно изложена таблица умножения, но и процесс ее составления в форме знаменитой
таблицы Пифагора, которая почти совсем исчезла с последних страниц обложки современных
ученических тетрадей. Среди дополнительного материала можно еще выделить рассмотрение
различных систем счисления – позиционных и непозиционных, историю метрической системы
измерения и различного летоисчисления. По мнению известного педагога В.В. Латышева в посо-
бии “нет ясности и отчетливости в изложении материала”, но преподавание велось в соответствии
с утвержденными официальными программами, принятыми для общеобразовательных школ.
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В “Собрании арифметических задач” [2] под тем же авторством А. Малинина и К. Буренина
помещены 2043 задачи, которые следуют последовательно в порядке возрастания трудности. При
этом главы задачника названы так же и в том же порядке, как они следуют в учебном пособии.
Популярность этих двух книг была таковой, что за 22 года с 1866 по 1888 вышло 39 изданий
пособий общим тиражом более одного миллиона экземпляров. Если сравнить первые издания с
последними, то можно заметить значительные исправления. Дело в том, что А.Ф. Малинин учи-
тывал все замечания критиков и новшества математической мысли и вносил изменения в после-
дующие издания, уделяя громадное количество времени на новую корректуру. Даже за несколько
часов до смерти автор был занят подготовкой нового издания “Руководства арифметики”.

Представляет интерес упомянуть еще об одной книге А.Ф. Малинина – “Задачи для умствен-
ных вычислений” [3], где представлено около трех тысяч задач и примеров на отработку вычис-
лительных навыков по математике. При этом даны примеры как на вычисление, так и в виде
практических задач. Приведем несколько простых задач на разнообразные ситуации.

1. Как заплатить 15 копеек одной монетой? 2-мя? 3-мя? 5-ю? 10-ю? 15? (Раньше имела хож-
дение монета в 15 копеек.)

2. Отец дал трем сыновьям полторы дюжины яблок. Сколько досталось каждому?

3. Отец дал во вторник сыну двугривенный (20 копеек). Сын тратил каждый день по 4 копейки
на завтрак. Когда он истратит последние деньги?

4. Из 11 лошадей сколько можно запрячь двоек? Троек?

5. Я задумал число; если я вычту из него 7, то выйдет 4. Какое число я задумал?

6. Сколько надо прибавить к утроенному числу 2, чтобы получить 11?

7. Сколько надо вычесть из ушестеренного числа 3, чтобы получить 11?

8. У Маши было 11 яблок; она одно яблоко съела, а остальные поделила поровну между пятью
братьями. Сколько получит каждый брат?

9. У Пети три пряника, скольким товарищам может он дать по одному прянику? Скольким
по 2 пряника?

10. Из каких трех равных чисел состоит 6? Из каких трех неравных?

11. Шесть башмаков составляют сколько пар?

12. Что больше половина восьми или четверть восьми? Четверть восьми, треть шести или
половина четырех?

13. Мать разделила 8 груш между четырьмя сыновьями поровну. Сколько досталось каждому?

Учебное пособие разделено на разделы: числа до десяти, числа до ста, числа до тысячи, числа
до миллиона и еще раздел действия с дробями.

Если соотносить с современным учебным курсом, то задачи на числа до десяти вполне соот-
ветствуют курсу первого и второго класса начальной школы. Почти тысяча задач приведена на
действия с числами до ста, при этом большинство из них – с практическим содержанием. На-
пример, отец дал трем сыновьям полторы дюжины яблок. Сколько досталось каждому? Другой
пример: сколько месяцев в году? В полутора годах? Такие примеры активизируют восприятие
арифметики и делают ее более “живой”.

Предусматривалось, что дети знакомы с такими дробями, как полтора, четверть, половина,
треть из жизненных ситуаций при различных покупках в магазине. Поэтому нет необходимости
задачи с такими числами полностью переносить на другой раздел действий с дробями.

Около двухсот задач составлено на числа до тысячи. Часть примеров можно отнести ко вто-
рому или третьему классу, т.е. те, которые не содержат дробей. Пример: я сложил два числа, из
которых одно в 10 раз больше другого, и получил 550. Какие это числа?

Многие примеры содержат дроби, которые уже выходят за рамки начальной школы, поэтому
при подборке соответствующего задачного материала придется ограничиваться целыми числами,
но речь идет об арифметическом материале, пронизывающим все уровни школьного образования.
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Четвертый раздел также является многочисленным по количеству задач, при этом присут-
ствие дробей может ограничить их применение в начальных классах. Хотелось бы выделить, что
такой задачник после определенного анализа и переработки можно применить в современном
преподавании как в начальной школе, так и в среднем звене Приведем примеры задач.

1. Сумма двух чисел равна 600; одно число на 40 больше другого. Найти эти числа.
2. Найти два числа, сумма которых 800, а разность 60.
3. Сумма двух чисел 900; одно из них в 9 раз больше другого. Найти эти числа.
4. Купец потерял четверть своего состояния, и у него осталось 12000 рублей. Сколько денег

у него было и сколько он потерял?
Необходимо отметить, что собранные в сборнике задачи носят комплексный характер, так как

их можно по отдельности применять в течение учебного года, а также и позже для повторения
всего курса арифметики. По такому же принципу построены основные пособия А.Ф.Малинина
по арифметике. Все примеры и задачи направлены на отработку вычислительных навыков, при
этом наблюдается небольшое отличие в терминологии. Так, вместо понятия величины применя-
ются именованные числа, которые никак не влияют на окончательный результат преподавания
арифметики.

Таким образом, учебники Александра Федоровича Малинина положили начала особому на-
правлению в преподавании элементарной математики, которое может быть охарактеризовано
следующим образом: при изложении того или иного математического материала на уроке или
в учебнике не следует отклоняться от научной строгости объяснений и доказательств, но в то
же время их следует делать доступными и вполне понятными тому возрасту учеников, которому
преподается математика.
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Слово Бога “О мере и числах” в церковном искусстве

Г.А. Зверкина, Е.В. Орлова, Р.А. Симонов

Во второй книге Ездры приведены слова Бога об измерениях (мерах), связанных с календарными
процессами и числами для их записи: “Мерою измерил Он времена, и числами Он занумеровал
их, и Он не двигался и не двигал их, пока не было это выполнено”1. Эти слова о важности
измерений и вычислений находят своё отражение в многочисленных памятниках православной и
католической культуры. При этом в визуализации этих представлений значительную роль играет
дохристианская традиция, известная нам по источникам античной культуры, а также из истории
мировоззрения стран Востока.

Так, например, с древнейших времён представители самых разных цивилизаций древности
отождествляли геометрические инструменты с символом мудрости – и действительно, на мини-
атюрах в средневековых рукописных изданиях Библии мы видим Бога с измерительными при-
борами в руках. Это, во-первых, хорошо известные изображения Бога, измеряющего вселенную,
из средневековых рукописей, например, из Морализованной библии XIII в. (Австрийская наци-
ональная библиотека, Вена, MS Cod. 2554 fol. Iv.)2, а также изображение Бога с циркулем вне

12-я кн. Ездры (4:37)
2Пильгун А.В. Вселенная Средневековья: космос, звезды, планеты и подлунный мир в иллюстрациях

из западноевропейских рукописей VIII-XVI веков. М., 2011. С.105.
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какой-либо измерительной деятельности – циркуль1 служит здесь символом мудрости и высшего
знания – например, в Исторической библии XV в. (Британская библиотека, Лондон. LBL MS
Royal 19 D III fol. 3r)2.

Также важную часть христианской культуры составляли календарные вычисления – и в ви-
зуализации календарной информации мы видим не только изображения небесных тел, но и изоб-
ражения знаков Зодиака, как символов соответствующих месяцев. Например, на фреске Воскре-
сенской церкви румынского монастыря Сучевица XVI в. каждый знак Зодиака символизирует
определённый месяц и сопровождается изображением одного из святых с обозначением даты
празднования дня этого святого.

Важной частью христианской культуры являлось летоисчисление, и в связи с этим богослов-
ская традиция, естественно, обращалась и к исчислению периодов жизни человека (человеческих
возрастов). Здесь хорошо заметно влияние античной традиции. Как известно, пифагорейцы вы-
деляли из ряда натуральных чисел число 10, приписывая ему некоторые, в том числе сакральные,
свойства. Кроме того, в известном трактате Псевдо-Гиппократа о числе 73, это число связывается
с различными периодами человеческой жизни; вся жизнь человека, согласно Псевдо-Гиппократу,
делится на семилетия; несомненно также влияние на отношение к числу 7 семидневности недели,
известной задолго до создания Ветхого Завета в античном мире. “Магия чисел”, возникшая в
глубокой древности и преобразованная в нумерологию пифагорейцами, достаточно широко была
распространена и в христианском мире.

Это нашло отражения в некоторых изображениях христианской церкви Так, например, сю-
жет о возрастах человека, называемый “Колесо жизни”, обнаружен в болгарских памятниках:
в церкви Рождества Христова в Арбанаси (XVII в.)4 и в Спасо-Преображенском соборе Пре-
ображенского монастыря5 (XIX в.) недалеко от Велико-Тырново. Структура возрастов человека
здесь базируется на десятилетиях и семилетиях, начиная с рождения человека и кончая его смер-
тью (интересно отметить, что десятилетия и семилетия здесь перемежаются). Семилетние этапы
сопровождаются числовым указанием возраста и рисунками, иллюстрирующими стадии физиче-
ского состояния: от детства и юности к зрелости, к увяданию и дряхлению, наконец - к смерти,
которая изображается падением состарившегося человека с “Колеса жизни” в пасть страшному
чудовищу.

С развитием книгопечатания в России и в странах Европы стали популярны назидательные
изображение “Колеса Фортуны” (в состав которого также входили аллегорические изображения
стадий человеческой жизни, так же, как и в сюжете “Колесо жизни”). Эти назидательные гра-
вюры предназначались для демонстрации идеи превратности судьбы, и, в конечном счете, – для
обоснования судьбоносного главенства Бога в жизни человека. Отметим, что “Колесо Фортуны”
и подобные изображения также входили и в состав гадательных магических практик6.

1Зверкина Г.А. Циркуль: инструмент и символ// Бюллетень №47 Семинара по геральдике и вспо-
могательным историческим дисциплинам. М., РГГУ. 2008. С.6-11; Зверкина Г.А. Знакомьтесь: циркуль
[Электронный ресурс]// Полином. 2009. №3. С.4-19. URL: http://www.mathedu.ru/polinom/polinom2009-
3.pdf (дата обращения: 12.09.2011) О циркулях// Живая математика 2010. №5. С.8-12.

2Пильгун А.В. Вселенная Средневековья: космос, звезды, планеты и подлунный мир в иллюстрациях
из западноевропейских рукописей VIII-XVI веков. М., 2011. С.108.

3Трактат Псевдо-Гиппократа “О числе 7” // Maковельский A., Досократики. Казань, 1914. Ч.1. Вве-
дение. C.XVI–XXIII.

4См. публикацию фрески в кн.: Карпенко Л.Б. Священная азбука Кирилла. Самара, 2004. С.227; Геров
Г. “Време” и “история” в стенописите от галерията на църквата “Рождество Христово” в Арбанаси// Про-
блеми на изкуството. София, 1996. №4. С.3-13; Геров Г. Время как метафора пограничности. Некоторые
сюжеты храмовых росписей византийского и поствизантийского периода// Материалы Международной
научной конференции 1-2 ноября 2005 года/ Ред.-сост. А.Л. Баталов, Э.С. Смирнова. М., 2009. С.117-132.

5Бакалова Е. Колелото на живота в българската живопис от ХVII-ХIХ век. Иконографски източни-
ци// Християнско изкуство и култура в югозападните български земи. Известия на Историческия музей,
Благоевград. Благоевград, 2005, 39-51.

6Райан В.Ф. Баня в полночь: Исторический обзор магии и гаданий в России. М., 2006. С.464-470 (раздел
“Колесо Фортуны” и “Круг царя Соломона”).
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Понятие числа всегда имело огромное значение для постижения мира, для познания гар-
монии окружающих человека объектов живой и неживой природы. Кроме широко известных
нумерологических соображений, христианские богословы и философы развивали философское
понимание числа. Естественно, числа как символы были приняты и в христианстве1. Посколь-
ку сейчас нас интересует визуализация такого рода представлений, обратимся к каноническим
приёмам иконописи, которая с древнейших времён использовала различные приёмы разметки по-
лотна изображения для усиления эффекта восприятия изображённого, а также для утверждения
канонов сакрального изображения. Иконописцы Византии и Древней Руси передавали гармонию
образа при помощи точной разметки рисунка в соответствии с традиционными пропорциями
изображений, для чего использовались геометрические и арифметические приёмы. Так, икона
в своей основе содержала геометрический чертеж, выполненный при помощи циркуля и линей-
ки. Понятно, что нимбы и другие круглые объекты на иконах размечались циркулем, однако не
только они, но и все основные элементы изображения (или, точнее говоря, их контуры) разме-
чались при помощи циркуля и линейки. Наклон головы изображённых на иконах святых, а так
же все прямые и кривые линии рассчитывались исходя из пропорций доски. Иконописец выби-
рал некоторый модуль или основание для дальнейшего построения изображения, т.е. некоторую
единицу, и строил геометрически выверенное гармоничное изображение, увязанное композици-
онно с размерами иконной доски и её фактурой, со всем пространством изображения. Исходя из
пропорций доски, из соотношения вертикали и горизонтали (можно взять половину доски или
диагональ) иконописец имеет очень много возможностей в варьировании пропорций фигуры, он
может менять очень многое в зависимости от выбранного модуля, при этом оставаясь в рамках
канона иконописания. Методы геометрической разметки доски для иконописания содержатся в
рукописи “Ерминия” Дионисия из Фурны2.

Эта рукопись датирована XVIII в., афонского происхождения. В ней Дионисий советует взять
циркуль, поставить его в такую-то точку и провести окружность, для того, чтобы нарисовать
образ. Предлагается делить поверхность доски на семь уровней, в верхнем уровне будет голо-
ва, остальные шесть частей приходятся на фигуру. Дионисий подробно излагает, как пишутся
(размечаются), например, глаза, в какое место надо при этом поставить циркуль, как отложить
определенный размер и т.д. И вся фигура изображаемого святого строится при помощи расчетов
по определенному алгоритму, опирающемуся на некоторые модули: такими модулями становятся
размеры частей человеческого лица - глаза или нос, с которыми соотносятся пропорции фигуры,
повороты фигуры, линия плеча и т.д. Даже такие сложные композиции, как конные фигуры,
согласно трактату Дионисия, тоже расчерчиваются при помощи некоторых модулей.

Также можно отметить изображение в Азбуковниках XVIII в.(?) большого круга с семью
меньшими кругами внутри (с данными о возрастах человека): один круг в центре, вокруг осталь-
ные шесть – концентрические, на этом примере М.Н. Громов рассматривает историю текста о
возрастах человека, возводя текст к Солону (ок. 640-560 гг. до н.э.) и Псевдо-Гиппократу (ок. 460
- ок. 370 гг. до н.э.)3. Важно то, что христианская традиция восприняла языческие представления
античных учёных о связи движения небесных тел и происходящего на Земле.

Кроме того, практиковалось изображение особыми буквенно-символическими знаками астро-
логических качеств временных сущностей (часов, дней, событий, олицетворяющих их светил и
знаков Зодиака). Использующаяся при этом магическая трактовка времени по оценочному прин-
ципу альтернативности (противоположности) “добро”/ “зло” восходит к астрологической тради-
ции “Тетрабиблоса” Клавдия Птолемеея (после 83 – после 161)4.

1Кириллин В.М. Символика чисел в литературе Древней Руси (X-XVI века). Спб., 2000; Городова М.Н.
Число и мера как универсалии древнерусского искусства храмостроения. дис. канд. н. искусствоведения
наук. Москва, 2012.

2Бельтинг Х. Образ и культ. История образа до эпохи искусства. М., 2002. С.31-32.
3Громов М.Н. Время и его восприятие в Древней Руси// Древняя Русь. Вопросы медиевистики. 2009.

№2 (30). С.7-17; переиздание: Громов М.Н. Изборник 70. Тверь, 2013. С.350-351.
4Птолемей наделял семь “планет” (“планеты септенера”, т.е. семь видимых движущихся небесных све-

тил): Солнце, Луна, Меркурий, Венера, Марс, Юпитер, Сатурн следующими качествами. Юпитер и Вене-
ру он называл “благотворными”, Сатурн и Марс – “вредоносными”, о Солнце и Меркурии говорил, что они
“наделены той и другой силой” в зависимости от “других планет, с какой бы из тех они ни соединялись”.
Луна Птолемеем в указанном контексте не упоминалась.
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В славянской традиции существовало строго альтернативное деление на пары: “доброе”/
“злое” и нестрого альтернативное деление на тройки: “доброе”/ “злое” +“среднее”. Двучленный
случай зафиксирован в сербской рукописи “Вечити календар”, хранящейся на Афоне в Хилан-
дарском монастыре (шифр Х 527). Здесь символы планет Юпитера и Венеры сопровождаются
буквой Д (“добро”), а Сатурна и Марса – буквой S (“зело”)1. Обозначения Д и S в славянской тра-
диции выражали заключенный в них смысл добра и зла, что находилось в рамках представлений
“Тетрабиблоса” Птолемея. Три оставшихся “планеты” Солнце, Луна и Меркурий не сопровожда-
лись знаками астрологического качества, например, “средние”. Значит, они как бы выводились
за пределы рассмотрения, как это Птолемей демонстрировал в отношении Луны.

Такое представление отражено в древнерусских памятниках: во –первых: в словесном вы-
ражении (“добрый”, “злой”, “средний”) в тексте “Часы на седмь дни: добры и средни и злы” по
списку середины XV в., введенном в научный оборот в середине XIX века Н.С. Тихонравовым2;
во-вторых: в буквенно-символическом выражении (Д=“добрый”, З=“злой”, С= “средний”) в произ-
ведении “По сему часы разумети дневные и ночные” по списку конца XV - начала XVI вв.3 Непо-
средственно в указанных текстах нет данных о том, в каком качестве понимается С=“средний” –
птолемеевском или еще каком-то значении.

В славянской традиции классификация по качествам “добрые”, “злые”, “средние” относится
также к знакам Зодиака. Распространенным при этом является их деление на три части по четы-
ре знака: Овен, Близнецы, Дева, Рыбы (“добрые”), Рак, Лев, Скорпион, Козерог (“злые”), Телец,
Весы, Стрелец, Водолей (“средние”)4. Если при “добром” знаке Зодиака рекомендуется делать все,
при “злом” – не делать ничего, то при “среднем” – “действовать, не принимая, однако, лекарств
и не ставя кровососные банки”5. Следовательно, в этом случае “среднее” трактуется не в птоле-
меевском смысле “возможно и то, и другое”, а в ином смысле – “возможно нечто среднее между
“добром” и “злом”. Последний подход соответствует трактовке знаков Зодиака по типу “среднего”
в сербской средневековой традиции: “среднiи же ни з’ль ни же добрь”6. Возможно, в рассмотрен-
ных выше древнерусских памятниках С=“средний” также понимается в смысле “возможно нечто
среднее между “добром” и “злом””.

В историографии обсуждались славяно-русские источники, в которых к знакам Зодиака при-
менялась словесная оценка по типу “добрые”, “злые” и “средние”. Недавно обнаружен подоб-
ный пример в русской средневековой традиции, выраженной в буквенно-символической форме:
Д=“добро”, З=“зло”, С=“средно”7. Примечательно, что ранее в историографии исследователи
предлагали цифровой вариант интерпретации буквенных обозначений: Д=4, З=7, не учитывая
указанное в памятнике словесное выражение для третьего значения – СРЕД[НО]8.

1Jанкович Н. Астрономиjа у старим српским рукописима. Београд, 1989. Сл.79 (рисунки в конце книги).
2Тихонравов Н. Памятники отреченной русской литературы: В 3 т. М., 1863. Т.2. С.382-384; см. также:

Симонов Р.А. Объяснения оригинальной трактовки “качеств” хронократоров в древнерусском астроло-
гическом тексте XV в.// Герменевтика древнерусской литературы X-XVI вв. М., 1992. Сб.3. С.327-343;
переиздание: Симонов Р.А. Естественнонаучная мысль Древней Руси: Избранные труды. М., 2001. С.270-
282.

3Simonov R.A. Russian Astrology: A New Monument of the Late Fifteenth and Ealy Sixteenth
Ceturies// Acts XVIIIth International Congress of Byzantine Studies. Seltcted Papers: Moscou, 1991. Vol.IV.
Shepherdstown (USA). 1996. P.291-297; Симонов Р.А. Тайна древнерусского времени: новый синтез//
Календарно-хронологическая культура и проблемы ее изучения. К 870-летию “Учения” Кирика Новго-
родца: Материалы научной конференции. Москва, 11-12 декабря 2006 г. М., 2006. С.150-152.

4Райан В.Ф. Указ. соч. С.574.
5Райан В.Ф. Указ. соч. С.549. См. также: Тихонравов Н. Указ. соч. Т.2. С.386-387.
6Jанкович Н. Указ. соч. С.172.
7Орлова Е.В., Симонов Р.А. Буквенные обозначения на миниатюре“Зодиак. Ноев ковчег” из Следован-

ной Псалтыри XVI века (РНБ, F. I. 738. Л.35)// Семинар по геральдике и вспомогательным историческим
дисциплинам. Бюллетень №92. Заседание 27 февраля 2013 г. М., 2013. С.3-7.

8Гордиенко Э.А., Семечко С.А., Шибаев М.А. Миниатюра и текст: К истории Следованной псалтири
из собрания Российской национальной библиотеки, F. I. 738. СПб, 2011. С.185.
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Известный историк философии М.Н. Громов недавно отметил, обобщая представленные в
славянских памятниках темпоральные примеры, что “время в сознании средневекового человека
воспринималось не как абстрактная категория отвлеченного мышления [. . . ], оно эмоционально
переживалось, экспрессивно выражалось, имело сакральную, моральную, эстетическую значи-
мость[. . . ] Время может быть “благо”, “радостно”, “празднично”, но и “печально”, “тяготно”, как
пора “скорби” и “плача”, а бывает “без времене”[. . . ]”1. В этих словах М.Н. Громов отразил тонкое
наблюдение, с одной стороны, подчеркнувшее своего рода всеобщность альтернативных сакраль-
ных характеристик “добро”/ “зло”. А с другой – подводившее к осознанию эфемерности “сред-
него”, как возможного аналога “безвременья”, представленного в рассмотренном выше сербском
памятнике Х 527.

Подытоживая всё выше сказанное, можно утверждать, что процессы темпоральности, при-
чинности, исчисления времени, идея которых дана в цитате из Ветхого Завета, имели зримую
форму в христианском искусстве. Визуализация идеи времени и идеи числа в искусстве осуществ-
лялась в виде аллегорий, например “Бог с циркулем, измеряющий вселенную” и “Колесо жизни/
Фортуны”, а так же через буквенно-числовые обозначения времени.

1Громов М.Н. Изборник 70. С. 347.
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