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Ââåäåíèå

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ � ýòî ðàçäåë ìàòåìàòèêè (èíôîðìàòèêè),
èçó÷àþùèé àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷. Òàêèå çàäà÷è
âîçíèêàþò â êîìïüþòåðíîé ãðàôèêå, ïðîåêòèðîâàíèè, ÷åð÷åíèè è äð.
Î÷åâèäíûì ìåñòîì âîçíèêíîâåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ âèçóàëèçàöèÿ,
ò.å. èçîáðàæåíèå ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ íà ýêðàíå. Äðóãèå ïðèìåðû ìåíåå
î÷åâèäíû, íî íå ìåíåå âàæíû. Íàïðèìåð, íàõîæäåíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè
(ò.å. íàèìåíüøåãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî äàííûå òî÷êè) èãðàåò
ñóùåñòâåííóþ ðîëü â çàäà÷àõ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Èñõîäíûìè äàííûìè â óêàçàííûõ çàäà÷ax ìîãóò áûòü ìíîæåñòâî òî÷åê,
íàáîð îòðåçêîâ, ìíîãîóãîëüíèê (çàäàííûé, íàïðèìåð, ñïèñêîì ñâîèõ âåðøèí
â ïîðÿäêå îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) è ò. ï. Ðåçóëüòàòîì ìîæåò
áûòü ëèáî îòâåò íà êàêîé-òî âîïðîñ (ïåðåñåêàþòñÿ ëè ýòè äâà îòðåçêà?),
ëèáî êàêîé-òî ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò (íàïðèìåð, íàèìåíüøèé âûïóêëûé
ìíîãîóãîëüíèê, ñîäåðæàùèé äàííûå òî÷êè).

Îñíîâíàÿ çàäà÷à âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå
àëãîðèòìîâ ðàáîòû ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè, êîòîðûå íå èñïîëüçóþò
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè è âåùåñòâåííóþ àðèôìåòèêó.

Íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ êóðñà âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè áóäóùèìè
èíæåíåðàì è ïðîãðàììèñòàì î÷åâèäíà, îäíàêî ÿâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì
âêëþ÷èòü äàííûé ðàçäåë äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è â ïðîãðàììó ïîäãîòîâêè
áóäóùèõ ó÷èòåëåé èíôîðìàòèêè.

Öåëüþ ïîäîáíîãî êóðñà ÿâëÿåòñÿ çíàêîìñòâî ñòóäåíòîâ ñ îñíîâíûìè
àëãîðèòìàìè âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè. Îñíîâíàÿ çàäà÷à êóðñà -
óãëóáëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ è ðàçâèòèå ïðàêòè÷åñêèõ
íàâûêîâ â îáëàñòè ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. Ñòóäåíòû äîëæíû áûòü
ãîòîâû èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå â ýòîé îáëàñòè çíàíèÿ, êàê ïðè èçó÷åíèè
ñìåæíûõ äèñöèïëèí, òàê è â ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè, â ÷àñòíîñòè
ïðè îáó÷åíèè èíôîðìàòèêå ñòàðøåêëàññíèêîâ ñðåäíåé øêîëû.

Èñõîäÿ èç ñïåöèôèêè ïåäàãîãè÷åñêîãî âóçà, îñíîâíîå ñîäåðæàíèå
êóðñà â ïîäãîòîâêå áóäóùèõ ó÷èòåëåé èíôîðìàòèêè äîëæíû çàíèìàòü
êîìáèíàòîðíûå àëãîðèòìû âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè. Íà íàø âçãëÿä,
íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå âîïðîñû:

- ïðåäìåò âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè, îïèñàíèå îñíîâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
îáúåêòîâ â ïðîãðàììèðîâàíèè;
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- âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê è ôèãóð íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå;
- ðåøåíèå çàäà÷ øêîëüíûõ îëèìïèàä ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ;
- àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè;
- àëãîðèòìû òðèàíãóëÿöèè ïîëèãîíîâ è íàáîðà òî÷åê;
- àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ;
- çàäà÷è îá èçîòåòè÷íûõ ïðÿìîóãîëüíèêàõ;
- ìåòîä "Ðàçäåëÿé è âëàñòâóé";
- ìåòîäû âðàùàþùåéñÿ è äâèæóùåéñÿ ïðÿìîé.
Ïåðâûì òðåì ïóíêòàì è ïîñâÿùåíà ïåðâàÿ ÷àñòü ïîñîáèÿ. Âî âòîðîé ÷àñòè

áóäóò ðàññìîòðåíû îñòàâøèåñÿ âîïðîñû.
Òàê æå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ðàññìîòðåòü íåêîòîðûå àñïåêòû

ðåàëèçàöèè îñíîâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ è àëãîðèòìîâ ðàáîòû ñ
íèìè íà ðàçëè÷íûõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ
òåõíîëîãèé ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîýòîìó â äàííîì ïîñîáèè îïèñàíû ïðèìåðû
íà äâóõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ïàñêàëü è Ñ#.

Èçó÷åíèå êóðñà âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè ïîçâîëèò áóäóùèì
ó÷èòåëÿì èíôîðìàòèêè ïîëó÷èòü íå òîëüêî ïðåäñòàâëåíèå îá ýíåðãè÷íî
ðàçâèâàþùåìñÿ ðàçäåëå äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, íî è íåîáõîäèìóþ
ïîäãîòîâêó äëÿ ðàáîòû ñ îäàðåííûìè øêîëüíèêàìè, ó÷àñòâóþùèìè â
îëèìïèàäàõ ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ.

1 Îïèñàíèå îñíîâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà

ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå

1.1 Òî÷êà, âåêòîð

Ïîëîæåíèå ëþáîé òî÷êè P â ïðîñòðàíñòâå (â ÷àñòíîñòè, íà ïëîñêîñòè)
ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ïðè ïîìîùè òîé èëè èíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. ×èñëà,
îïðåäåëÿþùèå ïîëîæåíèå òî÷êè, íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè ýòîé òî÷êè.

Íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûå êîîðäèíàòíûå ñèñòåìû - äåêàðòîâû

ïðÿìîóãîëüíûå. Èíîãäà íà ïëîñêîñòè ïðèìåíÿþò ïîëÿðíûå ñèñòåìû
êîîðäèíàò, à â ïðîñòðàíñòâå - öèëèíäðè÷åñêèå èëè ñôåðè÷åñêèå ñèñòåìû
êîîðäèíàò.
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Ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè P íàçûâàþòñÿ ðàäèóñ-âåêòîð ρ -
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî çàäàííîé òî÷êè O (ïîëþñà) è ïîëÿðíûé óãîë
ϕ - óãîë ìåæäó ïðÿìîé OP è çàäàííîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïîëþñ
(ïîëÿðíîé îñüþ). Ïîëÿðíûé óãîë ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïðè îòñ÷åòå
îò ïîëÿðíîé îñè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è îòðèöàòåëüíûì ïðè îòñ÷åòå â
îáðàòíóþ ñòîðîíó.

Ôîðìóëû äëÿ ïåðåõîäà îò ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ê äåêàðòîâûì:

x = ρ ∗ cos(ϕ), y = ρ ∗ sin(ϕ) (1)

è îáðàòíî:
ρ =

√
x2 + y2, ϕ = arctg(y/x) = arcsin(y/ρ).

Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè P îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ρ è ϕ - ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ïðîåêöèè òî÷êè P íà îñíîâíóþ
ïëîñêîñòü (îáû÷íî xOy), z - àïïëèêàòà - ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî îñíîâíîé
ïëîñêîñòè.

Ôîðìóëû äëÿ ïåðåõîäà îò öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ê äåêàðòîâûì:

x = ρ ∗ cos(ϕ), y = ρ ∗ sin(ϕ), z = z

è îáðàòíî:
ρ =

√
x2 + y2, ϕ = arctg(y/x) = arcsin(y/ρ).

Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè P îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ρ - äëèíà ðàäèóñ-âåêòîðà, ϕ - äîëãîòà, θ - ïîëÿðíîå ðàññòîÿíèå.
Åñëè äàâàòü ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì çíà÷åíèÿ â ñëåäóþùèõ ïðåäåëàõ:
0 ≤ ρ < −∞; −π < ϕ ≤ π; 0 ≤ θ ≤ π, òî ïîëó÷àþòñÿ îäíîçíà÷íî âñå
òî÷êè ïðîñòðàíñòâà.

Ôîðìóëû ïåðåõîäà îò ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ê äåêàðòîâûì:

x = ρ ∗ sin(ϕ) ∗ cos(θ), y = ρ ∗ sin(ϕ) ∗ sin(θ), z = ρ ∗ cos(ϕ)

è îáðàòíî:

ρ =
√
(x2 + y2 + z2), ϕ = arctg(y/x), θ = arctg(

√
((x2 + y2)/z)).

Îïèñàíèå òî÷êè â ïðîãðàììå çàâèñèò îò ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â
ÿçûêå Ïàñêàëü äëÿ îïèñàíèÿ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü çàïèñè.

type point=record
x:real;
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y:real;
z:real;(ïðè íåîáõîäèìîñòè)

end;
Ïðè íàïèñàíèè ïðîãðàììû íà îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîì ÿçûêå äëÿ

îïèñàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êëàññû. Êëàññ,
îïèñûâàþùèé òî÷êó ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïî-ðàçíîìó. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì,
àíàëîãè÷íûì ïðèâåäåííîìó íà Ïàñêàëå âàðèàíòó ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé.

public class Point
{
public �oat X;
public �oat Y;
public Point(�oat x, �oat y){
this.X = x;
this.Y = y;

}
}

Âåêòîð çàäàåòñÿ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè.
Íà Ïàñêàëå îïðåäåëèì äëÿ âåêòîðà òèï vector
type vector=record
x:real;
y:real;
z:real;(ïðè íåîáõîäèìîñòè)

end;
Íà Ñ# êëàññ, îïèñûâàþùèé âåêòîð ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïî-ðàçíîìó.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì, àíàëîãè÷íûì ïðèâåäåííîìó íà Ïàñêàëå âàðèàíòó
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé.

public class Vector
{
public �oat X;
public �oat Y;
public Vector(�oat x, �oat y){
this.X = x;
this.Y = y;

}
}
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Íàïîìíèì, ÷òî åñëè òî÷êè P1 è P2 èìåþò êîîðäèíàòû (x1, y1, z1) è
(x2, y2, z2) ñîîòâåòñâåííî, òî âåêòîð ~P1P2 èìååò êîîðäèíàòû (x2 − x1, y2 −
y1, z2 − z1).

1.2 Îïèñàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ïðîèçâîëüíîé

ðàçìåðíîñòè

Îäíè è òå æå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ñðåäñòâàìè îäíîãî è òîãî æå ÿçûêà
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïî-ðàçíîìó. Ðàññìîòðèì âàðèàíòû
ðåàëèçàöèè òî÷êè (ñèòóàöèÿ ñ ðåàëèçàöèåé âåêòîðîâ àíàëîãè÷íà). Âîçíèêàåò
âîïðîñ ñ ðàçìåðíîñòüþ. Êàê ëó÷øå ïîñòóïèòü:

- ðàçðàáàòûâàòü êëàññû (çàïèñè è ôóíêöèè) äëÿ êàæäîé ðàçìåðíîñòè
îòäåëüíî - êëàññ (çàïèñü) äëÿ òî÷åê íà ïëîñêîñòè, êëàññ (çàïèñü) äëÿ òî÷åê
â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. . .

- ðàçðàáàòûâàòü êëàññ (çàïèñü è ôóíêöèè) äëÿ òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå
ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íåîäíîçíà÷åí. Ñëåäóåò ó÷åñòü òàêèå ìîìåíòû:
- ÷àùå âñåãî òðåáóåòñÿ ðåøèòü êîíêðåòíóþ çàäà÷ó, äëÿ êîòîðîé

ðàçìåðíîñòü íå âàðüèðóåòñÿ;
- íåýôôåêòèâíî ïåðåïèñûâàòü îäíè è òå æå ìåòîäû äëÿ Òî÷åê ðàçíîé

ðàçìåðíîñòè;
- óäîáñòâî èñïîëüçîâàíèÿ îáùåãî êëàññà äëÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè;
- ïîòåðÿ ïàìÿòè ïðè îïèñàíèè îáùåãî êëàññà;
- îáúåì êîäà; èñïîëüçîâàíèå áèáëèîòåê êëàññîâ;
- èìååò çíà÷åíèå ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ; íà îäíîì ÿçûêå ëó÷øå

ðàçðàáàòûâàòü òàê, à íà äðóãîì - èíà÷å.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ìîìåíòû áîëåå ïîäðîáíî. Åñëè ðåàëèçîâûâàòü

îáùèé êëàññ äëÿ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, òî
êîîðäèíàòû òî÷êè íåîáõîäèìî õðàíèòü â êàêîé-òî ñòðóêòóðå äàííûõ.

Èñïîëüçîâàíèå ñïèñêîâ ñëèøêîì óñëîæíèò ïðîãðàììó. Ïðè èñïîëüçîâàíèè
ìàññèâîâ âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîòåðå ïàìÿòè.

Â ÿçûêå Pascal ðàçìåðíîñòü ìàññèâà ïðèõîäèòñÿ óêàçûâàòü â ðàçäåëå
òèïîâ, ïàìÿòü âûäåëÿåòñÿ íà ýòàïå êîìïèëÿöèè, ïîýòîìó ÷àñòü ïàìÿòè
áóäåò âûäåëåíà, íî íå èñïîëüçîâàíà, êðîìå òîãî, âñå ðàâíî ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà áóäåò îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé êîíñòàíòîé. Èñõîäÿ èç âñåãî
ýòîãî ñëåäóåò âûâîä î òîì, ÷òî ïðè íàïèñàíèè ïðîãðàììû íà Ïàñêàëå
ëó÷øå èñïîëüçîâàòü îòäåëüíóþ çàïèñü äëÿ òî÷åê êàæäîé ðàçìåðíîñòè è
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ðàçðàáàòûâàòü îäíîòèïíûå ïðîöåäóðû è ôóíêöèè. Ïðèìåð çàïèñè ïðèâåäåí
â ïóíêòå 1.1. Äàííûé âàðèàíò ðåàëèçàöèè íå ïëîõ, ïîñêîëüêó àáñîëþòíîå
áîëüøèíñòâî ïðèêëàäíûõ çàäà÷ âîçíèêàåò â äâóõ- èëè òðåõìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ.

Â îòëè÷èå îò Ïàñêàëÿ â ÿçûêå C# îïèñàíèå ïåðåìåííûõ âîçìîæíî â
ëþáîì ìåñòå ïðîãðàììû, ðàçìåðíîñòü ìàññèâà íåîáÿçàòåëüíî óêàçûâàòü
ïðè åãî îïèñàíèè, ïàìÿòü âûäåëÿåòñÿ íà ýòàïå èñïîëíåíèÿ ïðîãðàììû,
ò.å. äèíàìè÷åñêè, ïîýòîìó ïðîáëåì ñ ïîòåðåé ïàìÿòè íå âîçíèêàåò è
åñòü âîçìîæíîñòü ðàçðàáîòàòü îáùèé êëàññ äëÿ òî÷åê ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè. Âî-ïåðâûõ, ýòî ñîêðàòèò ïðîãðàììíûé êîä. Âî-âòîðûõ, ìîæíî
áóäåò èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâà ëþáîé ðàçìåðíîñòè.Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå
äåòàëè ðåàëèçàöèè ïîäîáíîãî êëàññà.

Êëàññ
”
Òî÷êà ïðîñòðàíñòâà Rn“äîëæåí ñîäåðæàòü êàê ìèíèìóì îäíî ïîëå

- ìàññèâ êîîðäèíàò òî÷êè. Äëèíó ìàññèâà, ò.å. ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ìîæíî è íå âêëþ÷àòü â ñïèñîê ïîëåé êëàññà, ïîñêîëüêó ó ìàññèâà
åñòü ñâîéñòâî Äëèíà. Ïîñêîëüêó ïîñòîÿííîå îáðàùåíèå ê ýòîìó ñâîéñòâó
ñíèçèò ýôôåêòèâíîñòü ïðîãðàììû, âêëþ÷èì â ïîëÿ êëàññà ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà. ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü êîä, ïîëÿ êëàññà ñäåëàåì îòêðûòûìè,
õîòÿ íàïîìíèì, ÷òî õîðîøèì ñòèëåì ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàïèñàíèå
çàêðûòûõ ïîëåé è îòêðûòûõ ñâîéñòâ, îáåñïå÷èâàþùèõ äîñòóï ê ïîëÿì è
öåëîñòíîñòü äàííûõ.

// êëàññ
”
Òî÷êà ïðîñòðàíñòâà Rn “

public class PointRN
{
// ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
public int n;
// ìàññèâ êîîðäèíàò
public �oat[] coords;

}
Äëÿ ñîçäàíèÿ ýêçåìïëÿðîâ êëàññà, êàê èçâåñòíî, èñïîëüçóåòñÿ

êîíñòðóêòîð. Ïðîñòåéøèìè êîíñòðóêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ êîíñòðóêòîð ïî
óìîë÷àíèþ è êîíñòðóêòîð, ïðèíèìàþùèé â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ çíà÷åíèÿ
ïîëåé.

public PointRN (){}
public PointRN (int n, �oat[] c)
{
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this.n = n;
this.coords = c;

}
Åñëè ìû îãðàíè÷èìñÿ ýòèìè êîíñòðóêòîðàìè, òî ïîëüçîâàòåëþ ïðèäåòñÿ

ñàìîñòîÿòåëüíî âûäåëÿòü ïàìÿòü äëÿ ìàññèâà êîîðäèíàò. Èñïîëüçóÿ âòîðîé
êîíñòðóêòîð, ýêçåìïëÿð ñîçäàåòñÿ òàê:

�oat[] c = new �oat[2] { 1, 2 };
PointRN P = new PointRN(2, c);

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðâîãî êîíñòðóêòîðà ïî óìîë÷àíèþ ýêçåìïëÿð òî÷êè
íà ïëîñêè ñîçäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

PointRN P = new PointRN();
�oat[] c = new �oat[2] { 1, 2 };
P.coords= ñ;
P.n = 2;

Î÷åâèäíî,ýòî ñëèøêîì ãðîìîçäêî äëÿ ñîçäàíèÿ òî÷êè íà ïëîñêîñòè.
Ïîýòîìó ðåàëèçóåì åùå íåñêîëüêî êîíñòðóêòîðîâ äëÿ óäîáñòâà ïîëüçîâàòåëÿ.
Ïåðâîå, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ, - ýòî ñíÿòü ñ íåãî çàäà÷ó
âûäåëåíèÿ ïàìÿòè. Íàïèøåì êîíñòðóêòîð, êîòîðûé ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå
ïàðàìåòðà îäíî öåëîå ÷èñëî - ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, èíèöèàëèçèðóåò
ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå è âûäåëÿåò ìåñòî äëÿ ìàññèâà êîîðäèíàò.

public PointRN(int n)
{
this.n = n;
this.coords = new �oat[n];

}
Ñîçäàíèå ýêçåìïëÿðà êëàññà ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîãî êîíñòðóêòîðà

áóäåò ïîõîæå íà èíèöèàëèçàöèþ ïåðåìåííîé òèïà Òî÷êà â Ïàñêàëå.
// ñîçäàíèå òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè (1, 2, 3)
PointRN P3 = new PointRN(3);
P3.coords[0] = 1;
P3.coords[1] = 2;
P3.coords[2] = 3;
// ñîçäàíèå òî÷êè íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (1, 2)
PointRN P2 = new PointRN(2);
P2.coords[0] = 1;
P2.coords[1] = 2;
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×òîáû ïîëüçîâàòåëþ áûëî åùå óäîáíåå ðàáîòàòü ñ íàøèì êëàññîì,
íàïèøåì åùå äâà êîíñòðóêòîðà äëÿ ñîçäàíèÿ òî÷êè íà ïëîñêîñòè è äëÿ
ñîçäàíèÿ òî÷êè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Êîíñòðóêòîð, ñîçäàþùèé òî÷êó
íà ïëîñêîñòè, áóäåò ïðèíèìàòü äâà âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðà - êîîðäèíàòû
è òî÷êè, èíèöèàëèçèðîâàòü ïîëå Ðàçìåðíîñòü, âûäåëÿòü ìåñòî äëÿ ìàññèâà
äëèíû 2, èíèöèàëèçèðîâàòü ìàññèâ êîîðäèíàò òî÷êè.

public PointRN(�oat x, �oat y)
{
this.n = 2;
this.coords = new �oat[2];
this.coords[0] = x;
this.coords[1] = y;

}
Ñîçäàíèå ýêçåìïëÿðà êëàññà ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî êîíñòðóêòîðà çàéìåò

âñåãî îäíó ñòðî÷êó.
PointRN P2 = new PointRN(1,2);

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñîçäàåì êîíñòðóêòîð äëÿ òî÷êè òðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà.

public PointRN(�oat x, �oat y, �oat z)
{
this.n = 3;
this.coords = new �oat[3];
this.coords[0] = x;
this.coords[1] = y;
this.coords[1] = z;

}
Ñîçäàíèå ýêçåìïëÿðà êëàññà: PointRN P3 = new PointRN(1,2,3);
Íàïèøåì òàêæå ìåòîä êëàññà, êîòîðûé ñîçäàåò ñòðîêîâîå ïðåäñòàâëåíèå

òî÷êè âèäà (1, 2, 3, 4) äëÿ äàëüíåéøåãî âûâîäà åå íà êîíñîëü. Ò.å.
íàïèøåì ÿâíîå ïðåîáðàçîâàíèå òèïà Òî÷êà â òèï Ñòðîêà äëÿ óäîáñòâà
èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ïå÷àòè, ÷òîáû ïå÷àòü âûïîëíÿëàñü àâòîìàòè÷åñêè è íå
áûëî íåîáõîäèìîñòè ïå÷àòàòü âñå êîîðäèíàòû ïî-îòäåëüíîñòè.

public override string ToString()
{
// â ïåðåìåííîé temp íàêàïëèâàåì ñòðîêîâîå ïðåäñòàâëåíèå
// äëÿ ýêîíîìèè ïàìÿòè èñïîëüçóåì êëàññ StringBuilder, à íå String
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StringBuilder temp = new StringBuilder();
// çàíîñèì îòêðûâàþùóþ ñêîáêó
temp.Append("(");
// çàíîñèì âñå êîîðäèíàòû êðîìå ïîñëåäíåé è çàïÿòûå ïîñëå íèõ
for (int i = 0; i < n-1; i++) temp.Append(coords[i]+ ");
// çàíîñèì ïîñëåäíþþ êîîðäèíàòó
temp.Append(coords[n-1]);
// çàíîñèì çàêðûâàþùóþ ñêîáêó
temp.Append(") ");
return temp.ToString();

}
Òåïåðü äëÿ ïå÷àòè òî÷êè P ïîëüçîâàòåëþ äîñòàòî÷íî íàïèñàòü Con-

sole.WriteLine(P); íå çàäóìûâàÿñü, î òîì, ïðîñòðàíñòâà êàêîé ðàçìåðíîñòè
ýòà òî÷êà, êàêèå ó íåå êîîðäèíàòû, êàê ê íèì îáðàòèòüñÿ.

Ïðèâåäåì êîä êëàññà ïîëíîñòüþ.
public class PointRN
{

public int n;
public �oat[] coords;

public PointRN(int n, �oat[] c)
{
this.n = n;
this.coors = c;

}
public PointRN(int n)
{
this.n = n;
this.coords = new �oat[n];

}
public PointRN(�oat x, �oat y)
{
this.n = 2;
this.coords = new �oat[2];
this.coords[0] = x;
this.coords[1] = y;
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}
public PointRN(�oat x, �oat y, �oat z)
{
this.n = 3;
this.coords = new �oat[3];
this.coords[0] = x;
this.coords[1] = y;
this.coords[1] = z;

}
public override string ToString()
{
StringBuilder temp = new StringBuilder();
temp.Append("(");
for (int i = 0; i < n-1; i++) temp.Append(coords[i]+ ");
temp.Append(coords[n-1]);
temp.Append(") ");
return temp.ToString();

}
}
Ïðèâåäåì êîä ïðîãðàììû, êîòîðàÿ ðàáîòàåò ñ ñîçäàííûì êëàññîì.
class Program
{
static void Main(string[] args)
{
�oat[] c = new �oat[2] 1, 2 ;
PointRN P = new PointRN(2, c);
Console.WriteLine(P);

PointRN P2 = new PointRN(4,4);
Console.WriteLine(P2); PointRN P3 = new PointRN(3);
P3.coords[0] = 1;
P3.coords[1] = 2;
P3.coords[2] = 3;
Console.WriteLine(P3);

PointRN P4 = new PointRN(1,2);
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Console.WriteLine(P4);

Console.ReadKey();
}

}

1.3 Èñïîëüçîâàíèå ìîäóëåé è áèáëèîòåê êëàññîâ

Åñëè çàäà÷à ïîäðàçóìåâàåò ðàáîòó ñ ðàçëè÷íûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè
îáúåêòàìè, òî êîä ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáúåìíûì è åãî íåîáõîäèìî
ñòðóêòóðèðîâàòü. Ðàçóìååòñÿ ðå÷ü èäåò íå òîëüêî î íàïèñàíèè ïðîöåäóð,
ôóíêöèé èëè ìåòîäîâ. Èõ îáû÷íî ñòàíîâèòüñÿ íàñòîëüêî ìíîãî, ÷òî
íåîáõîäèìî õðàíèòü èõ îòäåëüíî îò ðàçðàáàòûâàåìîé ïðîãðàììû. Êðîìå
òîãî, íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü âîçìîæíîñòü ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ êîäà
â ïîëíîé ìåðå, ò.å. è ïðè ðåøåíèè äðóãèõ çàäà÷, ïðè íàïèñàíèè äðóãèõ
ïðîãðàìì. Äëÿ ýòîãî â ÿçûêå Ïàñêàëü èñïîëüçóþòñÿ ìîäóëè, à â Ñ# -
áèáëèîòåêè êëàññîâ. Ðàññìîòðèì, êàê èõ ðåàëèçîâàòü.

Êàê èçâåñòíî, â ÿçûêå Ïàñêàëü èìåþòñÿ ìîäóëè, ñîäåðæàùèå ñòðóêòóðû
äàííûõ, ïðîöåäóðû è ôóíêöèè äëÿ ðàáîòû ñî ñòàíäàðòíûìè îáúåêòàìè.
Íàïðèìåð, ìîäóëü CRT. Ýòîò ìîäóëü ïîäêëþ÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ äèðåêòèâû
Uses CRT, ïîñëå ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü , íàïðèìåð, ñòàíäàðòíóþ
ïðîöåäóðó î÷èñòêè ýêðàíà clrscr. Ñ ðàííèõ âåðñèé Ïàñêàëü ïîçâîëÿåò
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñîçäàâàòü è ïîäêëþ÷àòü ñâîè ìîäóëè. Ìîäóëè õðàíÿòñÿ
â ïàïêå UNITS è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôàéëû íà ÿçûêå Ïàñêàëü. Ìîäóëü èìååò
ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

- êëþ÷åâîå ñëîâî unit è íàçâàíèå ìîäóëÿ;
- ðàçäåë interface, ñîäåðæàùèé îïèñàíèå òèïîâ,
- îáúÿâëåíèå ïðîöåäóð è ôóíêöèé ñ ìîäèôèêàòîðàìè äîñòóïà;
- ðàçäåë implementation, ñîäåðæàùèé ðåàëèçàöèþ ýòèõ ïðîöåäóð è

ôóíêöèé.
Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðîñòåéøåãî ìîäóëÿ, ñîäåðæàùåãî îïèñàíèå òî÷êè íà

ïëîñêîñòè è ïðîöåäóðû ïå÷àòè êîîðäèíàò ýòîé òî÷êè. Ñîçäàåì íîâûé ôàéë
MyGeometry.pas.
unit MyGeometry;
interface
type Point = record x:real; y:real; end;
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procedure PrintPoint(p:Point);
implementation
procedure PrintPoint(p:Point);
begin
write('(',p.x,',',p.y,')');

end;
end.
Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òàêèå ìîìåíòû. Ìîäóëè íåëüçÿ èñïîëíÿòü.

Ëó÷øå, ÷òîáû íàçâàíèå ôàéëà ñîâïàäàëî ñ òåì èìåíåì, êîòîðîå ïèøåòñÿ
ïîñëå ñëîâà unit. Ìîäóëü íóæíî ñîõðàíèòü â ïàïêå UNITS. Ïîñëå ýòîãî
äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìîäóëÿ â ðàçðàáàòûâàåìîé ïðîãðàììå äîñòàòî÷íî
èñïîëüçîâàòü äèðåêòèâó USES. Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðîñòåéøåé ïðîãðàììû,
èñïîëüçóþùåé ñîçäàííûé ìîäóëü.

uses MyGeometry;
var p:Point;
begin
p.x:=1; p.y:=2;
PrintPoint(p);

end.
Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì êîäå íåò îïèñàíèÿ òèïà Point, åñòü òîëüêî îïèñàíèå

ïåðåìåííîé è èíèöèàëèçàöèÿ ïîëåé.
Â ÿçûêå Ñ# äëÿ ðåàëèçàöèè ìåõàíèçìà ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ

êîäà èñïîëüçóþòñÿ áèáëèîòåêè êëàññîâ. Ñîçäàäèì áèáëèîòåêó êëàññîâ,
àíàëîãè÷íóþ òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííîìó ìîäóëþ íà Ïàñêàëå. Áèáëèîòåêà
áóäåò ñîäåðæàòü âñåãî îäèí êëàññ äëÿ îïèñàíèÿ òî÷åê íà ïëîñêîñòè è òàêîé
æå ìåòîä ïå÷àòè èõ êîîðäèíàò. Äëÿ ýòîãî:

- ñîçäàåì íîâûé ïðîåêò,
- âûáèðàåì òèï - áèáëèîòåêà êëàññîâ,
- äàåì ïðîåêòó èìÿ - MyGeometry,
- äîáàâëÿåì êëàññ Point, ñîäåðæàùèé ïðèâåäåííûé íèæå êîä.
using System;
using System.Text;
namespace MyGeometry
{
public class Point
{
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public �oat X;
public �oat Y;
public Point(�oat x, �oat y)
{
this.X = x;
this.Y = y;
}
public override string ToString()
{
return String.Format("("+ X + "+ Y + ") ");

}
}

}
Ñîõðàíÿåì áèáëèîòåêó êëàññîâ â ëþáîì ìåñòå. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ

ñîçäàííîé áèáëèîòåêè â ðàçðàáàòûâàåìîé ïðîãðàììå íåîáõîäèìî:
- ñîçäàòü íîâûé ïðîåêò,
- âûáðàòü òèï - êîíñîëüíîå ïðèëîæåíèå,
- äàòü íîâîìó ïðîåêòó èìÿ,
- â ìåíþ Ïðîåêò âûáðàòü ïóíêò "Äîáàâèòü ññûëêó â îòêðûâøåìñÿ

äèàëîãîâîì îêíå íà âêëàäêå Îáçîð ñîçäàòü ññûëêó íà ñîçäàííóþ áèáëèîòåêó
êëàññîâ,

- â íà÷àëå ïðîãðàììû èñïîëüçóÿ äèðåêòèâó Using ïîäêëþ÷èòü MyGeome-
try,

- íàïèñàòü ïðîãðàììíûé êîä.
Ïðèâåäåì ïðèìåð êîäà, àíàëîãè÷íîãî êîäó íà Ïàñêàëå.
using System;
using System.Text;
using MyGeometry;
namespace ConsoleApplication1
{
class Program
{
static void Main(string[] args)
{
Point P = new Point(1, 0);
Console.WriteLine("Òî÷êà P: "+ P.ToString());
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Console.ReadKey();
}

}
}

1.4 Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè

1. Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé
Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà Ax+By + C = 0. Òàêèì

îáðàçîì, åñëè òî÷êà (x1, y1) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé, òî Ax1 +By1 + C = 0.
Íà Ïàñêàëå îïðåäåëèì äëÿ ïðÿìîé òèï line
type line=record
A:real;
B:real;
C:real;

end;
Íà C# îïðåäåëèì êëàññ Line.
public class Line
{
public �oat A;
public �oat B;
public �oat C;
public Point(�oat a, �oat b, �oat c){
this.A = a;
this.B = b;
this.C = c;

}
}
Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó ïðÿìîé ðàçäåëÿòü ïðîñòðàíñòâî íà äâà

ïîäïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèå f(x,ó)=0, ïîçâîëÿåò ñ ìèíèìàëüíûìè
âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè (äâà óìíîæåíèÿ è äâà ñëîæåíèÿ) îïðåäåëèòü
ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè ïðÿìîé, à òàêæå îðèåíòàöèþ äâóõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé.

Åñëè f(x1, y1) · f(x2, y2) > 0, òî òî÷êè (x1, y1) è (x2, y2) ëåæàò ïî îäíó
ñòîðîíó îò ïðÿìîé. Åñëè f(x1, y1) · f(x2, y2) < 0, òî òî÷êè (x1, y1) è (x2, y2)
ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé.
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Òàêæå íàïîìíèì, ÷òî (A,B) � êîîðäèíàòû íîðìàëüíîãî âåêòîðà ê
ïðÿìîé, (−B,A) � êîîðäèíàòû íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ê ïðÿìîé. Çíàÿ ýòè
ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî ïîñòðîèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ïàðàëëåëüíîé äàííîé è
ïåðïåíäèêóëÿðíîé äàííîé.
Çàìå÷àíèå: ïðè ðåøåíèè çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè ñðàâíåíèe

âåùåñòâåííûõ âåëè÷èí íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Òî
åñòü âìåñòî ïðîâåðêè ðàâåíñòâà Ax + By + C = 0 íåîáõîäèìî îñóùåñòâëÿòü
ïðîâåðêó íåðàâåíñòâà abs(Ax+By +C) < eps, ãäå eps íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà,
çàäàþùàÿ òî÷íîñòü.

Òàê, íàïðèìåð, íà Ïàñêàëå ôóíêöèÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè
ïðÿìîé èìååò âèä:

function pl(p:point;l:line):boolean;
begin
pl:=abs(l.a*p.x+l.b*p.y+p.c)<eps;
end;

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå àñïåêòû ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè
A ïðÿìîé l íà ïëîñêîñòè íà ÿçûêå Ñ#

Ïðîáëåìû ñ òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèé ðåøàþòñÿ òàê æå, êàê è â Ïàñêàëå. Ýòî
îñîáåííîñòü ïðåäìåòíîé îáëàñòè, à íå ñðåäû ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â îòëè÷èå îò
çàïèñåé, ïîòðåáóåòñÿ ðàçðàáîòàòü êëàññû äëÿ òî÷êè è ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.
Ïðèìåðû óæå ïðèâîäèëèñü ðàíåå. Êðîìå òîãî, åñòü êëàññ, ñîäåðæàùèé ñàìó
ïðîãðàììó (òî÷êó âõîäà). Ïîñêîëüêó ìû ðàáîòàåì ñ íåñêîëüêèìè êëàññàìè,
âîçíèêàåò äâà åñòåñòâåííûõ âîïðîñà.

1. Êàê îáåñïå÷èòü âçàèìîäåéñòâèå êëàññîâ?
2. Â êàêîì èç òðåõ êëàññîâ ïðîãðàììèðîâàòü ìåòîä, ðåøàþùèé

ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó?
Ïåðâûé âîïðîñ ðåøàåòñÿ ïðîñòî. Äîñòàòî÷íî ñäåëàòü êëàññû îòêðûòûìè,

è òîãäà ýêçåìïëÿðû ýòèõ êëàññîâ ìîæíî áóäåò ñîçäàâàòü â ëþáîì ìåñòå êîäà.
Îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ íåîäíîçíà÷åí â îáùåì ñëó÷àå. Â ëþáîì èç òðåõ

êëàññîâ åñòü âîçìîæíîñòü íàïèñàòü ìåòîä, ðåøàþùèé çàäà÷ó. Åñëè çàäà÷à
òèïè÷íàÿ è, ñêîðåå âñåãî, áóäåò íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè
äðóãèõ çàäà÷, òî ëó÷øå ïðîãðàììèðîâàòü ìåòîä, íå â îñíîâíîé ïðîãðàììå, à â
íàèáîëåå ïîäõîäÿùåì êëàññå, îïèñûâàþùåì ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò. Òîãäà, â
ïîñëåäñòâèå ìîæíî áóäåò ïîìåñòèòü ýòîò ìåòîä âìåñòå ñ êëàññîì â áèáëèîòåêó
êëàññîâ è èñïîëüçîâàòü ïîâòîðíî. Åñëè âûáèðàòü îäèí êëàññ, òî â äàííîì
ñëó÷àå - ýòî êëàññ ïðÿìîé.
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Òåì íå ìåíåå, õîðîøèì ñòèëåì ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðèíÿòî ñ÷èòàòü
èçáûòî÷íûé êîä, ò.å. ïðåäîñòàâëåíèå ïîëüçîâàòåëþ âîçìîæíîñòè
èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé
è òîé æå çàäà÷è, ïîýòîìó âïîëíå óìåñòíî íàïèñàòü ìåòîä, ðåøàþùèé
äàííóþ çàäà÷ó âî âñåõ òðåõ êëàññàõ. Ïðèâåäåì âñå òðè âàðèàíòà ìåòîäà
åùå ïî îäíîé ïðè÷èíå - íóæíî óìåòü ðåàëèçîâàòü ëþáîé èç âàðèàíòîâ,
ïîñêîëüêó çàäà÷è áûâàþò ðàçíûå. Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âûçîâ
ìåòîäîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî-ðàçíîìó è ÷òî îäèí ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ñòàòè÷åñêèì,
à äâà - äèíàìè÷åñêèìè.

// ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà À ïðÿìîé l
using System;
using System.Text;
namespace ConsoleApplication1
{
public class Point
{
public �oat X;
public �oat Y;
public Point(�oat x, �oat y)
{
this.X = x;
this.Y = y;

}
public override string ToString()
{
return String.Format("("+ X + "+ Y + ") ");

}
// ðåàëèçàöèÿ äèíàìè÷åñêîãî ìåòîäà â êëàññå òî÷êè
public bool on_line(Line l)
{
�oat eps = 0.0000001f;
if (l.A * this.X + l.B * this.Y + l.C < eps) return true;
else return false;

}
}
public class Line
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{
public �oat A;
public �oat B;
public �oat C;
public Line(�oat a, �oat b, �oat c)
{
this.A = a;
this.B = b;
this.C = c;

}
public override string ToString()
{
return String.Format( + A + "x + "+ B + "y +"+ C + - 0 ");

}
// ðåàëèçàöèÿ äèíàìè÷åñêîãî ìåòîäà â êëàññå ïðÿìîé
public bool contains(Point p)
{
�oat eps = 0.0000001f;
if (this.A * p.X + this.B * p.Y + this.C < eps) return true;
else return false;

}
}
class Program
{
// ðåàëèçàöèÿ ñòàòè÷åñêîãî ìåòîäà â êëàññå ïðîãðàììû
public static bool point_on_line(Point p, Line l)
{
�oat eps = 0.0000001f;
if (l.A * p.X + l.B * p.Y + l.C < eps) return true;
else return false;

}
static void Main(string[] args)
{
Point A = new Point(0, 0);
Console.WriteLine("Òî÷êà À: "+ A.ToString());
Line l = new Line(1, 0, 0);
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Console.WriteLine("Ïðÿìàÿ l:"+ l.ToString());
// âûçîâ ìåòîäà êëàññà ïðîãðàììû
if (point_on_line(A, l)) Console.WriteLine("òî÷êà À ïðèíàäëåæèò
ïðÿìîé l");
else Console.WriteLine("òî÷êà À íå ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé l");
// âûçîâ ìåòîäà êëàññà ïðÿìîé
if (l.contains(A)) Console.WriteLine("òî÷êà À ïðèíàäëåæèò
ïðÿìîé l");
else Console.WriteLine("òî÷êà À íå ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé l");
// âûçîâ ìåòîäà êëàññà òî÷êè
if (A.on_line(l)) Console.WriteLine("òî÷êà À ïðèíàäëåæèò
ïðÿìîé l");
else Console.WriteLine("òî÷êà À íå ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé l");
Console.ReadKey();

}
}

}
2. Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè

Åñëè äàíû òî÷êè (x1, y1) è (x2, y2), òî âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû ïðÿìîé
ìîæíî èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ôîðìóëû:
A = y2 − y1;
B = x1 − x2;
C = x1 · (y1 − y2) + y1 · (x2 − x1).

3. Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé
Ëþáîé âåêòîð ïðèëîæåííûé ê òî÷êå P1(x1, y1) è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â

ïðîèçâîëüíîé òî÷êå P (x, y), ëåæàùèé íà ïðÿìîé, ìîæíî ïîëó÷èòü èç âåêòîðà
P1P2 ïóòåì óìíîæåíèÿ íà íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî t. Òîãäà äëÿ êàæäîé
èç êîîðäèíàò â îòäåëüíîñòè ñïðàâåäëèâî:

(x− x1) = t · (x2 − x1);
(y − y1) = t · (y2 − y1).
Âûðàçèâ îòñþäà õ è ó ïîëó÷àåì ñèñòåìó ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé,

êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò êàæäàÿ òî÷êà ïðÿìîé:{
x = x1 + t(x2 − x1)
y = y1 + t(y2 − y1)
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Íàîáîðîò, åñëè êîîðäèíàòû (x, y) òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò ýòèì
ñîîòíîøåíèÿì, âåêòîð P1P êîëëèíåàðåí P1P2 è, çíà÷èò, òî÷êà P ëåæèò
íà ïðÿìîé P1P2. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé, ãäå ïàðàìåòð t
ïðîáåãàåò âñþ äåéñòâèòåëüíóþ îñü çàäàåò ïðÿìóþ P1P2. Ýòà æå ñèñòåìà, íî
ñ ââåäåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà çíà÷åíèÿ t, áóäåò çàäàâàòü è îòðåçîê P1P2

èëè ëó÷. Äëÿ îòðåçêà t ëåæèò â èíòåðâàëå îò 0 äî 1, äëÿ ëó÷à â èíòåðâàëå
îò 0 äî áåñêîíå÷íîñòè.

1.5 Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå

1. Çàäàíèå ïðÿìîé ïî äâóì òî÷êàì. Åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè
M1(x1, y1, z1) è M2(x2, y2, z2), òî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

.

Îäíàêî, ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ â âèäå îòíîøåíèÿ
íåëüçÿ, òàê êàê ìîæåò âîçíèêíóòü äåëåíèå íà 0. Ïîýòîìó èñïîëüçóþò
óðàâíåíèÿ

(x− x1) · (y2 − y1) = (x2 − x1) · (y − y1);
(y − y1) · (z2 − z1) = (z − z1) · (y2 − y1).
2. Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ïðÿìîé Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ íà

ïëîñêîñòè ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå:
x = x1 + t(x2 − x1)
y = y1 + t(y2 − y1)
z = z1 + t(z2 − z1).

3. Ïðÿìàÿ êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïëîñêîñòåé Äâå íå ïàðàëëåëíûå è
íå ñîâïàäàþùèå ïëîñêîñòè îäíîçíà÷íî çàäàþò ïðÿìóþ.

1.6 Ïëîñêîñòü

1.Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè èìååò âèä: Ax+By+Cz+D = 0, ïðè÷åì
(A,B,C) êîîðäèíàòû íîðìàëüíîãî âåêòîðà ïëîñêîñòè

2.Çàäàíèå ïëîñêîñòè ïî òðåì òî÷êàì

Åñëè ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè M1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2)
è M3(x3, y3, z3), òî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ìîæíî íàéòè èç ñëåäóþùèõ
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ñîîáðàæåíèé. Òî÷êà P (x, y, z) ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè, åñëè âåêòîðà
~M1M2, ~M2M3, ~M3P êîìïëàíàðíû, ò.å. èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0.∣∣∣∣∣∣
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x2 y3 − y2 z3 − z2
x− x3 y − y3 z − z3

∣∣∣∣∣∣ =0
òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íàéòè êîýôôèöèåíòû äëÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ

ïëîñêîñòè
A = (y2 − y1) · (z3 − z2)− (y3 − y2) · (z2 − z1);
B = (x3 − x2) · (z2 − z1)− (x2 − x1) · (z3 − z2);
C = (x2 − x1) · (y3 − y2)− (x3 − x2) · (y2 − y1).

Òàê æå ïëîñêîñòü ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ äâóõ íåêîëëèíåàðíûõ
íàïðàâëÿþùèõ äëÿ ïëîñêîñòè âåêòîðîâ è òî÷êè.

3.Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ïëîñêîñòè
Èç óêàçàííûõ âûøå ñîîáðàæåíèé ìîæíî íàéòè è ïàðàìåòðè÷åñêèå

óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè. Ò.ê.âåêòîðà ~M1M2, ~M1M3, ~M1P êîìïëàíàðíû,òî âåêòîð
~M1P ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ ~M1M2 è ~M1M3, à çíà÷èò

x− x1 = u · (x2 − x1) + v · (x3 − x1)
y − y1 = u · (y2 − y1) + v · (y3 − y1)
z − z1 = u · (z2 − z1) + v · (z3 − z1).

Íà Ïàñêàëå îïðåäåëèì äëÿ ïëîñêîñòè òèï plane:
type plane=record
a:real;
b:real;
c:real;
d:real;

end;
Íà C# îïðåäåëèì äëÿ ïëîñêîñòè êëàññ Plane:
public class Plane
{

public �oat A;
public �oat B;
public �oat C;
public �oat D;
public Plane(�oat a, �oat b, �oat c, �oat d)
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{
this.A = a;
this.B = b;
this.C = c;
this.D = d;

}
}

1.7 Îòðåçîê

Îòðåçîê ñ êîíöàìè â òî÷êàõ P1 è P2 çàäàåòñÿ êîîðäèíàòàìè ñâîèõ êîíöîâ.
Íà Ïàñêàëå îïðåäåëèì äëÿ îòðåçêà ñëåäóþùèé òèï:
type piece=record
beg:point;
en:point;

end;
Íà Ñ# îïðåäåëèì êëàññ Piece
public class Piece
{
public Point Beg;
public Point En;
public Piece(Point b, Point e)
{
this.Beg = b;
this.En = e;

}
/*
Ëó÷øå äîáàâèòü ýòîò êîíñòðóêòîð ïî óìîë÷àíèþ, ÷òîáû ïîëüçîâàòåëþ

íå íóæíî áûëî ñîçäàâàòü ýêçåìïëÿðû êëàññà Òî÷êà. Âåäü íåêîòîðûå
ïîëüçîâàòåëè ìîãóò îá ýòîì ïðîñòî çàáûòü, è òîãäà ïðè îáðàùåíèè ê ïîëÿì
êëàññà âîçíèêíåò îøèáêà.

*/
public Piece()
{
this.Beg = new Point();
this.En = new Point();

}
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}
Òàêæå âûøå áûëî ñêàçàíî î ïàðàìåòðè÷åñêîì ñïîñîáå çàäàíèÿ îòðåçêà.

1.8 Ëó÷

Ëó÷ ìîæíî çàäàâàòü êîîðäèíàòàìè íà÷àëà ëó÷à è âåêòîðîì çàäàþùèì
íàïðàâëåíèå. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, íî ëó÷ çàäàþò íà÷àëîì P1 è òî÷êîé íà
ëó÷å P2. Òàêæå âûøå áûëî ñêàçàíî î ïàðàìåòðè÷åñêîì ñïîñîáå çàäàíèÿ ëó÷à.

1.9 Ìíîãîóãîëüíèê

Øèðîêèé êëàññ àëãîðèòìîâ âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè ñîñòàâëÿþò
àëãîðèòìû ðàáîòû ñ ìíîãîóãîëüíèêàìè. Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê èõ
èçó÷åíèþ, ââåäåì íåêîòîðûå ïîëåçíûå îïðåäåëåíèÿ.
Ìíîãîóãîëüíèê � çàìêíóòàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ëîìàííàÿ áåç

ñàìîïåðåñå÷åíèé è ñàìîêàñàíèé, à òàêæå îãðàíè÷åííàÿ åþ îáëàñòü.
Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê � ìíîãîóãîëüíèê, äâå ëþáûå âíóòðåííèå

òî÷êè êîòîðîãî ìîæíî ñîåäèíèòü îòðåçêîì, öåëèêîì â í¼ì ëåæàùèì.
Âûïóêëàÿ âåðøèíà � âåðøèíà, âíóòðåííèé óãîë ïðè êîòîðîé ìåíüøå,

ëèáî ðàâåí 180 ãðàäóñîâ.
Âíóòðåííÿÿ âåðøèíà � âåðøèíà, âíóòðåííèé óãîë ïðè êîòîðîé áîëüøå

180 ãðàäóñîâ.
Ñâîéñòâà âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ:
- ëþáàÿ âåðøèíà âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà âûïóêëà
- ïåðåñå÷åíèå äâóõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ

îòðåçêîì, ëèáî ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì
Â ïàìÿòè êîìïüþòåðà ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ïðåäñòàâèòü äâóìÿ

ñïîñîáàìè.
Âî-ïåðâûõ, ñ ïîìîùüþ äàííîãî öåëîãî ÷èñëà n (êîëè÷åñòâî âåðøèí) è

ìàññèâà êîîðäèíàò âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà.
Âî-âòîðûõ, â âèäå êîëüöà âåðøèí, õðàíÿùåãîñÿ â êîëüöåâîì ñïèñêå ñ

äâîéíûìè ñâÿçÿìè. Êàæäûé óçåë ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå è ñâÿçàí ñî ñâîèìè
äâóìÿ ñîñåäÿìè. Ñëåäóÿ ñâÿçÿì, ìîæíî îáîéòè ãðàíèöó ìíîãîóãîëüíèêà
â ëþáîì íàïðàâëåíèè, à âêëþ÷àÿ èëè óäàëÿÿ óçëû (ðåäàêòèðóÿ ñâÿçè
ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì), ìîæíî ñîçäàâàòü ìíîãîóãîëüíèêè è äèíàìè÷åñêè
èõ ìîäèôèöèðîâàòü.

26



type mng=� ver;
ver=record
inf:point;
left:mng;
rigth:mng;

end;

Ïðèâåäåì ïðîöåäóðó ñ÷èòûâàíèÿ ìíîãîóãîëüíèêà (íà ïëîñêîñòè) èç
ôàéëà.

procedure input(var n:integer;var mng1:mng);
var f:text;
i:integer;
begM,endM,p:mng;

begin
assign(f,'in.txt');
reset(f);
readln(f,n);
new(p);
readln(f,p�.inf.x,p�.inf.y);
p�.left:=nil;
p�.rigth:=nil;
begM:=p;
endM:=p;
for i:=1 to n-1 do
begin
new(p);
readln(f,p�.inf.x,p�.inf.y);
p�.left:=endM;
p�.rigth:=nil;
endM�.rigth:=p;
endM:=p;
end;

endM�.rigth:=begM;
begM�.left:=endM;
mng1:=begM;
close(f);
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end;
Ðåàëèçàöèÿ êëàññà Ìíîãîóãîëüíèê ñ ìåòîäàìè äîáàâëåíèÿ âåðøèíû

è ïå÷àòè ñïèñêà âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà áóäåò íà Ñ# áóäåò âûãëÿäåòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

// êëàññ Ìíîãîóãîëüíèê
class Mng
{
// ïîëÿ êëàññà
public Mng left, right;
public Point vershina;
// êîíñòðóêòîð êëàññà
public Mng()
{
left = null; right = null; vershina = null;

}
// ìåòîä äîáàâëåíèÿ âåðøèíû
public void AddVer(Point v)
{
if (left == null)
{
vershina = v; right = this; left = this;
}
else
{
Mng temp = new Mng();
temp.vershina = v;
this.left.right = temp;
temp.left = this.left;
this.left = temp;
temp.right = this;

}
}
// ìåòîä ïå÷àòè ñïèñêà âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà
public void Print()
{
Mng �rst = this;
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Mng temp = this;
Console.WriteLine(temp.vershina.ToString());
temp = temp.right;
while (�rst != temp)
{
Console.WriteLine(temp.vershina.ToString());
temp = temp.right;

}
}

}
Â îòëè÷èå îò ïðèìåðà íà Ïàñêàëå, â ïðèâåäåííîì äàëåå êîäå íà Ñ#

âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà èíèöèàëèçèðóþòñÿ â ñàìîé ïðîãðàììå.
class Program
{
static void Main(string[] args)
{
// ñîçäàåì 4 âåðøèíû
Point p1 = new Point(1, 1); Point p2 = new Point(2, 1);
Point p3 = new Point(3, 1); Point p4 = new Point(4, 1);

// ñîçäàåì ìíîãîóãîëüíèê èç ýòèõ âåðøèí
// ñîçäàåì ïóñòîé ìíîãîóãîëüíèê
Mng myMng = new Mng();
// äîáàâëÿåì â íåãî âåðøèíû
myMng.AddVer(p1); myMng.AddVer(p2);
myMng.AddVer(p3); myMng.AddVer(p4);
// ïå÷àòàåì ìíîãîóãîëüíèê
myMng.Print();
}

}
Â ñëó÷àå ÷òåíèÿ ìíîãîóãîëüíèêà èç ôàéëà ïðîãðàììó ïðèäåòñÿ íåìíîãî

èçìåíèòü: ñíà÷àëà ñîçäàåì ïóñòîé ìíîãîóãîëüíèê, äàëåå â öèêëå ñ÷èòûâàåì
êîîðäèíàòû î÷åðåäíîé âåðøèíû, ñîçäàåì âåðøèíó è äîáàâëÿåì åå â
ìíîãîóãîëüíèê.
Çàìå÷àíèå: â ïðîñòðàíñòâå ìíîãîóãîëüíèê çàäàåòñÿ àíàëîãè÷íî, íî

íåîáõîäèìî ñëåäèòü, ÷òîáû âñå âåðøèíû ïðèíàäëåæàëè îäíîé ïëîñêîñòè
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1.10 Ëîìàíàÿ

Êàê è ìíîãîóãîëüíèê, ëîìàíóþ â ïàìÿòè êîìïüþòåðà ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü
äâóìÿ ñïîñîáàìè. Âî-ïåðâûõ, ñ ïîìîùüþ äàííîãî öåëîãî ÷èñëà n (êîëè÷åñòâî
âåðøèí) è ìàññèâà êîîðäèíàò âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà. Âî-âòîðûõ, â âèäå
ñïèñêà âåðøèí, õðàíÿùåãîñÿ â ñïèñêå ñ äâîéíûìè ñâÿçÿìè. Êàæäûé óçåë
ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå è ñâÿçàí ñî ñâîèìè äâóìÿ ñîñåäÿìè.

1.11 Îêðóæíîñòü

Îêðóæíîñòü çàäàåòñÿ êîîðäèíàòàìè öåíòðà è ðàäèóñîì. Óðàâíåíèå
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå (x1, y1) è ðàäèóñîì r èìååò âèä (x − x1)

2 +
(y − y1)2 = r2. Äàííàÿ ôîðìóëà òàêæå ïîìîãàåò îïðåäåëèòü ëåæèò ëè òî÷êà
íà îêðóæíîñòè, âíóòðè íå¼ èëè âíå.

Èíîãäà áûâàåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå îêðóæíîñòè{
x = x1 + r ∗ cos(ϕ)
y = y1 + r ∗ sin(ϕ).

Ñôåðà

Ñôåðà çàäàåòñÿ êîîðäèíàòàìè öåíòðà è ðàäèóñîì. Óðàâíåíèå ñôåðû ñ
öåíòðîì â òî÷êå (x1, y1, z1) è ðàäèóñîì r èìååò âèä (x − x1)

2 + (y − y1)
2 +

(z − z1) = r2 Äàííàÿ ôîðìóëà òàêæå ïîìîãàåò îïðåäåëèòü ëåæèò ëè òî÷êà
íà ñôåðå, âíóòðè íå¼ èëè âíå.

Èíîãäà áûâàåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ñôåðû:
x = x1 + r ∗ sin(ϕ) ∗ cos(θ)
y = y1 + r ∗ sin(ϕ) ∗ sin(θ)
z = z1 + r ∗ cos(ϕ).

1.12 Ìíîãîãðàííèê

Â îáùåì âèäå ìíîãîãðàííèê çàäàåòñÿ äâóìÿ ñïèñêàìè:
1. ñïèñê âåðøèí P , ïðîíóìåðîâàííûõ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå
2. ìàññèâ ñïèñêîâ ãðàíåéG, ãäåGi - ñïèñîê íîìåðîâ âåðøèí ìíîãîãðàííèêà

i-òîé ãðàíè, ïåðå÷èñëåííûõ â ïîðÿäêå èõ îáõîäà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó.
Ïðèìåð
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Äëÿ ìíîãîãðàííèêà, ïðèâåäåííîãî íà ðèñóíêå, îïèñàíèå åãî âåðøèí è
ãðàíåé áóäåò ñëåäóþùèì.

Ìíîãîãðàííèê èìååò 10 âåðøèí

P =

 0 0 3 3 6 6 6 6 0 0 0
0 4 4 0 0 4 4 0 0 4 0
6 6 6 3 6 6 0 0 0 0 0


è 8 ãðàíåé
G = {G1, G2, ...G7}, ãäå
G1 = {1, 2, 3, 4, 1},
G2 = {3, 6, 5, 4, 3},
G3 = {6, 7, 8, 5, 6},
G4 = {1, 9, 8, 5, 4, 1},
G5 = {2, 10, 7, 6, 3, 2},
G6 = {1, 2, 10, 9, 1},
G7 = {9, 4, 7, 8, 9}
G8 = {6, 7, 8, 11, 6}
Îäíàêî, ÷àñòíûå âèäû ìíîãîãðàííèêîâ çàäàþòñÿ ïðîùå.
Òàê ïðè îïèñàíèè ïèðàìèäû, êàê ïðàâèëî, â ôàéëå ñíà÷àëà óêàçûâàþò

êîîðäèíàòû âåðøèíû, ïðîòèâîïîëîæíîé îñíîâàíèþ, çàòåì ÷èñëî âåðøèí â
îñíîâàíèè, çàòåì êîîðäèíàòû âåðøèí îñíîâàíèÿ. À äëÿ õðàíåíèÿ èñïîëüçóþò
îäèí ìàññèâ òî÷åê äëÿ êîîðäèíàò âåðøèí îñíîâàíèÿ è òî÷êó - âåðøèíó,
ïðîòèâîïîëîæíóþ îñíîâàíèþ.
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Ïðè îïèñàíèè ïðèçìû äîñòàòî÷íî óêàçàòü êîîðäèíàòû âåðøèí îäíîãî èç
îñíîâàíèé è âåêòîð, çàäàþùèé áîêîâóþ ñòîðîíó.

1.13 Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîïðîâåðêè

1. Ïåðå÷èñëèòå ñïîñîáû çàäàíèÿ òî÷êè íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå.

2. Íàïèøèòå ïðîöåäóðó ïåðåâîäà êîîðäèíàò òî÷êè èç äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò â ïîëÿðíóþ.

3. Íàïèøèòå ïðîöåäóðó ïåðåâîäà êîîðäèíàò òî÷êè èç ïîëÿðíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò â äåêàðòîâó.

4. Ïåðå÷èñëèòå ñïîñîáû çàäàíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè. Ïî÷åìó ïðè
ðåøåíèè çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè íå èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå
ïðÿìîé âèäà y=kx+b?

5. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè:

(a) À(1, 2) è Â(3, 4);

(b) A(2, 6) è B(3, 5);

(c) A(7, 1) è B(4, 4);

(d) A(-1, 4) è B(2, 8).

6. Êàê îïðåäåëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà ïðÿìîé, åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà
ïàðàìåòðè÷åñêè?

7. Ïðÿìàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè

{
x = 5t+ 3
y = 3t+ 2

. Îïðåäåëèòü,

ïðèíàäëåæèò ëè äàííîé ïðÿìîé òî÷êà:

(a) M(4, 1);

(b) M(3, 2);

(c) M(8, 5);

(d) M(6, 2).

8. Ïåðå÷èñëèòå ñïîñîáû çàäàíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå.

9. Ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà çàäàííîé ïëîñêîñòè?
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(a) M(5, 6, 2), 3x− 2y + 2z − 7 = 0;

(b) M(3, 6, 2), 2x− y + 4z − 7 = 0;

(c) M(4, 2, 10), 2x+ 3y − z − 4 = 0;

(d) M(2, 5, 3), 6x− 3y + 8 = 0.

10. Ïðÿìàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè


x = −2t− 8

7

y = 8t− 3
7

z = 7t
. Îïðåäåëèòü,

ïðèíàäëåæèò ëè äàííîé ïðÿìîé òî÷êà:

(a) M(2, 7, 5);

(b) M(-2, 0, 1);

(c) M(1, -4, -5);

(d) M(1, -9, 15
2 ).

11. Ñêîëüêî óðàâíåíèé íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü ïðÿìóþ â
ïðîñòðàíñòâå? Ïî÷åìó äëÿ çàäàíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè
M1(x1, y1, z1) è M2(x2, y2, z2) íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé
x−x1
x2−y1 =

y−y1
y2−y1 =

z−z1
z2−z1?

12. Ïåðå÷èñëèòå ñïîñîáû çàäàíèÿ ïëîñêîñòè.

13. Ïåðå÷èñëèòå ñïîñîáû çàäàíèÿ ëó÷à.

14. Ïåðå÷èñëèòå ñïîñîáû çàäàíèÿ ìíîãîóãîëüíèêà. Â ÷åì ïðåèìóùåñòâî òîãî
è äðóãîãî ìåòîäà?

15. Ïåðå÷èñëèòå ñïîñîáû çàäàíèÿ îêðóæíîñòè.

16. Ïåðå÷èñëèòå ñïîñîáû çàäàíèÿ ñôåðû.

17. Íàïèøèòå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O
è ðàäèóñîì R

(a) O(0, 0), R =
√
3;

(b) O(3,−6), R = 7.

18. Êàê îïèñûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèê â ïàìÿòè êîìïüþòåðà?

19. Êàê áóäåò âûãëÿäåòü ôàéë ñ äàííûìè î êóáå äëèíà ðåáðà êîòîðîãî ðàâíà
3, à òðè ðåáðà ëåæàò íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ?
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20. Èçîáðàçèòå ìíîãîãðàííèê. Ìíîæåñòâî âåðøèí èìååò âèä:

P =

 0 0 3 3 4 0 4 4 4 4 0
5 2 2 2 5 0 0 0 1 1 0
0 6 6 0 0 6 6 0 0 6 0.


Ìíîæåñòâî ãðàíåé èìååò âèä:

G = {G1, G2, ...G7}, ãäå
G1 = {1, 2, 3, 5, 1},
G2 = {2, 3, 10, 7, 6, 2},
G3 = {3, 4, 5, 3},
G4 = {3, 4, 9, 10, 3},
G5 = {7, 8, 9, 10, 7},
G6 = {5, 4, 9, 8, 11, 1, 5},
G7 = {1, 2, 6, 11, 1},
G8 = {6, 7, 8, 11, 6}.

1.14 Çàäà÷è

1. Ðåàëèçàöèÿ îñíîâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Â äàííîì çàäàíèè
îñíîâíàÿ ïðîãðàììà äîëæíà ñîäåðæàòü òîëüêî âûçîâû ðàçðàáîòàííûõ
ïðîöåäóð, ôóíêöèé èëè ìåòîäîâ.

(a) Ðàçðàáîòàòü ñòðóêòóðó äàííûõ äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà "òî÷êà
ïëîñêîñòè". Ðåàëèçîâàòü ïðîöåäóðû, ôóíêöèè èëè ìåòîäû äëÿ ââîäà
è âûâîäà òî÷êè.

(b) Ðàçðàáîòàòü ñòðóêòóðó äàííûõ äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà "òî÷êà
òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà". Ðåàëèçîâàòü ïðîöåäóðû, ôóíêöèè èëè
ìåòîäû äëÿ ââîäà è âûâîäà òî÷êè.

(c) (*) Ðàçðàáîòàòü ñòðóêòóðó äàííûõ äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà
"òî÷êà ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè". Ðåàëèçîâàòü
ïðîöåäóðû, ôóíêöèè èëè ìåòîäû äëÿ ââîäà è âûâîäà òî÷êè.

(d) Ðàçðàáîòàòü ñòðóêòóðó äàííûõ äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà
"âåêòîð íà ïëîñêîñòè". Ðåàëèçîâàòü ïðîöåäóðû, ôóíêöèè èëè

34



ìåòîäû äëÿ ââîäà, âûâîäà âåêòîðà, âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà
ïî òî÷êàì íà÷àëà è êîíöà, ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ, óìíîæåíèÿ âåêòîðà
íà ÷èñëî, ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ, ñêàëÿðíîãî è êîñîãî
ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ.

(e) Ðàçðàáîòàòü ñòðóêòóðó äàííûõ äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà
"òðåõìåðíûé âåêòîð". Ðåàëèçîâàòü ïðîöåäóðû, ôóíêöèè èëè ìåòîäû
äëÿ ââîäà, âûâîäà âåêòîðà, âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà ïî
òî÷êàì íà÷àëà è êîíöà, ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ, óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà
÷èñëî, ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ, ñêàëÿðíîãî, âåêòîðíîãî è
ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ.

(f) (*) Ðàçðàáîòàòü ñòðóêòóðó äàííûõ äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà
"âåêòîð ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè". Ðåàëèçîâàòü
ïðîöåäóðû, ôóíêöèè èëè ìåòîäû äëÿ ââîäà, âûâîäà âåêòîðà,
âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà ïî òî÷êàì íà÷àëà è êîíöà,
ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ, óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî, ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè âåêòîðîâ, ñêàëÿðíîãî, êîñîãî, âåêòîðíîãî è ñìåøàííîãî
ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè.

(g) Ðàçðàáîòàòü ñòðóêòóðó äàííûõ äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà
"ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè". Ðåàëèçîâàòü ïðîöåäóðû, ôóíêöèè èëè
ìåòîäû äëÿ ââîäà è âûâîäà ïðÿìîé, îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè
òî÷êè ïðÿìîé, ïîñòðîåíèÿ ïðÿìîé ïî äâóì òî÷êàì, ïî òî÷êå è
âåêòîðó.

(h) Ðàçðàáîòàòü ñòðóêòóðó äàííûõ äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà
"ïðÿìàÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå". Ðåàëèçîâàòü ïðîöåäóðû,
ôóíêöèè èëè ìåòîäû äëÿ ââîäà è âûâîäà ïðÿìîé, îïðåäåëåíèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ïðÿìîé, ïîñòðîåíèÿ ïðÿìîé ïî äâóì òî÷êàì,
ïî òî÷êå è âåêòîðó.

(i) . Ââåñòè òî÷êè A,B,C ïëîñêîñòè. Ïîñòðîèòü âñåâîçìîæíûå âåêòîðà
ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé 2 ·
AB − CA; AB · BA; AC × CA(êîñîå ïðîèçâåäåíèå); îïðåäåëèòü
êîëëèíåàðíû ëè âåêòîðà AB è AC.

(j) . Ââåñòè òî÷êè D,E, F,G ïðîñòðàíñòâà. Ïîñòðîèòü âñåâîçìîæíûå
âåêòîðà ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ. Âû÷èñëèòü 2·EF+4 cdotFG; ED×
FE(âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå); DE · ED; (DE,FE,GE); îïðåäåëèòü
êîìïëàíàðíû ëè âåêòîðà DE,FE,GE.
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Äàëåå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è íåîáõîäèìî îôîðìèòü â âèäå ïðîöåäóðû
èëè ôóíêöèè íà Ïàñêàëå èëè ìåòîäà íà Ñ#.

2. Óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè

(a) Íàéòè êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ïðÿìîé Ax + By + C = 0,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè (x, y), (x1, y1).

(b) Äàíû òî÷êè A,B,C ñâîèìè êîîðäèíàòàìè, íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C è ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé AB.

(c) Äàíû òî÷êè A,B,C ñâîèìè êîîðäèíàòàìè, íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó Ñ è ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïðÿìîé AB.

(d) Îïðåäåëèòü ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà ïðÿìîé. Ïðÿìàÿ çàäàíà ñâîèìè
êîýôôèöèåíòàìè.

(e) Äàíû òðè òî÷êè, îïðåäåëèòü ëåæàò ëè îíè íà îäíîé ïðÿìîé.

(f) Îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå äâóõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé (ïî îäíó
ñòîðîíó îò ïðÿìîé, ïî ðàçíûå, íà ïðÿìîé). Ïðÿìàÿ çàäàíà ñâîèìè
êîýôôèöèåíòàìè.

(g) Ïðÿìûå çàäàíû ñâîèìè êîýôôèöèåíòàìè. Îïðåäåëèòü èõ âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå (ïåðåñåêàþòñÿ, íå ïåðåñåêàþòñÿ, ñîâïàäàþò) .

(h) Äàíû òî÷êè A,B,C,D. Îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ
AB è CD (ïåðåñåêàþòñÿ, íå ïåðåñåêàþòñÿ, ñîâïàäàþò).

3. Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè. Îòðåçîê. Ëó÷.

(a) Äàíû òðè òî÷êè A,B,C. Îïðåäåëèòü ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà C
îòðåçêó ÀÂ.

(b) Äàíû òðè òî÷êè A,B,C, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Îïðåäåëèòü
ðàñïîëîæåíèå òî÷êè C îòíîñèòåëüíî îòðåçêà AB (ìåæäó òî÷êàìè
A è B, âíå îòðåçêà çà òî÷êîé A, âíå îòðåçêà çà òî÷êîé B).

(c) Äàíû òðè òî÷êè A,B,C, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Îïðåäåëèòü
êàêàÿ èç íèõ ëåæèò ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè.

(d) Äàíû òðè òî÷êè A,B,C. Îïðåäåëèòü ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà C ëó÷ó
AB.

(e) Äàíû ÷åòûðå òî÷êè A,B,C è D, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé.
Îïðåäåëèòü ïåðåñåêàþòñÿ ëè îòðåçêè AB è CD.
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(f) Äàíû ÷åòûðå òî÷êè A,B,C è D, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé.
Îïðåäåëèòü ïåðåñåêàþòñÿ ëè ëó÷è [AB) è [CD).

(g) Äàíû ÷åòûðå òî÷êè A,B,C è D, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé.
Îïðåäåëèòü ïåðåñåêàþòñÿ ëè ëó÷ [AB) è îòðåçîê [CD).

(h) Äàíû òðè òî÷êè A,B,C ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Îïðåäåëèòü
ðàñïîëîæåíèå òî÷êè C îòíîñèòåëüíî ëó÷à AB.

4. Ñêàëÿðíîå è êîñîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè

(a) Óãîë çàäàí òðåìÿ òî÷êàìè A,B,C (òî÷êà B - âåðøèíà óãëà).
Îïðåäåëèòü âèä óãëà (îñòðûé, òóïîé èëè ïðÿìîé)

(b) Òðåóãîëüíèê çàäàí êîîðäèíàòàìè ñâîèõ âåðøèí. Îïðåäåëèòü âèä
òðåóãîëüíèêà (îñòðîóãîëüíûé, òóïîóãîëüíûé èëè ïðÿìîóãîëüíûé)

(c) Äàíû 4 òî÷êè A,B,C è D. Ïåðïåíäèêóëÿðíû ëè ïðÿìûå AB è CD?

(d) Äàíû òðè òî÷êè A,B,C, îïðåäåëèòü ÿâëÿåòñÿ ëè îáõîä A − B − C
îáõîäîì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå èëè ïðîòèâ.

(e) Òðåóãîëüíèê çàäàí êîîðäèíàòàìè âåðøèí. Íàéòè åãî ïëîùàäü.

(f) Äàíû 4 òî÷êè A,B,C èD. Âûÿñíèòå, ëåæèò ëè òî÷êà D âíóòðè óãëà
ABC? Èìååòñÿ â âèäó òîò èç óãëîâ ABC, êîòîðûé çàìåòàåòñÿ ëó÷îì
ïðè ïîâîðîòå îò BA ê BC ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

â ïðîñòðàíñòâå

(g) Óãîë çàäàí òðåìÿ òî÷êàìè A,B,C (òî÷êà B - âåðøèíà óãëà).
Îïðåäåëèòü âèä óãëà (îñòðûé, òóïîé èëè ïðÿìîé)

(h) Äàíû òðè òî÷êè A,B,C. Îïðåäåëèòü ÿâëÿåòñÿ ëè îáõîä A− B − C
îáõîäîì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå èëè ïðîòèâ.

5. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå

(a) Íàéòè êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ A + B + Cz + D = 0 ïëîñêîñòè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè òî÷êè (x, y, z),(x1, y1, z1), (x2, y2, z2).

(b) Äàíû òî÷êè A,B,C,D ñâîèìè êîîðäèíàòàìè, íàéòè óðàâíåíèå
ïëîñêîñòè ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó D è ïàðàëëåëüíóþ ïëîñêîñòè
ABC.

(c) Äàíû òî÷êè A,B,C,D,E ñâîèìè êîîðäèíàòàìè, íàéòè óðàâíåíèå
ïëîñêîñòè ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè D è è ïåðïåíäèêóëÿðíóþ
ïëîñêîñòè ABC.
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(d) Îïðåäåëèòü ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà ïëîñêîñòè.

(e) Äàíû ÷åòûðå òî÷êè, îïðåäåëèòü ëåæàò ëè îíè â îäíîé ïëîñêîñòè.

(f) Îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå äâóõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè (ïî îäíó
ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè, ïî ðàçíûå, íà ïëîñêîñòè). Ïëîñêîñòü çàäàíà
ñâîèìè êîýôôèöèåíòàìè.

(g) Äàíû òðè òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå, ñâîèìè êîîðäèíàòàìè, îïðåäåëèòü
ëåæàò ëè îíè íà îäíîé ïðÿìîé.

(h) Îïðåäåëèòü ïðèíàäëåæèò ëè äàííàÿ òî÷êà ïðÿìîé, çàäàííîé äâóìÿ
ïëîñêîñòÿìè. Ïëîñêîñòè çàäàíû ñâîèìè êîýôôèöèåíòàìè.

2 Íåêîòîðûå ôîðìóëû è ñîîòíîøåíèÿ

2.1 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ~a · ~b äëÿ âåêòîðîâ ~a = (xa, ya, za) è ~b = (xb, yb, zb)
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ~a ·~b = xa · xb + ya · yb + za · zb .

Íàïîìíèì, ÷òî äâà âåêòîðà ~a è ~b ïåðïåíäèêóëÿðíû, òîãäà, è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ. Åñëè ~a ·~b > 0, òî óãîë ìåæäó
âåêòîðàìè ìåíüøå 90◦. Åñëè ~a ·~b < 0, òî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè áîëüøå 90◦.

2.2 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ~a è ~b âçÿòûõ â
äàííîì ïîðÿäêå íàçûâàåòñÿ âåêòîð ~p, äëèíà êîòîðîãî ÷èñëåííî ðàâíà
ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ; ýòîò âåêòîð
ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðàì ~a è ~b è íàïðàâëåí òàê, ÷òî áàçèñ a, b, p
èìååò ïðàâóþ îðèåíòàöèþ. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ
ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì íóëü-âåêòîðó.

Åñëè âåêòîðû ~a è ~b èìåþò êîîðäèíàòû (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), òî èõ
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå èìååò êîîðäèíàòû

(

∣∣∣∣y1 z1
y2 z2

∣∣∣∣, -∣∣∣∣x1 z1
x2 z2

∣∣∣∣, ∣∣∣∣x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣),
òî åñòü (y1 · z2 − y2 · z1, z1 · x2 − z2 · x1, x1 · y2 − x2 · y1).
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2.3 Êîñîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Âàæíóþ ðîëü âî ìíîãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ èãðàåò îïðåäåëåíèå
íàïðàâëåíèÿ ïîâîðîòà îäíîãî âåêòîðà ê äðóãîìó. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
ââåäåì ïîíÿòèå êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Êîñîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ äâóõ âåêòîðîâ ~a = (xa, ya) è ~b = (xb, yb)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ~a×~b =
∣∣∣∣xa ya
xb yb

∣∣∣∣ = xa · yb − ya · xb .

function kosoep(v1,v2:vektor):real;
begin
vect:=v1.x*v2.y-v2.x*v1.y;
end;
Èç ïðåäñòàâëåííûõ îïðåäåëåíèé âèäèì, ÷òî êîñîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ

z-êîîðäèíàòîé âåêòîðíîãî, ïîýòîìó â ëèòåðàòóðå ÷àñòî êîñîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ íàçûâàþò âåêòîðíûì (íà ïëîñêîñòè).

Êîñîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå ïîâîðîòà
îò îäíîãî âåêòîðà ê äðóãîìó:

- åñëè ~a×~b > 0, òî ~a íàäî ïîâîðà÷èâàòü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè,
- åñëè ~a×~b < 0, òî ~a íàäî ïîâîðà÷èâàòü ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå,
- åñëè ~a × ~b = 0, òî âåêòîðû ëèáî ñîíàïðàâëåíû, ëèáî íàïðàâëåíû â

ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû.

2.4 Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Îïðåäåëèì ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a,~b,~c êàê (~a,~b,~c) = (~a×~b) · ~c.
Íàïîìíèì, ÷òî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà

ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a,~b,~c ñî çíàêîì
”
ïëþñ“, åñëè òðîéêà ~a,~b,~c - ïðàâàÿ

è ñî çíàêîì
”
ìèíóñ “, åñëè äàííàÿ òðîéêà - ëåâàÿ.

Çíà÷åíèå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ ~a = (xa, ya, za), ~b =
(xb, yb, zb), ~c = (xc, yc, zc) ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

(~a,~b,~c) =

∣∣∣∣∣∣
xa ya za
xb yb zb
xc yc zc

∣∣∣∣∣∣.
Åñëè âåêòîðà ~a,~b,~c êîìïëàíàðíû, òî èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0.
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2.5 Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè

Â âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè êàê ïðàâèëî ïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèåì
îðèåíòèðîâàííîãî óãëà, òî åñòü óãëà ó÷èòûâàþùåãî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
âåêòîðîâ. Îðèåíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a è ~b ïîëîæèòåëüíûé,
åñëè ïîâîðîò îò âåêòîðà ~a ê âåêòîðó ~b ñîâåðøàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè,
è îòðèöàòåëüíûé, åñëè íàîáîðîò. Òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíà îðèåíòèðîâàííîãî
óãëà ìîæåò ìåíÿòüñÿ â èíòåðâàëå (−π; π].

Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ ~OA, ~OB, ~OC, ëåãêî âû÷èñëèòå âåëè÷èíó óãëà AOB,
çíàÿ âåëè÷èíû óãëîâ AOC è COB: îíà ðàâíà èõ ñóììå ñ ó÷åòîì çíàêà. Ìîæåò
ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ïðè ñóììèðîâàíèè äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ (îòðèöàòåëüíûõ)
óãëîâ ðåçóëüòàò ïðåâçîéäåò π ïî ìîäóëþ. Òîãäà, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðàâèëüíîå
çíà÷åíèå óãëà, íóæíî îòíÿòü (äîáàâèòü) 2π. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ïðè ýòîì
íå ïðèäåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
âåêòîðîâ. Â ýòîì è ñîñòîèò ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ îðèåíòèðîâàííûõ
óãëîâ. Êàê íàéòè çíà÷åíèå îðèåíòèðîâàííîãî óãëà? Â ýòîì ñëó÷àå
ïðèìåíÿåòñÿ êîñîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.

Óãîë α ìåæäó ïðÿìûìè, ñ íàïðâëÿþùèìè âåêòîðàìè ~a è ~b îïðåäåëÿåòñáÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì α = arctan ~a×~b
~a·~b

.
Âåëè÷èíà îðèåíòèðîâàííîãî óãëà ìåæäó âåêòîðàìè ìîæåò ìåíÿòüñÿ â

èíòåðâàëå (−π; π].
Ïóñòü ϕ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a è~b, a α óãîë ìåæäó ïðÿìûìè çàäàííûìè

ýòèìè âåêòîðàìè, òîãäà
ϕ = π/2, åñëè ~a ·~b = 0 è ~a×~b > 0;
ϕ = −π/2, åñëè ~a ·~b = 0 è ~a×~b < 0;
ϕ = α, åñëè ~a ·~b > 0;
ϕ = π + α, åñëè ~a ·~b < 0 è ~a×~b ≥ 0;
ϕ = α− π, åñëè ~a ·~b < 0 è ~a×~b < 0.

2.6 Ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêa

Îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC � ýòî åãî ïëîùàäü,
ñíàáæåííàÿ òàêèì æå çíàêîì, êàê ó îðèåíòèðîâàííîãî óãëà ìåæäó âåêòîðàìè
~AB è ~AC, òî åñòü çíàê çàâèñèò îò ïîðÿäêà ïåðå÷èñëåíèÿ âåðøèí.
Èç îïðåäåëåíèÿ êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà

ñ êîîðäèíàòàìè âåðøèí (x1, y1); (x2, y2, ); (x3, y3, ) ðàâíà

1/2((x2 − x1) · (y3 − y1)− (x3 − x1) · (y2 − y1)).
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Ýòó æå âåëè÷èíó ìîæíî âû÷èñëèòü äðóãèì ñïîñîáîì. Ïóñòü òî÷êà O
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêà OBC ìèíóñ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ OAC è AOB, òî åñòü åñëè
ñëîæèòü îðèåíòèðîâàííûå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ OAB, OBC, OCA. Ýòî
ïðàâèëî ðàáîòàåò ïðè ëþáîì âûáîðå òî÷êè Î.

Òî÷íî òàê æå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ëþáîãî ìíîãîóãîëüíèêà
A1, A2, ...An. Íóæíî ñëîæèòü îðèåíòèðîâàííûå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ
OA1A2, OA2A3, . . . , OAnA1. Â ñóììå ïîëó÷èòñÿ ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà,
âçÿòàÿ ñî çíàêîì ïëþñ, åñëè ïðè îáõîäå ëîìàíîé A1A2 . . . An âíóòðåííîñòü
ìíîãîóãîëüíèêà íàõîäèòñÿ ñëåâà, è îòðèöàòåëüíîé, åñëè îíà íàõîäèòñÿ
ñïðàâà. Îíà è íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäüþ ìíîãîóãîëüíèêà.

2.7 Îáúåì ìíîãîãðàííèêà

Îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a,~b,~c ðàâåí ñìåøàííîìó
ïðîèçâåäåíèþ ýòèõ âåêòîðîâ.

Îáúåì òðåóãîëüíîé ïðèçìû, ïîñòðîåííîé íà ýòèõ æå âåêòîðàõ ðàâåí
ïîëîâèíå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ, à îáúåì òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû 1/6
ñìåøàííîãî ïðîçâåäåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ.

Îáúåì ïðîèçâîëüíîé ïðèçìû (ïèðàìèäû) âû÷èñëÿþò êàê ñóììó îáúåìîâ
òðåóãîëüíûõ ïðèçì (ïèðàìèä), ïîëó÷åííûõ èç äàííîé òðèàíãóëÿöèåé
îñíîâàíèÿ.

2.8 Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîïðîâåðêè

Â çàäàíèÿõ 1-5 âûáåðèòå îäèí ïðàâèëüíûé îòâåò èç ÷åòûðåõ ïðåäëîæåííûõ.

1. Òî÷êè P1, P2, P3 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, åñëè:

(a)
−−→
P1P2 ·

−−→
P1P3 > 0;

(b)
−−→
P1P2 ·

−−→
P1P3 = 0;

(c)
−−→
P1P2 ×

−−→
P1P3 > 0;

(d)
−−→
P1P2 ×

−−→
P1P3 = 0.

2. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè P1P2 è P1P3 ïðÿìîé, åñëè:

(a)
−−→
P1P2 ·

−−→
P1P3 > 0;
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(b)
−−→
P1P2 ·

−−→
P1P3 = 0;

(c)
−−→
P1P2 ×

−−→
P1P3 > 0;

(d)
−−→
P1P2 ×

−−→
P1P3 = 0.

3. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè P1P2 è P1P3 òóïîé, åñëè:

(a)
−−→
P1P2 ·

−−→
P1P3 > 0;

(b)
−−→
P1P2 ·

−−→
P1P3 = 0;

(c)
−−→
P1P2 ×

−−→
P1P3 > 0;

(d)
−−→
P1P2 ×

−−→
P1P3 = 0.

4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âåêòîðû ~a è ~b áûëè ñîíàïðàâëåíû, íåîáõîäèìî, ÷òîáû:

(a) ~a×~b = 0 è ~a ·~b > 0;

(b) ~a×~b > 0 è ~a ·~b = 0;

(c) ~a×~b = 0 è ~a ·~b < 0;

(d) ~a×~b < 0 è ~a ·~b > 0.

5. Ïîâîðîò îò âåêòîðà ~a ê âåêòîðó ~b îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå,
åñëè:

(a) ~a×~b = 0;

(b) ~a×~b > 0;

(c) ~a ·~b < 0;

(d) ~a×~b < 0.

6. Äàíà ôóíêöèÿ, âû÷èñëÿþùàÿ îðèåíòèðîâàííóþ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ p1, p2, p3. Íàéòè îøèáêè:

Function SquareTrian (p1,p2:point):real;

Begin

SquareTrian:=((p2.x-p1.x)*(p3.x-p1.x)+( p2.y-p1.y)*(p3.y-p1.y))/2;

End;

7. Êàê çà âðåìÿ n2log(n) îïðåäåëèòü ëåæàò ëè êàêèå-òî òðè èç äàííûõ n
òî÷åê íà îäíîé ïðÿìîé?
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8. Îïèøèòå àëãîðèòì ñîðòèðîâêè, ðàñïàîëàãàþùèé òî÷êè â ïîðÿäêå îáõîäà
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, åñëè ñìîòðåòü èç çàäàííîé òî÷êè P0. Àëãîðèòì
äîëæåí èñïîëüçîâàòü êîñîå ïðîèçâåäåíèå è âûïîëíÿòüñÿ çà âðåìÿ
nlog(n)

9. ×òîáû óçíàòü ÿâëÿþòñÿ ëè âåðøèíû P1, P2, ..., Pn−1 âåðøèíàìè
âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ïåðå÷èñëåííûìè â ïîðÿäêå îáõîäà
ìíîãîóãîëüíèêà ïðîôåññîð ïðåäëàãàåò òàêîé ìåòîä: ïðîâåðèòü, ÷òî
ìíîæåñòâî Pi, Pi+1, Pi+2, ãäå i+1 è i+2 âçÿòû ïî ìîäóëþ n, íå ñîäåðæèò
îäíîâðåìåííî ëåâûõ è ïðàâûõ ïîâîðîòîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòîò ñïîñîá íå
âñåãäà äàåò ïðàâèëüíûé îòâåò, õîòÿ è âûïîëíÿåòñÿ çà ëèíåéíîå âðåìÿ.
Êàê èçìåíèòü åãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðàâèëüíûé îòâåò?

10. Êàê çà âðåìÿ O(1) îïðåäåëèòü ïåðåñåêàåòñÿ ëè ãîðèçîíòàëüíûé ëó÷,
âûõîäÿùèé èç òî÷êè P0 âïðàâî ñ îòðåçêîì P1P2

11. Íàïèøèòå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè
ìíîãîóãîëüíèêà èç N òî÷åê.

12. Îïèøèòå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îáúåìà:

a) ïàðàëëåëåïèïåäà;

b) òðåóãîëüíîé ïðèçìû.

2.9 Çàäà÷è

Íàïèñàòü ïðîãðàììû äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷, ïðèäóìàòü ïîëíóþ
ñèñòåìó òåñòîâ (òåñòû îôîðìèòü â îòäåëüíûõ ôàéëàõ, è åäèíîì äîêóìåíòå
ñ îòâåòàìè è ðèñóíêàìè), à òàêæå îïèñàòü ôîðìàò âõîäíûõ è âûõîäíûõ
äàííûõ.

1. Íàéòè âåëè÷èíó îðèåíòèðîâàííîãî óãëà ìåæäó âåêòîðàìè ÀÂ è CD.

2. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ðàâíîóäàëåííîé îò äâóõ çàäàííûõ òî÷åê
(x,y),(x1,y1)

3. Óãîë çàäàí âåðøèíîé è äâóìÿ òî÷êàìè Ì2(x2,y2),Ì1(x1,y1), êîòîðûå
ëåæàò íà ñòîðîíàõ ýòîãî óãëà. Íàéòè óðàâíåíèå áèññåêòðèñû ýòîãî óãëà.

4. Òðåóãîëüíèê çàäàí êîîðäèíàòàìè âåðøèí. Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû è
ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè.
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5. Òðåóãîëüíèê çàäàí êîîðäèíàòàìè âåðøèí. Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû è
ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

6. Äàíà îêðóæíîñòü (êîîðäèíàòû öåíòðà è ðàäèóñ) è òî÷êà. Íàéòè
óðàâíåíèå êàñàòåëüíûõ ê äàííîé îêðóæíîñòè ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ
òî÷êó.

7. Äàíî ìíîæåñòâî òî÷åê (òî÷êè çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè). Íàéòè
òðåóãîëüíèê ñ íàèìåíüøåé è íàèáîëüøåé ïëîùàäüþ, âåðøèíàìè
êîòîðîãî áóäóò èñõîäíûå òî÷êè.

8. Äâà êðóãà çàäàíû êîîðäèíàòàìè öåíòðà è ðàäèóñîì è äàíà ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, ïîïàäàåò ëè äàííàÿ
òî÷êà â îáëàñòü ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ êðóãîâ.

3 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îñíîâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ

îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè

3.1 Ðàñïîëîæåíèå òî÷êè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé èëè îòðåçêà

3.1.1 Òî÷êà è ïðÿìàÿ

Ïóñòü ïðÿìàÿ l çàäàíà óðàâíåíèåì Ax + By + C = 0, òîãäà äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè P (x0, y0) äàííîé ïðÿìîé äîñòàòî÷íî
ïîäñòàâèòü êîîðäèíàòû òî÷êè â óðàâíåíèå ïðÿìîé. Ðàâåíñòâî íóëþ çíà÷åíèÿ
ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà ïðèíàäëåæèò äàííîé ïðÿìîé.
Çàìå÷àíèå: äëÿ âåùåñòâåííûõ êîîðäèíàò èëè êîýôôèöèåíòîâ

óðàâíåíèÿ ïðîâåðêó íà ðàâåíñòâî íóëþ íåîáõîäèìî îñóùåñòâëÿòü

ñ ó÷åòîì ïîãðåøíîñòè.

Åñëè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ìåíüøå íóëÿ, òî òî÷êà ëåæèò â îäíîé
ïîëóïëîñêîñòè îò ïðÿìîé, åñëè áîëüøå íóëÿ - â äðóãîé.

Åñëè ïðÿìàÿ èçíà÷àëüíî çàäàíà äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè P1(x1, y1) è
P2(x2, y2), òî äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è óðàâíåíèå ïðÿìîé âûïèñûâàòü
íå íóæíî, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ
~P1P2 × ~P1P = (x0 − x1)(y2 − y1) − (y0 − y1)(x2 − x1) è ñðàâíèòü ïîëó÷åííîå

âûðàæåíèå ñ íóëåì.
Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî ïðÿìîé l âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ρ(P, l) =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
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Äâå òî÷êè P3 è P4 ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé l çàäàííîé
óðàâíåíèåì Ax+By +C = 0, åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå ïðÿìîé îíè
äàþò ðàçíûé çíàê, òî åñòü

(Ax3 +By3 + 0)(Ax4 +By4 + C) < 0.
Åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà ïàðîé òî÷åê P1èP2, òî òî÷êè P3 è P4 ëåæàò ïî ðàçíûå

ñòîðîíû îò íå¼, åñëè
( ~P1P2 × ~P1P3) · ( ~P1P2 × ~P1P4) < 0.

3.1.2 Òî÷êà è îòðåçîê

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè P (x0, y0) îòðåçêó [P1P2],
íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü òðè óñëîâèÿ:

1. Òî÷êà P ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé P1P2, òî åñòü

~P1P2 × ~P1P = (x0 − x1)(y2 − y1)− (y0 − y1)(x2 − x1) = 0.

2. Óãîë PP1P2 îñòðûé, òî åñòü

~P1P2 · ~P1P = (x2 − x1)(x0 − x1) + (y2 − y1)(y0 − y1) > 0.

3. Óãîë PP2P1 îñòðûé, òî åñòü

~P2P1 · ~P2P = (x1 − x2)(x0 − x2) + (y1 − y2)(y0 − y2) > 0.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî îòðåçêà [P1P2] âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ρ(P, [P1P2]) =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2

òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè òî÷êà ðàñïîëîæåíà íàä îòðåçêîì, òî åñòü óãëû PP1P2

è PP2P1 îñòðûå, à çíà÷èò
~P1P2 · ~P1P = (x2 − x1)(x0 − x1) + (y2 − y1)(y0 − y1) ≥ 0

è
~P2P1 · ~P2P = (x1 − x2)(x0 − x2) + (y2 − y1)(y0 − y2) ≥ 0.

Ïðè íåâûïîëíåíèè îäíîãî èç óñëîâèé ðàññòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ñîîòâåñòâóþùåãî êîíöà îòðåçêà.
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3.1.3 Òî÷êà è ëó÷

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè P (x0, y0) ëó÷ó [P1P2), äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü òîëüêî ïåðâûå äâà óñëîâèÿ èç ñëó÷àÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
òî÷êè è îòðåçêà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ëó÷à ïðîâåðêà
âòîðîãî óñëîâèÿ òàêæå íå òðåáóåòñÿ.

3.2 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ, îòðåçêîâ, ëó÷åé

3.2.1 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ

Ïóñòü ïðÿìûå l1 è l2 çàäàíû óðàâíåíèÿìè A1x + B1y + C1 = 0 è
A2x + B2y + C2 = 0 . Êîëëèíåàðíîñòü íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ ýòèõ ïðÿìûõ
ãîâîðèò î òîì, ÷òî ýòè ïðÿìûå ëèáî ïàðàëëåëüíû, ëèáî ñîâïàäàþò. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè A1

A2
6= B1

B2
, òî ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ. Åñëè A1

A2
= B1

B2
6= C1

C2
, òî

ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû. Åñëè A1

A2
= B1

B2
= C1

C2
, òî ïðÿìûå ñîâïàäàþò.

Åñëè ïðÿìûå çàäàíû ïàðàìè òî÷åê, òî íàõîäèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ
íåò íåîáõîäèìîñòè, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü êîëëèíåàðíîñòü íàïðàâëÿþùèõ
âåêòîðîâ.

Åñëè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ, òî íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ
ìîæíî ðåøèâ ñèñòåìó {

A1x+B1y + C1 = 0
A2x+B2y + C2 = 0.

Òàêèì îáðàçîì òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû(
B1C2 −B2C1

A1B2 − A2B1
,
A2C1 − A1C2

A1B2 − A2B1

)
.

Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ ìîæíî íàéòè è äðóãèì ñïîñîáîì (êîòîðûé
ïîäõîäèò è äëÿ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå) Ïóñòü ïðÿìûå L1 (M1(x1, y1, z1)

−→α )
è L2 (M2(x2, y2, z2)

−→
β ) çàäàíû ïàðàìåòðè÷åñêè{

x = x1 + tαx

y = y1 + tαy;{
x = x2 + uβx
y = y2 + uβy.

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ P (x, y) ïðÿìûõ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îáîèì ñèñòåìàì,
òî åñòü
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{
x1 + tαx = x2 + uβx
y1 + tαy = y2 + uβy.

Ðåøàÿ ñèñòåìó, íàõîäèì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ t è u.{
tαx − uβx = x2 − x1
tαy − uβy = y2 − y1

t =
βx(y2 − y1)− βy(x2 − x1)

αyβx − αxβy

u =
αx(y2 − y1)− αy(x2 − x1)

αyβx − αxβy

Ïîäñòàâèâ t è u â ëþáóþ èç ñèñòåì, çàäàþùèõ èñõîäíûå ïðÿìûå ïîëó÷èì
êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ.

Îïèñàííûé ñïîñîá óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ îòðåçêó èëè ëó÷ó, çàäàííîìó òåìè æå òî÷êàìè,
÷òî è ïðÿìûå, óêàçàííûå âûøå.

3.2.2 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è îòðåçêà

Îòðåçîê ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ, åñëè åãî êîíöû ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò äàííîé ïðÿìîé.

3.2.3 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ëó÷à

Ëó÷ [P1P2) ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ l, åñëè òî÷êè P1 è P2 ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò äàííîé ïðÿìîé èëè îíè ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó, íî òî÷êà
P2 íàõîäèòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ïðÿìîé áëèæå, ÷åì òî÷êà P1.

Òàêæå äëÿ ïðîâåðêè ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à è ïðÿìîé ìîæíî íàéòè òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ äàííîé ïðÿìîé è ïðÿìîé ñîäåðæàùåé ëó÷, à çàòåì ïîñìîòðåòü
ïðèíàäëåæèò ëè ýòà òî÷êà ëó÷ó.

Åñëè èñêàòü òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ èñïîëüçóÿ èõ ïàðàìåòðè÷åñêîå
çàäàíèÿ, òî ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè ëó÷ó íå íóæíî ïðîâåðÿòü îòäåëüíî,
äîñòàòî÷íî ïîñìîòðåòü ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé
ëó÷. Åñëè îíî íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå îò 0 äî ∞, òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ïðèíàäëåæèò ëó÷ó.
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3.2.4 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ îòðåçêîâ

Îòðåçêè [P1P2] è [P3P4] ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà, êîãäà, âî-ïåðâûõ, ïåðåñåêàþòñÿ
îãðàíè÷èâàþùèå èõ ïðÿìîóãîëüíèêè è, âî-âòîðûõ, êîíöû êàæäîãî îòðåçêà
ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò äðóãîé îòðåçîê.
Ïåðâîå èç ýòèõ óñëîâèé ïîçâîëÿåò íå ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî òîò ñëó÷àé,
êîãäà îòðåçêè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Îáîçíà÷èì xmax1 è xmin1 - ìàêñèìàëüíóþ è ìèíèìàëüíóþ èç x- êîîðäèíàò
ïåðâîãî îòðåçêà, xmax2 è xmin2 - âòîðîãî îòðåçêà. Äëÿ y- êîîðäèíàò èìååì
àíàëîãè÷íî ymax1, ymin1, ymax2, ymin2. Òîãäà óñëîâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ
ôîðìàëüíî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

1. xmax1 ≥ xmin2 è xmax2 ≥ xmin1 è ymax1 ≥ ymin2 è ymax2 ≥ ymin1

2. ( ~P1P2 × ~P1P3) · ( ~P1P2 × ~P1P4) < 0 è ( ~P3P4 × ~P3P1) · ( ~P3P4 × ~P3P2) < 0
Ââåäåì ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòðåçêàìè

êàê ìèíèìàëüíîå ñðåäè ðàññòîÿíèé ìåæäó âñåìè ïàðàìè òî÷åê äâóõ îòðåçêîâ.
Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî îíî ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò êîíöà îäíîãî èç îòðåçêîâ
äî äðóãîãî îòðåçêà. Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îòðåçêàìè
äîñòàòî÷íî ïîäñ÷èòàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ðàññòîÿíèå äëÿ êàæäîé èç ÷åòûðåõ
êîíöåâûõ òî÷åê è âûáðàòü èç íèõ ìèíèìàëüíîå.

3.2.5 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ëó÷åé

Ëó÷è [P1P2) è [P3P4) ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà, êîãäà, ïåðåñåêàþòñÿ ïðÿìûå
èõ ñîäåðæàùèå è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðèíàäëåæèò êàæäîìó èç ëó÷åé.
(Ïðîâåðèòü ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàæäîìó èç ëó÷åé
óäîáíî, èñïîëüçóÿ ìåòîä íàõîæäåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ çàííûõ
ïàðàìåòðè÷åñêè)

Êîãäà ëó÷è ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ñ ïîìîùüþ çíàêà ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ~P1P2 · ~P3P4 ìîæíî ïîíÿòü, â îäíó èëè â ðàçíûå ñòîðîíû îíè
íàïðàâëåíû. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áóäåò ïîëîæèòåëüíûì,
à âî âòîðîì - îòðèöàòåëüíûì.

Åñëè ëó÷è ñîíàïðàâëåíû, òî îïðåäåëèòü, êàêîé èç ëó÷åé ÿâëÿåòñÿ èõ
ïåðåñå÷åíèåì, ìîæíî, ïîäñ÷èòàâ çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ~P1P2 ·
~P1P3. Êîãäà îíî áîëüøå íóëÿ, ïåðåñå÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ëó÷ P3P4, â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå - ëó÷ P1P2.
Â ñëó÷àå æå ïðîòèâîïîëîæíîé íàïðàâëåííîñòè ëó÷åé èõ ïåðåñå÷åíèå -

ëèáî îòðåçîê P1P3, è òîãäà íà÷àëî ëþáîãî èç äâóõ ëó÷åé ëåæèò âíóòðè
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äðóãîãî ëó÷à: ~P1P2 · ~P1P3 > 0, îäíà òî÷êà P1 = P3 ( ~P1P2 · ~P1P3 = 0), ëèáî îíî
ïóñòî ~P1P2 · ~P1P3 < 0.

3.3 Îêðóæíîñòü è ïðÿìàÿ, ëó÷, îòðåçîê

Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè èìååò âèä (x − x0)2 + (y − y0)2 = R2, ãäå (x0, y0) -
êîîðäèíàòû öåíòðà îêðóæíîñòè, R - ðàäèóñ. Òî÷êà P (x1, y1) ëåæèò âíóòðè
îêðóæíîñòè, åñëè (x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 < R2 è ñíàðóæè, åñëè (x1 − x0)2 +
(y1 − y0)2 > R2.

3.3.1 Îêðóæíîñòü è ïðÿìàÿ

Ïðÿìàÿ ìîæåò ïåðåñåêàòü îêðóæíîñòü â äâóõ òî÷êàõ, êàñàòüñÿ åå èëè íå
èìåòü ñ îêðóæíîñòüþ îáùèõ òî÷åê. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ
äîñòàòî÷íî íàéòè ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî äàííîé ïðÿìîé.
Åñëè ýòî ðàññòîÿíèå ìåíüøå ðàäèóñà îêðóæíîñòè, òî ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò
îêðóæíîñòü â äâóõ òî÷êàõ, åñëè ðàâíî åìó, òî ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè,
à åñëè îíî áîëüøå ðàäèóñà, òî îáùèõ òî÷åê íåò.

3.3.2 Îêðóæíîñòü è îòðåçîê

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ îêðóæíîñòè è îòðåçêà.
Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû äàííûõ êîíöîâ îòðåçêà ÷åðåç (x1, y1), (x2, y2),
êîîðäèíàòû öåíòðà îêðóæíîñòè ÷åðåç (x0, y0), à å¼ ðàäèóñ ÷åðåç R. Õîä
ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ìàòåìàòè÷åñêèì èëè âû÷èñëèòåëüíûì.
Ìàòåìàòè÷åñêè ìû ìîæåì çàäàòü ïðÿìóþ, ñîäåðæàùóþ îòðåçîê,
ïàðàìåòðè÷åñêè (èñïîëüçóåì ïàðàìåòð t). Ïîäñòàâèòü ýòè âûðàæåíèÿ
â óðàâíåíèå îêðóæíîñòè è ðåøèòü ïîëó÷åííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé t. Åñëè êîðíåé íåò, òî ïðÿìàÿ (à îòðåçîê òåì
áîëåå) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îêðóæíîñòüþ. Åñëè êîðíè åñòü, òî ïðîâåðÿåì
çíà÷åíèå êîðíåé. Ïåðåñå÷åíèå åñòü â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà õîòÿ áû
îäèí èç êîðíåé ëåæèò â äèàïàçîíå îò 0 äî 1.
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Äðóãîé âàðèàíò ìàòåìàòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ - íàéòè ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê
äî öåíòðà îêðóæíîñòè è ñðàâíèòü èõ ñ ðàäèóñîì îêðóæíîñòè. Åñëè îáà
ðàññòîÿíèÿ ìåíüøå R, òî îòðåçîê öåëèêîì ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè, è îíè
íå ïåðåñåêàþòñÿ (íàïðèìåð, îòðåçîê [P2P3] íà ðèñóíêå). Åñëè îäíî ìåíüøå,
à äðóãîå áîëüøå R, òî îòðåçîê è îêðóæíîñòü ïåðåñåêàþòñÿ (íàïðèìåð,
îòðåçîê [P1P2] íà ðèñóíêå). Â ñëó÷àå, êîãäà îáà ðàññòîÿíèÿ áîëüøå ðàäèóñà
îêðóæíîñòè îòâåò ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì (îòðåçîê [P1P4]), òàê è
îòðèöàòåëüíûì (îòðåçîê [P4P5]),ïîýòîìó íåîáõîäèìî íàéòè ðàññòîÿíèå îò
öåíòðà îêðóæíîñòè äî ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé îòðåçîê, ñðàâíèòü åãî ñ ðàäèóñîì
îêðóæíîñòè è, â ñëó÷àå, êîãäà ðàäèóñ áîëüøå, òî åñòü ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò
îêðóæíîñòü, îïðåäåëèòü, ëåæàò ëè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðè íàøåãî îòðåçêà

Ïðè âû÷èñëèòåëüíîì ïîäõîäå ìû ìîæåò ïåðåáèðàòü ñ íåêîòîðûì øàãîì
òî÷êè îòðåçêà, âû÷èñëÿòü ðàññòîÿíèÿ îò íèõ äî öåíòðà îêðóæíîñòè è
ñðàâíèâàòü ñ ðàäèóñîì. Ïðîñòûå ñëó÷àè èññëåäóþòñÿ ëåãêî, à â ñëîæíîì
ñëó÷àå - êîãäà îòðåçîê ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â äâóõ òî÷êàõ, ìû áóäåì
ïðèìåíÿòü êàêîé-ëèáî èç ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ïîèñêà ýêñòðåìóìà (â íàøåì
ñëó÷àå ìèíèìóìà) ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé (â íàøåì ñëó÷àå - ðàññòîÿíèÿ
îò òî÷åê îòðåçêà äî öåíòðà îêðóæíîñòè) ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ. Ïîñëå
íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà ñäåëàåì âûâîä è ñôîðìóëèðóåì îòâåò.

3.4 Òî÷êà è òðåóãîëüíèê

Ïóñòü äàíà òî÷êà P è òðåóãîëüíèê ABC, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü
ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà âíóòðåííåé îáëàñòè òðåóãîëüíèêà. Âîçìîæíû
ñëåäóþùèå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è.

Âî-ïåðâûõ, ðàññìîòðèì òðè ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà.
Åñëè äëÿ êàæäîé èç íèõ äàííàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ ïî òó æå ñòîðîíó, ÷òî è
òðåòüÿ âåðøèíà, òî òî÷êà P ðàñïîëîæåíà âíóòðè òðåóãîëüíèêà.

Âî-âòîðûõ, åñëè ñóììà ïëîùàäåé òðåõ òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ
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òî÷êîé P è êàæäîé ïàðîé âåðøèí òðåóãîëüíèêà, ðàâíà ïëîùàäè èñõîäíîãî
òðåóãîëüíèêà, òî çàäàííàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ âíóòðè òðåóãîëüíèêà.

Òðåòèé ïîäõîä îñíîâàí íà òîì, ÷òî ñóììà óãëîâ ïðè òî÷êå P , îáðàçîâàííûõ
ëó÷àìè, èäóùèìè â âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, ðàâíà 3600 , òîëüêî, åñëè òî÷êà
íàõîäèòñÿ âíóòðè òðåóãîëüíèêà. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëåíèÿ íàäî ïðîâîäèòü
â ïðåäåëàõ íåêîòîðîé çàäàííîé òî÷íîñòè.

3.5 To÷êà è ìíîãîóãîëüíèê

Ïóñòü M(x, y) - íåêîòîðàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü åå
ìåñòîíàõîæäåíèå îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîé ëîìàíîé, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíèöåé
ìíîãîóãîëüíèêà.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà.
Ïóñòü çàäàíûå ñâîèìè êîîðäèíàòàìè âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà

P0, P1, ..., Pn−1 ïåðå÷èñëåíû â ïîðÿäêå åãî îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Ïðè òàêîì îáõîäå ìíîãîóãîëüíèê ëåæèò ñëåâà îò ãðàíèöû. È, çíà÷èò, åñëè
òî÷êà M ëåæèò âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà, òî îðèåíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó
âåêòîðàìè ~PiM è ~PiPi+1 îòðèöàòåëåí. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîäñ÷èòàòü
âåëè÷èíó êîñûõ ïðîèçâåäåíèé ~PiM × ~PiPi+1, ãäå ;i = 0, 1, .., n − 1 Åñëè
âñå ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ îòðèöàòåëüíû, òî òî÷êà M âíóòðåííÿÿ.
Åñëè æå îäíî èç íèõ ðàâíî íóëþ, à âñå îñòàëüíûå îòðèöàòåëüíû, òî M

ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíèêà (óáåäèòåñü, ÷òî ïðîñòî ðàâåíñòâà
íóëþ îäíîãî èç çíà÷åíèé íå äîñòàòî÷íî). Â ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå òî÷êà M
ëåæèò âíå íàøåãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé ìíîãîóãîëüíèê.
Ïðîâåäåì ãîðèçîíòàëüíûé ëó÷ èç òî÷êè M , íàïðèìåð, âëåâî. Òàê êàê

ìíîãîóãîëüíèê îãðàíè÷åí, òî âñåãäà ëåãêî óêàçàòü íà ýòîì ëó÷å òî÷êó P (x, y),
çàâåäîìî åìó íå ïðèíàäëåæàùóþ. Äàëåå ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé
îòðåçêà [PM ] ñ ãðàíèöåé ìíîãîóãîëüíèêà. Åñëè îíî ðàâíî íóëþ èëè ÷åòíî,
òî òî÷êà M ëåæèò âíå ìíîãîóãîëüíèêà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå - âíóòðè íåãî.
Êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé îòðåçêà [PM ] ñ ãðàíèöåé ìû ïîäñ÷èòàåì, ðàññìîòðåâ
ïî î÷åðåäè ïåðåñå÷åíèå îòðåçêà [PM ] ñ êàæäûì èç çâåíüåâ ëîìàíîé. Ïðè ýòîì
âîçìîæíû ñëåäóþùèå îñîáûå ñëó÷àè.

1. Îäíî èç çâåíüåâ ëîìàíîé öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ âíóòðè îòðåçêà [PM ].
2. Çâåíî ëîìàíîé êàñàåòñÿ îòðåçêà [PM ].
3. M ëåæèò íà îäíîì èç çâåíüåâ ëîìàíîé.
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Â ïîñëåäíåì ñëó÷àåM ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíèêà, è â ïîäñ÷åòå
îáùåãî ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé íåîáõîäèìîñòè íåò.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèå áóäåì èãíîðèðîâàòü.
Âî âòîðîì - äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðèì, "íèæíèì"èëè "âåðõíèì"êîíöîì

çâåíî ëîìàíîé êàñàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîãî îòðåçêà [PM ]. Åñëè òî÷êîé
êàñàíèÿ ÿâëÿåòñÿ "íèæíèé"êîíåö çâåíà, òî ïåðåñå÷åíèå èãíîðèðóåòñÿ, à åñëè
"âåðõíèé òî çàñ÷èòûâàåòå". Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîãëàøåíèÿ êàñàíèå îòðåçêà [PM ]
ãðàíèöû ìíîãîóãîëüíèêà â îäíèõ òî÷êàõ èãíîðèðóåòñÿ, à â äðóãèõ òî÷êàõ
ñ÷èòàåòñÿ äâàæäû. Ýòî íå èçìåíèò ÷åòíîñòè ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé, à òîëüêî
îíà âàæíà ïðè ïîèñêå îòâåòà íà âîïðîñ äàííîé çàäà÷è. Åñëè æå îòðåçîê
äåéñòâèòåëüíî ïåðåñåêàåò ëîìàíóþ â åå âåðøèíå, òî, ïî íàøåìó ñîãëàøåíèþ,
÷èñëî ïåðåñå÷åíèé êàê ðàç óâåëè÷èòñÿ íà åäèíèöó (ïåðåñå÷åíèå ñ âåðõíèì
ðåáðîì çàñ÷èòàíî íå áóäåò, à ñ íèæíèì - áóäåò).

3.6 Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîïðîâåðêè

1. Îïðåäåëèòå, ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà M(x, y) îòðåçêó AB, åñëè:

(a)
−−→
MA×

−−→
MB = 0 è

−−→
MA ·

−−→
MB < 0;

(b)
−−→
MA×

−−→
MB = 0 è

−−→
AM ·

−→
AB > 0 è

−−→
BM ·

−→
BA > 0;

(c)
−−→
MA×

−−→
MB 6= 0 è

−−→
MA ·

−−→
MB < 0;

(d)
−−→
MA×

−−→
MB = 0 è

−−→
MA ·

−−→
MB > 0;

(e)
−−→
MA×

−−→
MB = 0 è

−−→
AM ·

−→
AB < 0 è

−−→
BM ·

−→
BA > 0.

2. Îïðåäåëèòå, ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà M(x, y) ëó÷ó AB, åñëè:

(a)
−−→
MA×

−−→
MB = 0 è

−−→
MA ·

−−→
MB < 0;
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(b)
−−→
MA×

−−→
MB = 0 è

−−→
AM ·

−→
AB > 0 è

−−→
BM ·

−→
BA < 0;

(c)
−−→
MA×

−−→
MB 6= 0 è

−−→
MA ·

−−→
MB < 0;

(d)
−−→
MA×

−−→
MB = 0 è

−−→
MA ·

−−→
MB > 0;

(e)
−−→
MA×

−−→
MB = 0 è

−−→
AM ·

−→
AB < 0 è

−−→
BM ·

−→
BA > 0.

3. Ïî êàêîé ôîðìóëå áóäåò íàõîäèòüñÿ ðàññòîÿíèå d îò òî÷êè M(x, y) äî
îòðåçêà AB, åñëè

(a)
−−→
AM ·

−→
AB < 0 è

−−→
BM ·

−→
BA > 0;

(b)
−−→
AM ·

−→
AB > 0 è

−−→
BM ·

−→
BA < 0;

(c)
−−→
AM ·

−→
AB = 0 è

−−→
BM ·

−→
BA > 0;

(d)
−−→
AM ·

−→
AB > 0 è

−−→
BM ·

−→
BA > 0?

4. Îïðåäåëèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ, çàäàííûõ ñâîèìè
óðàâíåíèÿìè:

(a) 3x+ 5y + 6 = 0 è 3x+ 5y + 10 = 0;

(b) 3x+ 5y + 6 = 0 è 13x+ 15y + 16 = 0;

(c) 6x+ 10y + 12 = 0 è 3x+ 5y + 6 = 0;

(d) 3x+ 5y + 6 = 0 è 13x+ 5y + 10 = 0.

5. Íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ

(a) 3x+ 5y + 6 = 0 è x+ 2y + 2 = 0;

(b) −3x+ 5y + 6 = 0 è −x+ 2y + 16 = 0;

(c) 6x+ 10y + 12 = 0 è 3x+ 5y + 6 = 0;

(d) 3x+ 5y + 6 = 0 è 13x+ 5y + 10 = 0.

6. Îïðåäåëèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé L : Ax + By + C = 0 è
îòðåçêà P1P2, ãäå P1(x1, y1), P2(x2, y2), åñëè:

(a) (Ax1 +By1 + C) · (Ax2 +By2 + C) = 0;

(b) (Ax1 +By1 + C) · (Ax2 +By2 + C) > 0;

(c) (Ax1 +By1 + C) · (Ax2 +By2 + C) < 0.

53



7. Îïðåäåëèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé L : Ax+By+C = 0 è ëó÷à
P1P2, ãäå P1(x1, y1), P2(x2, y2), åñëè:

(a) (Ax1 +By1 + C)(Ax2 +By2 + C) < 0;

(b) (Ax1 +By1 + C)(Ax2 +By2 + C) > 0 è ρ(P1, L) > ρ(P2, L);

(c) (Ax1 +By1 + C)(Ax2 +By2 + C) > 0 è ρ(P1, L) < ρ(P2, L);

(d) (Ax1 +By1 + C)(Ax2 +By2 + C) < 0 è ρ(P1, L) > ρ(P2, L).

8. Îïðåäåëèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ëó÷åé A1B1 è A2B2, ãäå
A1(x1, y1), B1(x2, y2), A2(x3, y3), B2(x4, y4) åñëè:

(a) ~A1B1 ×~(A2B2) 6= 0;

(b) ~A1B1 ×~(A2B2) = 0 è ~A1B1 ·~(A2B2) > 0 è ~A1B1 ×~(A1A2) > 0;

(c) ~A1B1 ×~(A2B2) = 0 è ~A1B1 ·~(A2B2) > 0 è ~A1B1 ×~(A1A2) < 0;

(d) ~A1B1 ×~(A2B2) = 0 è ~A1B1 ·~(A2B2) < 0 è ~A1B1 ×~(A1A2) > 0.

9. Îïðåäåëèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ îêðóæíîñòåé, ñ öåíòðàìè â
òî÷êàõ O1(x1, y1) è O2(x2, y2) è ðàäèóñàìè R1 è R2, ïðè ÷åì R1 > R2

(a) (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 > (R1 +R2)
2;

(b) (x1−x2)2+(y1−y2)2 < (R1+R2)
2 è (x1−x2)2+(y1−y2)2 < (R1−R2)

2;

(c) (x1−x2)2+(y1−y2)2 < (R1+R2)
2 è (x1−x2)2+(y1−y2)2 > (R1−R2)

2;

(d) (x1−x2)2+(y1−y2)2 < (R1+R2)
2 è (x1−x2)2+(y1−y2)2 = (R1−R2)

2.

10. ×òî äåëàåò ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà?

a)

Procedure PTL (v, w: point; var L:line);

Begin

L.A:=v.y - w.y;

L.B:=w.x - v.x;

L.C:=-(v.x*L.A + v.y*L.B);

End;

b)

Procedure LTP (L1, L2:line; var P:point);
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Var st:real;

Begin

st:=L1.A*L2.B - L2.A*L1.B;

P.X:=(L1.C*L2.B - L2.C*L1.B)/st;

P.Y:=(L1.A*L2.C - L2.A*L1.C)/st;

End;

11. ×òî äåëàåò ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ?

a)

Function CL (L1, L2:line): Boolean;

Var st:real;

Begin

st:=L1.A*L2.B - L2.A*L1.B;

CL:=abs(st)<eps;

End;

b)

Function Di(A, B:point):real;

Begin

Di:=sqrt (sqr(A.x - B.x) + sqr(A.y - B.y));

End;

c)

function rpl (L1,L2:line): boolean;

begin

if (abs(L1.a*L2.b-L2.a*L1.b)< eps) and (abs(L1.b*L2.c-L1.c*L2.b)< eps)
then rpl:=true else rpl:=false;

end;

d) function RTL (L:line, p:point):real;

begin

rtl:= (abs(L.A*p.x+L.B*p.y+L.C))/(sqrt(L.A*L.A+L.B*L.B));

end;
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12. Äàíû òî÷êè A,B,C,D. Âûáåðèòå âñå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî,
÷òîáû ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD ÿâëÿëñÿ

- ïàðàëëåëîãðàììîì

- ðîìáîì

- ïðÿìîóãîëüíèêîì

- êâàäðàòîì

(a)
−→
AB =

−−→
CD;

(b)
−→
AB ·

−−→
CD = 0;

(c)
−→
AB ×

−−→
CD = 0;

(d)
−→
AC ·

−−→
BD = 0;

(e)
−→
AB ·

−−→
CD = 0;

(f)
−→
AB ·

−−→
AD = 0.

3.7 Çàäà÷è

Â çàäà÷àõ, ãäå îïèñàíèå ôîðìàòà ââîäà-âûâîäà îòñóòñâóåò íåîáõîäèìî
íàïèñàòü ïðîöåäóðó èëè ôóíêöèþ íà Ïàñêàëå èëè ìåòîä íà Ñ#.

1. Îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå íà ïëîñêîñòè (ïðèíàäëåæèò, íå
ïðèíàäëåæèò, åñëè íå ïðèíàäëåæèò, òî íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî
îáúåêòà)

(a) òî÷êè è ëó÷à.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷êè;

âî âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû íà÷àëà
ëó÷à è òî÷êè íà ëó÷å.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îäíî ÷èñëî ñ òî÷íîñòüþ äî 5 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé (åñëè
ïðèíàäëåæèò - îòâåò 0).

(b) òî÷êè è îòðåçêà.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷êè;
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âî âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû êîíöîâ
îòðåçêà.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îäíî ÷èñëî ñ òî÷íîñòüþ äî 5 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé (åñëè
ïðèíàäëåæèò - îòâåò 0).

2. Îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå íà ïëîñêîñòè (ïåðåñåêàþòñÿ, íå
ïåðåñåêàþòñÿ, åñëè íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó
ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè):

(a) Äâóõ îòðåçêîâ

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû êîíöîâ îòðåçêà.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå îòâåò â ôîðìàòå true/false;

âî âòîðîé ñòðîêå îäíî ÷èñëî ñ òî÷íîñòüþ äî 5 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé
(0 åñëè îòðåçêè ïåðåñåêàþòñÿ).

(b) Ëó÷à è ïðÿìîé

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâûõ äâóõ ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû íà÷àëà ëó÷à è
òî÷êè íà ëó÷å;

â òðåòüåé ñòðîêå - êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ïðÿìîé.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

âïåðâîé ñòðîêå îòâåò â ôîðìàòå true/false;

âî âòîðîé ñòðîêå îäíî ÷èñëî ñ òî÷íîñòüþ äî 5 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé
(0 åñëè ëó÷ ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé).

(c) Äâóõ ëó÷åé

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé è âòîðîé ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - â ïåðâîé è òðåòüåé
êîîðäèíàòû íà÷àëà ëó÷à è âî âòîðîé è ÷åòâåðòîé êîîðäèíàòû òî÷êè
íà ëó÷å.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

âïåðâîé ñòðîêå îòâåò â ôîðìàòå true/false;

âî âòîðîé ñòðîêå îäíî ÷èñëî ñ òî÷íîñòüþ äî 5 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé
(0 åñëè îòðåçêè ïåðåñåêàþòñÿ).
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(d) Îòðåçêà è ïðÿìîé

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâûõ äâóõ ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû êîíöîâ îòðåçêà;

â òðåòüåé ñòðîêå - êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ïðÿìîé.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå îòâåò â ôîðìàòå true/false;

âî âòîðîé ñòðîêå îäíî ÷èñëî ñ òî÷íîñòüþ äî 5 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé
(0 åñëè îòðåçîê ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé).

(e) Îêðóæíîñòè è ïðÿìîé

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû öåíòðà è ðàäèóñ
îêðóæíîñòè;

â òðåòüåé ñòðîêå - êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ïðÿìîé.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

âïåðâîé ñòðîêå îòâåò â ôîðìàòå true/false;

âî âòîðîé ñòðîêå îäíî ÷èñëî ñ òî÷íîñòüþ äî 5 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé
(0 åñëè îòðåçîê ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé).

(f) Ëó÷à è îòðåçêà

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

Â ïåðâîé è âòîðîé ñòðîêå ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû êîíöîâ
îòðåçêà

Â òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû íà÷àëà
ëó÷à è òî÷êè íà ëó÷å

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

Âïåðâîé ñòðîêå îòâåò â ôîðìàòå true/false

Âî âòîðîé ñòðîêå îäíî ÷èñëî ñ òî÷íîñòüþ äî 5 çíàêîâ ïîñëå
çàïÿòîé (0 åñëè îòðåçêè ïåðåñåêàþòñÿ).

3. Ìíîãîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè çàäàí êîîðäèíàòàìè âåðøèí. Íàéòè åãî
ïëîùàäü.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå öåëîå ÷èñëî N - êîëè÷åñòâî âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà;

â ñëåäóþùèõ N ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí
ìíîãîóãîëüíèêà â ïîðÿäêå îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
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Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îäíî ÷èñëî ñ òî÷íîñòüþ äî 5 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.

4. Îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå:

(a) Òî÷êè è òðåóãîëüíèêà

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâûõ òðåõ ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí
òðåóãîëüíèêà;

â ïîñëåäíåé ñòðîêå äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû çàäàííîé òî÷êè.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îòâåò â ôîðìàòå true/false.

(b) Òî÷êè è âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå öåëîå ÷èñëî N - êîëè÷åñòâî âåðøèí
ìíîãîóãîëüíèêà;

â ñëåäóþùèõ N ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí
ìíîãîóãîëüíèêà â ïîðÿäêå îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè;

â ïîñëåäíåé ñòðîêå äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû çàäàííîé òî÷êè.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îòâåò â ôîðìàòå true/false.

(c) Òî÷êè è ïðÿìîóãîëüíèêà

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí
ïðÿìîóãîëüíèêà;

â ïîñëåäíåé ñòðîêå äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû çàäàííîé òî÷êè.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îòâåò â ôîðìàòå true/false.

(d) Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîãîóãîëüíèê âûïóêëûì

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòîêå ÷èñëî N êîëè÷åñòâî âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà;

â ñëåäóþùèõ N ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí
ìíîãîóãîëüíèêà â ïîðÿäêå îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:
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îòâåò â ôîðìàòå true/false.

ìíîãîóãîëüíèêà â ïîðÿäêå îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè;

4. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ

(a) Äàíû òî÷êè M1,M2,M3. Îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷êè
M1 è ïðÿìîé (M3,M4).

(b) Äàíû òî÷êè M1,M2,M3,M4. Îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
ïðÿìûõ (M1M2) è (M3M4).

5. Äàíî ìíîæåñòâî òî÷åê. Îïðåäåëèòü äèàìåòð ìíîæåñòâà. (Äèàìåòðîì
ìíîæåñòâà òî÷åê íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
òî÷êàìè ýòîãî ìíîæåñòâà).

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå îäíî ÷èñëî - êîëè÷åñòâî òî÷åê;

äàëåå â ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷åê.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îäíî ÷èñëî ñ òî÷íîñòüþ äî 5 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé (åñëè ïðèíàäëåæèò
- îòâåò 0).

6. Äàíî ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Íàéòè ñðåäè íèõ äâå áëèæàéøèå
(ñ íàèìåíüøèì ðàññòîÿíèåì).

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå îäíî ÷èñëî - êîëè÷åñòâî òî÷åê;

äàëåå â ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷åê.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îäíî ÷èñëî ñ òî÷íîñòüþ äî 5 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé (åñëè ïðèíàäëåæèò
- îòâåò 0).

7. Íà ïëîñêîñòè çàäàíî ìíîæåñòâî òî÷åê A è òî÷êà d âíå åãî. Ïîäñ÷èòàòü
êîëè÷åñòâî (íåóïîðÿäî÷åííûõ) ðàçëè÷íûõ òðîåê òî÷åê a, b, c èç A òàêèõ,
÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê abcd ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷êè d;
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âî âòîðîé ñòðîêå îäíî öåëîå ÷èñëî - êîëè÷åñòâî òî÷åê ìíîæåñòâà A;

äàëåå â ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷åê.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îäíî öåëîå ÷èñëî.

8. Íà ïëîñêîñòè çàäàíî ìíîæåñòâî òî÷åê A è òî÷êà d âíå åãî. Ïîäñ÷èòàòü
êîëè÷åñòâî (íåóïîðÿäî÷åííûõ) ðàçëè÷íûõ òðîåê òî÷åê a, b, c èç A òàêèõ,
÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê abcd ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷êè d;

âî âòîðîé ñòðîêå îäíî öåëîå ÷èñëî - êîëè÷åñòâî òî÷åê ìíîæåñòâà A;

äàëåå â ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷åê.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îäíî öåëîå ÷èñëî.

9. Íà ïëîñêîñòè çàäàíî ìíîæåñòâî òî÷åê A è òî÷êà d âíå åãî. Ïîäñ÷èòàòü
êîëè÷åñòâî (íåóïîðÿäî÷åííûõ) ðàçëè÷íûõ òðîåê òî÷åê a, b, c èç A òàêèõ,
÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê abcd ïðÿìîóãîëüíèêîì.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷êè d;

âî âòîðîé ñòðîêå îäíî öåëîå ÷èñëî - êîëè÷åñòâî òî÷åê ìíîæåñòâà A.

Äàëåå â ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷åê.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îäíî öåëîå ÷èñëî.

10. Íà ïëîñêîñòè çàäàíî ìíîæåñòâî òî÷åê A è òî÷êà d âíå åãî. Ïîäñ÷èòàòü
êîëè÷åñòâî (íåóïîðÿäî÷åííûõ) ðàçëè÷íûõ òðîåê òî÷åê a, b, c èç A òàêèõ,
÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê abcd êâàäðàòîì.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷êè d;

âî âòîðîé ñòðîêå îäíî öåëîå ÷èñëî - êîëè÷åñòâî òî÷åê ìíîæåñòâà A;

äàëåå â ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷åê.
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Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îäíî öåëîå ÷èñëî.

11. Êëåòêè â êðóãå

Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàëè îêðóæíîñòü öåëîãî ðàäèóñà R ñ
öåíòðîì íà ïåðåñå÷åíèè ëèíèé. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî êëåòîê, öåëèêîì
ëåæàùèõ âíóòðè ýòîé îêðóæíîñòè.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

îäíî ÷èñëî - ðàäèóñ R.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îäíî öåëîå ÷èñëî.

12. Òîðò

Íà êâàäðàòíîì òîðòå ñòîèò N ñâå÷åé. Ìîæíî ëè îäíèì ïðÿìîëèíåéíûì
ðàçðåçîì ðàçäåëèòü åãî íà äâå ðàâíûå ïî ïëîùàäè ÷àñòè, îäíà èç
êîòîðûõ íå ñîäåðæàëà áû íè îäíîé ñâå÷è? Ñâå÷è ñ÷èòàòü òî÷êàìè,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàäàíà ïàðîé öåëî÷èñëåííûõ êîîðäèíàò. Íà÷àëî
êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â öåíòðå òîðòà, îñè êîîðäèíàò ïàðàëëåëüíû êðàÿì
òîðòà; ðàçðåç íå ìîæåò ïðîõîäèòü ÷åðåç ñâå÷ó.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå îäíî öåëîå ÷èñëî N - êîëè÷åñòâî ñâå÷åé;

äàëåå â ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû ñâå÷åé.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îòâåò â ôîðìàòå true/false.

13. Òðåóãîëüíèê è òî÷êè

Äàíû êîîðäèíàòû âåðøèí òðåóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè. Îïèøèòå
àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê, ïîïàâøèõ
âíóòðü òðåóãîëüíèêà

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â òðåõ ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîäèíàòû âåðøèí òðåóãîëüíèêà.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îäíî öåëîå ÷èñëî.
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14. "Öåíòð ìàññ"

Ãóáåðíàòîð îäíîé èç îáëàñòåé çàêëþ÷èë ñ ôèðìîé "ÍÍåò"êîíòðàêò íà
ïîäêëþ÷åíèå âñåõ ãîðîäîâ îáëàñòè ê êîìïüþòåðíîé ñåòè. Ñåòü ñîçäàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: â îáëàñòè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòàíöèÿ ñïóòíèêîâîé
ñâÿçè, è çàòåì îò êàæäîãî ãîðîäà ïðîêëàäûâàåòñÿ êàáåëü äî ñòàíöèè.
Òåõíîëîãèÿ, èñïîëüçóåìàÿ êîìïàíèåé, âî èçáåæàíèå íàêîïëåíèÿ îøèáîê
òðåáóåò ïðè óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèÿ óâåëè÷åíèÿ òîëùèíû êàáåëÿ.
Ñòîèìîñòü êàáåëÿ, ñîåäèíÿþùåãî ãîðîä ñî ñòàíöèåé, ïðè èñïîëüçóåìîé
êîìïàíèåé òåõíîëîãèè áóäåò ðàâíà kl2, ãäå k - íåêèé êîýôôèöèåíò, à
l - ðàññòîÿíèå îò ãîðîäà äî ñòàíöèè. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå
ñòàíöèè, ïðè êîòîðîì çàòðàòû êîìïàíèè íà óñòàíîâêó ñåòè ìèíèìàëüíû.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå îäíî ÷èñëî - êîëè÷åñòâî ãîðîäîâ;

äàëåå â ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷åê.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

â ñòðîêå äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû ñòàíöèè.

15. Çàäàíî ìíîæåñòâî ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè êîýôôèöèåíòàìè ñâîèõ
óðàâíåíèé. Ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå öåëîå ÷èñëî - êîëè÷åñòâî ïðÿìûõ;

â ñëåäóþùèõ ñòðîêàõ ïî òðè ÷èñëà - êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îäíî öåëîå ÷èñëî.

16. Äàíî ìíîæåñòâî îòðåçêîâ. Ïðîâåðèòü, åñòü ëè ñðåäè íèõ õîòÿ áû äâà
ïåðåñåêàþùèõñÿ.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå îäíî ÷èñëî - êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ;

äàëåå â ñòðîêàõ ïî ÷åòûðå ÷èñëà - êîîðäèíàòû êîíöîâ îòðåçêà
(àáñöèññà è îðäèíàòà ïåðâîãî êîíöà, àáñöèññà è îðäèíàòà âòîðîãî êîíöà).

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îòâåò â ôîðìàòå true/false.
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17. Îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷êè è ïðîèçâîëüíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå öåëîå ÷èñëî N - êîëè÷åñòâî âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà;

â ñëåäóþùèõ N ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí
ìíîãîóãîëüíèêà â ïîðÿäêå îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè;

â ïîñëåäíåé ñòðîêå äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû çàäàííîé òî÷êè.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îòâåò â ôîðìàòå true/false.

18. Ìíîæåñòâî èç 2k òî÷åê íà ïëîñêîñòè çàäàíî êîîðäèíàòàìè òî÷åê.
Ïîñòðîèòü Ê íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñ âåðøèíàìè â äàííûõ òî÷êàõ.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

ïåðâîå ÷èñëî - êîëè÷åñòâî òî÷åê (îáÿçàòåëüíî ÷åòíîå);

äàëåå â ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷åê.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

â ñòðîêàõ ïî 4 ÷èñëà - êîîðäèíàòû êîíöîâ îòðåçêà (àáñöèññà è îðäèíàòà
ïåðâîãî êîíöà, àáñöèññà è îðäèíàòà âòîðîãî êîíöà).

19. Áèëëèàðä

Äàíî áèëëèàðäíîå ïîëå ðàçìåðîì a × b ñ åäèíñòâåííîé ëóçîé,
ðàñïîëîæåííîé â ëåâîì íèæíåì óãëó, ñîâïàäàþùèì ñ íà÷àëîì
êîîðäèíàò. (x, y) - êîîðäèíàòû áèëëèàðäíîãî øàðà íà ïîëå. Îïèøèòå
àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íàïðàâëåíèé óäàðà ïî øàðó, îáåñïå÷èâàþùèõ
ïîïàäàíèå â ëóçó ïðè îäíîì îòðàæåíèè îò áîðòà

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â îäíîé ñòðîêå äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû áèëëèàðäíîãî øàðà.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

â îäíîé ñòðîêå äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷êè íà ãðàíèöå áèëëèàðäíîãî
ïîëÿ.

20. Âåðøèíà ïðÿìîóãîëüíèêà
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Äàíû êîîðäèíàòs òð¼õ âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà. Íàéäèòå êîîðäèíàòû
÷åòâåðòîé åãî âåðøèíû.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â òðåõ ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

â îäíîé ñòðîêå äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû ÷åòâåðòîé âåðøèíû.

21. Äàíû òðè êðóãà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3)
ðàäèóñîâ R1, R2, R3 ñîîòâåòñòâåííî. Îïèøèòå àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé,
íàêðûâàþò ëè äàííûå êðóãè òðåóãîëüíèê ABC.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â òðåõ ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷åê A,B,C.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îòâåò â ôîðìàòå true/false.

22. Íà ïëîñêîñòè çàäàíî ìíîæåñòâî òî÷åê . Ïîñòðîèòü êðóã íàèìåíüøåãî
ðàäèóñà, ñîäåðæàùèé âñå òî÷êè äàííîãî ìíîæåñòâà.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

ïåðâîå ÷èñëî - êîëè÷åñòâî òî÷åê;

äàëåå â ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷åê.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû öåíòðà è ðàäèóñ îêðóæíîñòè.

23. Äàíî ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðîå çàäàåò âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê.
Îïðåäåëèòü âïèñàííóþ îêðóæíîñòü ìàêñèìàëüíîãî ðàäèóñà.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

ïåðâîå ÷èñëî - êîëè÷åñòâî âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà;

äàëåå â ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí â ïîðÿäêå îáõîäà
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû öåíòðà è ðàäèóñ îêðóæíîñòè.
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24. Äàíî ìíîæåñòâî òî÷åê. Íàéòè ìèíèìàëüíûé óãîë òàêîé, ÷òîáû 1 òî÷êà
áûëà âåðøèíîé, ñòîðîíû ïðîõîäèëè ÷åðåç äâå äðóãèå òî÷êè, à îñòàëüíûå
ëåæàëè âíóòðè óãëà.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

ïåðâîå ÷èñëî - êîëè÷åñòâî òî÷åê;

äàëåå â ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷åê.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

â òðåõ ñòðîêàõ ïî òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèíû óãëà è êîîðäèíàòû
òî÷åê íà ëó÷àõ óãëà.

25. Ïîñòðîèòü çàìêíóòóþ íåñàìîïåðåñåêàþùóþñÿ ëîìàíóþ ñ âåðøèíàìè â
çàäàííûõ òî÷êàõ.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

ïåðâîå ÷èñëî - êîëè÷åñòâî òî÷åê;

äàëåå â ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷åê.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

â ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí ëîìàíîé â ïîðÿäêå
îáõîäà.

26. Ëîìàíàÿ (ìîæåò áûòü è íåçàìêíóòàÿ) çàäàíà êîîðäèíàòàìè ñâîèõ
âåðøèí â ïîðÿäêå èõ îáõîäà. Îïðåäåëèòü, íà ñêîëüêî ÷àñòåé îíà
ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

ïåðâîå ÷èñëî - êîëè÷åñòâî âåðøèí ëîìàíîé;

äàëåå â ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí â ïîðÿäêå îáõîäà.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îäíî öåëîå ÷èñëî.

27. Íàèáîëüøàÿ "ïóñòàÿ"îêðóæíîñòü

Â ÷åðòå ãîðîäà, ãðàíèöà êîòîðîãî èçâåñòíà, à äîìà çàäàíû ñâîèìè
êîîðäèíàòàìè, òðåáóåòñÿ âûáðàòü ìåñòî äëÿ ñòðîèòåëüñòâà õèìè÷åñêîãî
çàâîäà òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèå îò íåãî äî áëèæàéøåãî äîìà áûëî
ìàêñèìàëüíûì.
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Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ (ââîä èç ôàéëà):

â ïåðâîé ñòðîêå îäíî ÷èñëî (N) - êîëè÷åñòâî âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà,
îïðåäåëÿþùåãî ÷åðòó ãîðîäà;

â ñëåäóþùèõ N ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà êîîðäèíàòû âåðøèí
ìíîãîóãîëüíèêà;

â N + 2 ñòðîêå îäíî ÷èñëî (M) - êîëè÷åñòâî äîìîâ;

â ñëåäóþùèõ M ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà êîîðäèíàòû äîìîâ.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

êîîðäèíàòû ðàñïîëîæåíèÿ õèìè÷åñêîãî çàâîäà.

Âûâîä ìîæíî îñóùåñòâëÿòü íà ýêðàí.

28. Êðàò÷àéøàÿ ñåòü äîðîã

Çàäàíû N íàñåëåííûõ ïóíêòîâ (N òî÷åê íà ïëîñêîñòè). Íåîáõîäèìî
ïðîëîæèòü ìåæäó íèìè äîðîãè, ÷òîáû ïî ýòèì äîðîãàì âîçìîæíî áûëî
ïðîåõàòü èç ëþáîãî ïóíêòà â ëþáîé äðóãîé, à ñóììàðíàÿ äëèíà äîðîã
áûëà ìèíèìàëüíîé. Ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ N = 3, è äëÿ N = 4, ïðè÷åì
òî÷êè íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ (ââîä èç ôàéëà):

â ïåðâîé ñòðîêå îäíî ÷èñëî (N) - êîëè÷åñòâî íàñåëåííûõ ïóíêòîâ;

â ñëåäóþùèõ N ñòðîêàõ ïî äâà ÷èñëà êîîðäèíàòû âåðøèí
ìíîãîóãîëüíèêà.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

êîîðäèíàòû òî÷åê Øòåéíåðà.

29. Ðàçäåëåíèå ïîãðàíè÷íûõ ãîðîäîâ

Íà ãðàíèöå äâóõ ãîñóäàðñòâ, òîëüêî ÷òî îáðåòøèõ ñâîþ íåçàâèñèìîñòü
äðóã îò äðóãà, ðàñïîëîæåíû äâà ãîðîäà, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé íà
êàðòå äâà âûïóêëûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîãîóãîëüíèêà. Ïî ñîãëàøåíèþ
ìåæäó ïðåçèäåíòàìè ãîñóäàðñòâ ýòè ãîðîäà îòõîäÿò ê ðàçíûì
ãîñóäàðñòâàì, è ìåæäó íèìè äîëæíà áûòü ïðîâåäåíà ïðÿìîëèíåéíàÿ
ãðàíèöà. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ðàññ÷èòûâàåò, êàê ñëåäóåò
ïðîâåñòè èñêîìóþ ãðàíèöó.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:
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â ïåðâîé ñòðîêå íàõîäèòñÿ ÷èñëî N - êîëè÷åñòâî âåðøèí
ìíîãîóãîëüíèêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðâîìó ãîðîäó;

â ïîñëåäóþùèõ N ñòðîêàõ íàõîäÿòñÿ ïàðû ÷èñåë xiyi, ðàçäåëåííûõ
ïðîáåëàìè, - êîîðäèíàòû âåðøèí ïåðâîãî ìíîãîóãîëüíèêà,
ïåðå÷èñëåííûå âäîëü îáõîäà êîíòóðà;

â ñëåäóþùåé ñòðîêå: K - êîëè÷åñòâî âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî âòîðîìó ãîðîäó;

â ïîñëåäóþùèõ K ñòðîêàõ íàõîäÿòñÿ ïàðû ÷èñåë xiyi ,
ðàçäåëåííûõ ïðîáåëàìè, - êîîðäèíàòû âåðøèí âòîðîãî ìíîãîóãîëüíèêà,
ïåðå÷èñëåííûå âäîëü îáõîäà êîíòóðà.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå äîëæíà áûòü âûâåäåíà ïàðà ÷èñåë, ðàçäåëåííûõ
ïðîáåëîì, - êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè, ëåæàùåé íà ïðÿìîé -
èñêîìîé ãðàíèöû ìåæäó ãîðîäàìè;

âî âòîðîé ñòðîêå: ïàðà ÷èñåë, ðàçäåëåííûõ ïðîáåëîì, - êîîðäèíàòû
âåêòîðà, íàïðàâëåííîãî âäîëü èñêîìîé ãðàíèöû.

4 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îñíîâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ

îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâå

4.1 Ðàñïîëîæåíèå òî÷êè è äðóãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ

Òî÷êà M(x, y, z) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé M1M2, åñëè âåêòîðà
−−−→
MM1 è

−−−→
MM2

êîëëèíåàðíû, òî åñòü èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0.
Çàäà÷à î âçàèìíîì ðàññïîëîæåíèè òî÷êè è îòðåçêà, òî÷êè è ëó÷à â

ïðîñòðàíñòâå ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïëîñêîìó ñëó÷àþ.
Òî÷êàM(x0, y0, z0) ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè ω: Ax+By+Cz+D = 0, åñëè

Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0.
Òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè M1M2M3, åñëè âåêòîðà

−−−→
MM1,

−−−→
MM2 è−−−→

MM3 êîëìïëàíàðíû, òî åñòü èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0.
Çàäà÷à î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè òî÷êè è òðåóãîëüíèêà (ìíîãîóãîëüíèêà)

ñâîäèòñÿ ê ïëîñêîìó ñëó÷àþ ñëåäþùèì îáðàçîì:
- âûáèðàåòñÿ êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü íå ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïëîñêîñòè

òðåóãîëüíèêà (ìíîãîóãîëüíèêà), ïóñòü ýòî áóäåò ïëîñêîñòü XOY ;
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- òî÷êà è òðåóãîëüíèê (ìíîãîóãîëüíèê) ïðîåöèðóþòñÿ íà ýòó ïëîñêîñòü,
òî åñòü êîîðäèíàòà z âñåõ òî÷åê îáíóëÿåòñÿ;

- ðåøàåòñÿ çàäà÷à î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè òî÷êè è òðåóãîëüíèêà
(ìíîãîóãîëüíèêà) íà ïëîñêîñòè.

4.2 Ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ â ïðîñòðàíòñâå

Ïóñòü ïðÿìûå L1 è L2 çàäàíû òî÷êîé è íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì
L1 :M1(x1, y1, z1),

−→α (αx, αy, αz);

L2 :M2(x2, y2, z2),
−→
β (βx, βy, βz).

Åñëè (−→α ,
−→
β ,
−−−→
M1M2) 6= 0 , òî ïðÿìûå L1 è L2 ñêðåùèâàþòñÿ, òî åñòü íå

ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.
Åñëè (−→α ,

−→
β ,
−−−→
M1M2) = 0 è −→α ×

−→
β 6= 0, òî ïðÿìûå L1 è L2 ïåðåñåêàþòñÿ.

Åñëè (−→α ,
−→
β ,
−−−→
M1M2) = 0 è −→α ×

−→
β = 0 è −→α ×

−−−→
M1M2 = 0, òî ïðÿìûå L1 è

L2 ñîâïàäàþò.
Åñëè (−→α ,

−→
β ,
−−−→
M1M2) = 0 è −→α ×

−→
β = 0 è −→α ×

−−−→
M1M2 6= 0, òî ïðÿìûå L1 è

L2 ïàðàëëåëüíû.
Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ.

Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ
x = x1 + tαx

y = y1 + tαy

z = z1 + tαz;
x = x2 + uβx
y = y2 + uβy
z = z2 + uβz.

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ P (x, y, z) ïðÿìûõ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îáåèì
ñèñòåìàì, òî åñòü 

x1 + tαx = x2 + uβx
y1 + tαy = y2 + uβy
z1 + tαz = z2 + uβz.

Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ðåøåíèå ñèñòåìû èç äâóõ óðàâíåíèé.
Òàê, åñëè αy ·βx−αx ·βy 6= 0,òî ìîæíî íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû èç äâóõ ïåðâûõ
óðàâíåíèé.

69



Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåíûå çíà÷åíèÿ u è t â ëþáóþ èç ñèñòåì çàäàþùèõ ïðÿìûå,
ìîæíî ïîëó÷èòü êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ.

4.3 Ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè

Ïóñòü ïðÿìàÿ L çàäàíà òî÷êîé M(x0, y0, z0) è íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì
−→α (αx, αy, αz), ïëîñêîñòü ϕ èìååò óðàâíåíèå Ax+By + Cz +D = 0.

Ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü, åñëè Aαx +Bαy + Cαz 6= 0.
Ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè, åñëè Aαx+Bαy +Cαz = 0 è Ax0+By0+

Cz0 +D 6= 0.
Ïðÿìàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè, åñëè Aαx+Bαy+Cαz = 0 è Ax0+By0+Cz0+

D = 0.
×òîáû íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé
x = x0 + tαx

y = y0 + tαy

z = z0 + tαz.

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ P (x, y, z) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äàííîé ñèñòåìå è
óðàâíåíèþ ïëîñêîñòè, òî åñòü
A(x0 + tαx) +B(y0 + tαy) + C(z0 + tαz) +D = 0
Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà

t. Ïîäñòàíîâêà íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ t â ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé
äàåò êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ.

4.4 Ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïëîñêîñòåé

Ïóñòü ïëîñêîñòü ω1 çàäàíà óðàâíåíèåìA1x+B1y+C1z+D1 = 0, à ïëîñêîñòü
ω2 óðàâíåíèåì A2x+B2y + C2z +D2 = 0.

Ïëîñêîñòè ω1 è ω2 ïåðåñåêàþòñÿ, êîãäà A1 ∗B2−A2 ∗B1 6= 0 èëè B1 ∗C2−
B2 ∗ C1 6= 0;

Ïëîñêîñòè ω1 è ω2 ïàðàëëåëüíû, êîãäà A1 ∗ B2 − A2 ∗ B1 = 0 è B1 ∗ C2 −
B2 ∗ C1 = 0 è C1 ∗D2 − C2 ∗D1 6= 0;

Ïëîñêîñòè ω1 è ω2 ñîâïàäàþò, êîãäà èõ êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíû,
òî åñòü A1 ∗B2−A2 ∗B1 = 0 è B1 ∗C2−B2 ∗C1 = 0 è C1 ∗D2−C2 ∗D1 = 0;
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4.5 Ðàñïîëîæåíèå òðåõ ïëîñêîñòåé

Âîçìîæíû âîñåìü ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òðåõ
ïëîñêîñòåé

1) ïëîñêîñòè èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó;
2) ïëîñêîñòè ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ, íî íå èìåþò îáùåé òî÷êè;
3) ïëîñêîñòè ïîïàðíî ðàçëè÷íû, íî ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó ïðÿìóþ;
4) äâå èç ïëîñêîñòåé ïàðàëëåëüíû, à òðåòüÿ èõ ïåðåñåêàåò;
5) òðè ïëîñêîñòè ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû;
6) äâå ïëîñêîñòè ñîâïàäàþò, à òðåòüÿ èõ ïåðåñåêàåò;
7) äâå ïëîñêîñòè ñîâïàäàþò, à òðåòüÿ èì ïàðàëëåëüíà;
8) âñå òðè ïëîñêîñòè ñîâëàäàþò.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ íåîáõîäèìî

ïðîàíàëèçèðîâàòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå êàæäîé ïàðû ïëîñêîñòåé.

4.6 Ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è òðåóãîëüíèêà, ìíîãîóãîëüíèêà

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìîé è òðåóãîëüíèêà ñíà÷àëà
íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçèðîâàòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïÿìîé è ïëîñêîñòè
òðåóãîëüíèêà . Åñëè ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà, òî ïðÿìàÿ
è òðåóãîëüíèê íå ïåðåñåêàþòñÿ. Åñëè ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü ïåðåñåêàþòñÿ, òî
íåîáõîäèìî íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ñ ïðÿìîé è
äàëåå ïðîâåðèòü ëåæèò ëè òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðè òðåóãîëüíèêà, çàäà÷à î
âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè òðåóãîëüíèêà è òî÷êè áûëà ðàññìîòðåíà âûøå. Åñëè
ïðÿìàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè òåóãîëüíèêà , òî çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê ïëîñêîìó
ñëó÷àþ òàê æå, êàê ýòî áûëî îïèñàíîâ ïóíêòå 4.1.

Çàäà÷è î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ïðÿìîé è ìíîãîóãîëüíèêà, îòðåçêà è
òðåóãîëüíèêà, îòðåçêà è ìíîãîóãîëüíèêà ðåøàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

4.7 Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîïðîâåðêè

1. Îïðåäåëèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïëîñêîñòåé α è β, óðàâíåíèÿ
êîòîðûõ èìåþò âèä:

(a) α: 5x+ 3y + z + 6 = 0

β: 5x+ 3y + z + 16 = 0;

(b) α: 5x+ 3y + z + 6 = 0

β : 15x+ 13y + 10z + 16 = 0;
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(c) α: 5x+ 3y + z + 6 = 0

β: 10x+ 6y + 2z + 12 = 0;

(d) α :5x+ 3y + z + 6 = 0

β :−3x− 5y − z + 6 = 0.

2. Îïðåäåëèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åêA èB îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè
α , óðàâíåíèÿ êîòîðîé èìååò âèä 5x+ 3y + z + 6 = 0, åñëè òî÷êè A è B
èìåþò ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû:

(a) A(1, 2, 3), B(−1,−2,−3);
(b) A(1, 2, 3), B(−1,−2, 3);
(c) A(1, 2, 3), B(−1,−2,−14).

3. Îïðåäåëèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ M1M2 è M3M4, åñëè

(a) M1(1, 1, 1), M2(2, 2, 2), M3(3, 4, 5), M2(4, 5, 6);

(b) M1(1, 1, 1), M2(2, 2, 2), M3(0, 0, 0), M2(4, 6, 8);

(c) M1(1, 1, 1), M2(2, 2, 2), M3(3, 4, 5), M2(4, 6, 8);

(d) M1(1, 1, 1), M2(2, 2, 2), M3(5, 5, 5), M2(10, 10, 10).

4. Îïðåäåëèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ M1M2 è M3M4

(a) (
−−−→
M1M2,

−−−→
M3M4,

−−−→
M1M2) 6= 0;

(b) (
−−−→
M1M2,

−−−→
M3M4,

−−−→
M1M2) = 0 è

−−−→
M1M2×

−−−→
M3M4 = 0 è

−−−→
M1M2×

−−−→
M1M2 = 0;

(c) (
−−−→
M1M2,

−−−→
M3M4,

−−−→
M1M2) = 0 è

−−−→
M1M2×

−−−→
M3M4 = 0 è

−−−→
M1M2×

−−−→
M1M2 6= 0;

(d) (
−−−→
M1M2,

−−−→
M3M4,

−−−→
M1M2) = 0 è

−−−→
M1M2 ×

−−−→
M3M4 6= 0.

5. Íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ M1M2 è M3M4, åñëè M1(1, 1, 1),
M2(2, 2, 2), M3(0, 0, 0), M2(4, 6, 8).

6. Îïðåäåëèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé M1M2 è ïëîñêîñòè

α : 5x+ y + 2z + 1 = 0, åñëè

(a) M1(0,−1, 0), M2(1, 0,−2);
(b) M1(0,−1, 0), M2(2, 5, 7);

(c) M1(1, 2, 3), M2(2, 5, 7);
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(d) M1(1, 2, 3), M2(2, 1, 1).

7. Îïðåäåëèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé M1M2 è ïëîñêîñòè

α : Ax+By + Cz +D = 0, åñëè

(a) A(x2− x1) +B(y2− y1) +C(z2− z1) = 0 è Ax1 +By1 +Cz1 +D 6= 0;

(b) A(x2− x1) +B(y2− y1) +C(z2− z1) = 0 è Ax1 +By1 +Cz1 +D = 0;

(c) A(x2 − x1) +B(y2 − y1) + C(z2 − z1) 6= 0.

8. Íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé M1M2, ãäå M1(0,−1, 0), M2(2, 5, 7)
è ïëîñêîñòè 5x+ y + 2z + 1 = 0.

9. Îïðåäåëèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òðåõ ïëîñêîñòåé

(a) x+ 2y − 3z + 4 = 0,−x− 2y + 3z − 4 = 0, 2x+ 4y − 6z + 8 = 0;

(b) x+ 2y − 3z + 4 = 0,−x− 2y + 3z − 4 = 0, 2x− 4y − 6z − 8 = 0;

(c) x+ y − 5 = 0, y − 5 = 0, x = 0;

(d) x+ 2y − 3z + 4 = 0, x+ 3y − 5z6 = 0, 2x+ 4y − 6z + 8 = 0.

10. Îïðåäåëèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé L1L2 è òðåóãîëüíèêà ABC,
åñëè

(a) A(0,−1, 0), B(1, 0,−2), C(0,−5, 2), L1(1, 2, 3), L2(2, 1, 1);

(b) A(0,−1, 0), B(1, 0,−2), C(0,−5, 2), L1(0, 1, 0), L2(1, 1, 0);

(c) A(0,−1, 0), B(1, 0,−2), C(0,−5, 2), L1(0, 1, 0), L2(1,−1, 2.5).

11. Îïèøèòå àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìîé è
ìíîãîãðàííèêà.

12. Îïèøèòå àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïëîñêîñòè è
ìíîãîãðàííèêà.

13. ×òî äåëàåò ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ?

Function CP (P1, P2:plane): Boolean;

Var st:real; st1:real;

Begin

st:=P1.A*P2.B - P2.A*P1.B;
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st1:=P1.B*P2.C - P2.D*L1.C;

CP:=(abs(st)>eps)or (abs(st1)>eps);

End;

14. ×òî äåëàåò ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ?

function rpl (P:point;Pl:plane): boolean;

begin

rp1:= (abs(Pl.a*P.x+Pl.b*P.y+Pl.c*P.z+Pl.d)< eps)

end;

4.8 Çàäà÷è

Â çàäà÷àõ, ãäå îïèñàíèå ôîðìàòà ââîäà-âûâîäà îòñóòñâóåò íåîáõîäèìî
íàïèñàòü ïðîöåäóðó èëè ôóíêöèþ íà Ïàñêàëå èëè ìåòîä íà Ñ#.

1. Âû÷èñëåíèå îáúåìîâ òåë

(a) Íàéòè îáúåì ïèðàìèäû.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

ïåðâîé ñòðîêå òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèíû ïèðàìèäû,
ïðîòèâîïîëîæíîé îñíîâàíèþ;

âî âòîðîé ñòðîêå 1 ÷èñëî - êîëè÷åñòâî âåðøèí â îñíîâàíèè;

â ñëåäóþùèõ ñòðîêàõ ïî òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí
îñíîâàíèÿ.

(b) Íàéòè îáúåì ïðèçìû

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâîé ñòðîêå òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåêòîðà, çàäàþùåãî
áîêîâóþ ñòîðîíó ïðèçìû;

âî âòîðîé ñòðîêå 1 ÷èñëî - êîëè÷åñòâî âåðøèí â îñíîâàíèè;

â ñëåäóþùèõ ñòðîêàõ ïî òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí
îñíîâàíèÿ.

2. Îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå:

(a) Òî÷êè è òåòðàýäðà

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:
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â ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñòðîêàõ ïî òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí
òåòðåàýäðà;

â ïîñëåäíåé ñòðîêå òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû çàäàííîé òî÷êè.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îòâåò â ôîðìàòå true/false.

(b) Òî÷êè è êóáà

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â âîñüìè ñòðîêàõ ïî òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí
ïðÿìîóãîëüíèêà;

â ïîñëåäíåé ñòðîêå òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû çàäàííîé òî÷êè.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îòâåò â ôîðìàòå true/false.

(c) Òî÷êè è ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â âîñüìè ñòðîêàõ ïî òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí
ïðÿìîóãîëüíèêà;

â ïîñëåäíåé ñòðîêå òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû çàäàííîé òî÷êè.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îòâåò â ôîðìàòå true/false.

3. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ, ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.

(a) Äàíû òî÷êè M1,M2,M3,M4,M5. Îïðåäåëèòü âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé (M1,M2) è ïëîñêîñòè (M3M4M5).

(b) Äàíû òî÷êè M1,M2,M3,M4,M5. Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé
(M1,M2) è ïëîñêîñòè (M3M4M5). Èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü
ïåðåñåêàþòñÿ.

(c) Äàíû òî÷êè M1,M2,M3,M4,M5. Îïðåäåëèòü âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå îòðåçêà (M1,M2) è ïëîñêîñòè (M3M4M5).

(d) Äàíû òî÷êè M1,M2,M3,M4,M5. Îïðåäåëèòü âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå ëó÷à (M1,M2) è ïëîñêîñòè (M3M4M5).

4. Ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé è òåòðàýäðà, çàäàííîãî êîîðäèíàòàìè ñâîèõ âåðøèí.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:
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â ïåðâûõ äâóõ ñòðîêàõ ïî òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷åê ïðÿìîé;

â ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ ñòðîêàõ òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí
òåòðàýäðà.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îòâåò â ôîðìàòå true/false.

5. Îïðåäåëèòü ïåðåñåêàþòñÿ ëè ïðÿìàÿ è ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâûõ äâóõ ñòðîêàõ ïî òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷åê ïðÿìîé;

â ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ ñòðîêàõ òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí
îñíîâàíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà;

â ïîñëåäíåé ñòðîêå òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåêòîðà, çàäàþùåãî ðåáðî
ïàðàëëåëåïèïåäà.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îòâåò â ôîðìàòå true/false.

6. Îïðåäåëèòü ïåðåñåêàþòñÿ ëè ñôåðà è ïëîñêîñòü.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâûõ äâóõ ñòðîêàõ ÷åòûðå ÷èñëà - êîîðäèíàòû öåíòðà ñôåðû è
ðàäèóñ;

â ñëåäóþùåé ñòðîêå ÷åòûðå ÷èñëà - êîýôôèöèåíòû ïëîñêîñòè.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îòâåò â ôîðìàòå true/false.

7. Äàíû òðè ïëîñêîñòè ñâîèìè êîýôôèöèåíòàìè, îïðåäåëèòü èõ âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå.

8. Îïðåäåëèòü ïåðåñåêàþòñÿ ëè ïðÿìàÿ è òðåóãîëüíèê â ïðîñòðàíñòâå.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâûõ òåõ ñòðîêàõ òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí òðåóãîëüíèêà;

â ñëåäóþùèõ äâóõ ñòðîêàõ òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû òî÷åê ïðÿìîé.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îòâåò â ôîðìàòå true/false.
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9. Îïðåäåëèòü ïåðåñåêàþòñÿ ëè îòðåçîê è òðåóãîëüíèê â ïðîñòðàíñòâå.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

â ïåðâûõ òåõ ñòðîêàõ òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåðøèí òðåóãîëüíèêà;

â ñëåäóþùèõ äâóõ ñòðîêàõ òðè ÷èñëà - êîîðäèíàòû êîíöîâ îòðåçêà.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ:

îòâåò â ôîðìàòå true/false.

10. Ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòè è ìíîãîãðàííèêà.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ:

Â ïåðâîé ñòðîêå ôàéëà ñîäåðæèòñÿ êîëè÷åñòâî âåðøèí ìíîãîãðàííèêà
N .

Â ñëåäóþùèõ N ñòðîêàõ ïåðå÷èñëÿþòñÿ êîîðäèíàòû âåðøèí
ìíîãîãðàííèêà ÷åðåç ïðîáåë.

Â N + 2 ñòðîêå óêàçàíî êîëè÷åñòâî ãðàíåé .

Â ñëåäóþùèõ ñòðîêàõ óêàçàíû ñíà÷àëî ÷èñëî âåðøèí â ãðàíè, çàòåì
ñïèñêè âåðøèí ïðèíàäëåæàùèõ êàæäîé ãðàíè.
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